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VOR WORT.
Ueber die Entstehung des vorliegenden Werkes, dessen
erste Hälfte im Wesentlichen eine im Winter 1856 bis
1857 von Dirichlet zu Göttingen gehaltene Voriesullg
wiedergiebt, -habe ich in den Vorreden Zll delI b~iden
~rsten Auflagen und in den Göttingischen gelehrtell
Anzeigen vom 27. Januar 1864 und 20. Septelnber
1871 das Erforderliche bericht.et. Der Hauptzweck der
Herausgabe, durch möglichst getreue Ueberlieferung des
vollendeten Dirichlet'schen Vortrages den Anfänger in
die Elemente der Zahlentheorie und namentlich iIl die
Theorie der binären quadratischen Formen einzuführeIl,
ist auch jetzt festgehalten , und ich habe mich nicht
e:ntschliessen können, irgend ei~e erhebliche Veränderung
an ·diesem Theile des Werkes vorzuenhmen. Die schon
in den früheren Auflagen zur Vervollständigung von
mir 11inzllgefügten Zusätze, welche mit deIn vierten
Supplemente beginnen und theils nach AbhandlungeIl
von Dirichlet ausgearbeitet, theil~ aus eigenen lTnter-
suchungen hervorgegangen sind, habe ich abermals
. beträchtlich vermehrt.. Besonders zu erwähnen ist die
in dem letzten Supplemente enthaltene' breitere Dar-
stellung derselben. Idealtheorie, welche ich zuerst in der
zweiten Auflage, aber in so gedrängter Form veröffent-
VIII Vorwort.
licht habe, dass der Wunsch nach einer ausführlicheren
Behandlung von .. mehreren Seiten gegen mich aus-
gesprochen ist. Ich bin dieser Aufforderung um so
lieber nachgekommen, als' eine von meinem Freunde
H. Weber in Königsberg in Gemeinschaft mit mir aus-
geführte Untersuchung, welclle demnächst erscheinen
wird, das Resultat ergeben hat, dass d~eselben Princi-
pien sich mit Erfolg auf die Theorie der algebraischen
Functionen übertragen lassen. Die neue Darstellung,
in welcher Manches aus der vor drei Jahren erschie-
nenen Schrift Sur la theorie des nombres entiers algebriques
wörtlich entlehnt ist, hat nun freilich einen viel grösse~
ren Raum erfordert; doch wird dies wohl Entschuldigung
. .' .
finden, wenn man, wie ich hoffe, sich davon überzeugt,
dass der einheitliche Charakter des ,ganzen Werkes
keineswegs Schaden gelitten h'at. Ich benutze noch die
Gelegenheit, den Leser aluf die Abhandlung~n von ~elling
(im zehnten Bande der Zeitschrift für Mathematik und
Physik von Schlömilch, 1865) und von Zolotareff (im
'sechsten Bande der dritten Folge des Journals von
Liouville und Resal, 1880) aufmerksam zu machen, in
'Yelchen die Theorie der Ideale auf diejenige der höheren
Congruenzen gegründet wird, und ich darf Bchliesslich
die Hoffnung aussprechen, da~s auch die bezüglichen
Untersuchungen von Kronecker, welche aus einer früheren' I
Zeit stammen, binnen Kurzem veröffentlicht werden.
Braunsch,weig, 11. November 1880.
R. Dedekind.
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Erster Absch·nitt.
Von der Theilbarkeit der~ah'len.
§. 1.
Wir behandeln in diesem ,Abschnitte eInIge arithmetische
Sätze, welche man zwar in den meisten Lehrbüchern vorfindet, die
aber für unsere "Tissenschaft von so fundamentaler Bedeutung
sind, dass eine strenge Begründung derselben hier durchaus noth:-'
wendig erscheint. Dahin gehört zuerst der Satz, dass das Product
einer Reihe von ganzen positiven Zahlen unabhängig von der An-
ordnung ist, in welcher man die~'Multiplication ausführt. Indem
wir uns zunächst auf den Fall beschränken, in welchem es sich um
drei Zahlen u, b, c handelt, bilden wir das, folgende Schema
,,., . *.
c, c, c, c c
c, c, c, c c
c, c, c, c e
... ' .
c, c, c,··c ... c
welches ausb Horizontalreihen besteht, deren.· jede die Zahl c
gleich oft, nämlich amal enthält, und~ stellen uns die Aufgabe, die
Summe aller aufgeschriebel:len Zahlen zu bestimmen.. Zunächst
können wir.. ,sagen :'da die Zahl c· in jeder .Horizontalreihe a mal
vorkommt, ' so ist nach· ·dem Grundbegriff der Multiplication die
Dirichl et, Zahlentheorie. .1
{~
•
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Summe aller in einer solcllen Reihe befindlichen Zaillen gleich ca,
indenl wir den Multiplieand e durcll die Stellung von denl Multi-
plieator a unterselleiden ; da ferner b solche Horizontalreihen vor-
handen sind, so ist die Sumule sämmtlicher Zahlen gleicll (ea)b,
wo jetzt ca der Multiplicand, b der IVlultiplicator ist.. Nun können
wir aber dieselbe SUlnme aucll auf anderem Wege durcll die Be-
merkung bestimmen, dass das obige Schema aus a Verticalreihen
besteht, deren jede bmal die Zahl e enthält; es ist also die Summe
aller in einer Verticalreihe befindlichen Zahlen gleich eb, und folg-
lich die 'Totalsumme gleich (eb) ((. Wir erhalten mithin das erste
Resultat
(ea)b.== (cb)a~
aus welchenl wir, indeln wir die bisher ganz ,villkürliche Zahl
e == 1 setzen, die .Folgerung ziehen, dass
. ab == btt
ist, d. h.: in efinem Product aus zwei ganzeIn posit-iven Zahle1'~ dürfen
lJfultiplicand und Multiplieator mit einander;" vertauscht 'lverden.
NIan lässt deshalb auch in der Benennung den Unterschied zwischen
Nlultiplicand und ~iultiplicator ganz fallen, indem man beide unter
deIn gemeinschaftlichen Namen Faetoren zusalnmenfasst.
"Vir 'können nun dieselbe Totalsumme sämmtlicher in dem
obigen Scherna befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Art be-
stimmen, indem wir abzählen, wie oft der Summand c im Ganzen
YOrkolumt. Zunächst ist a die Anzahl der in einer jeden Hori-
zonta~reihe befindlichen Zahlen c, und folglich ist, da b solche
lIorizontalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebenen
Zahlen gleich ab. Hieraus folgt, dass die TotalsUlnrne den Werth
c (a b) hat, dass also
(ca) b === (eb) a === e (ab)
ist. Verbindet man hiermit den schon oben betrachteten speciellen
~~all ab === ba, so kann man das Bisherige in folgenc1elTI Satze zu-
sammenfassen: .
Wenn man von drei positiven ganzen Zahlet~ z~oei nach Be-
rieben aus~vählt und als Factoren zu ihre~n Produete vereinigt, so-
dann dieses Product und die dritte jener drei Zahlen mt:t einander
1nultipl1·cirt, so hut das so entstehende Product stets denselben Werth,
~vie m,at~ auch die ersten heiden Zahlen a~tsgewählt habet~ ~nag.
. Da also diesesProduct von der Anordnung der heiden suC-
cessiven ~lultiplicationen ganz unabhängig ist, so bezeichnet man
rrlleilbarkeit (ler Zalllell. 3
dasselbe kurz als das Produet aus jenen drei Zahlen und nennt
diese letzteren ohne Unterschied die Factoren des })roductes.
~. 2.
Es ist nun leicht zu zeigen, ohne ein neues Priueip anzu\ven-
den, dass ein ganz ähnlicher allgelueinerer Satz für jecles SystClll
S von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen
(t, b, c ...
gilt. Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch ,viederholte .A.n-
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen beziiglicher lVIulti-
plicationen zu einenl Producte zu vereinigen, ist folgende. l\Jall
greife nach Belieben zwei Zahlen aus deIn System S heraus und
bilde ihr Product; der aus den übrigen Zahlen des Systenls Sund
aus dieseln Product bestehende Zahiencolupiex S' enthält danll
eine Zahl weniger als S; indenl nlan wieder ganz nach 13eliebcll
zwei Zahlen aus S' zu ihrenl l>roducte vereinigt und die anderen
unverändert lässt, erhält Inan ein System S" von Zahlen, dereIl An-
zahl um zwei kleiner ist als die der ursprünglich gegebenen ZahleIl.
F'ährt man so fort, so wird man zuletzt zu einer einzigen Zahl
gelangen, und der zu beweisende Satz besteht <larill, dass di()sn lt1n
11),~de des Processes tfrsuZtircndc Zahl int'Jucr dic.scll)() scinu'ird, a/~/
u)(!lche Art rn(l/n auch dir: c'i'nz(Jl:nen ei)~fachcn .MnltilJlicatioJl(J)t an-
ordnen rrnag.
lJm dies zu zeigen, wenden wir die vollst~indige Induction an,
d. h. wir nehnlen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl der ur-
spriinglich gegebenen Zahlen oder Factoren == n ist, und be,veisen,
dass er dann auch für die niichst grössere Anzahl n+ 1 yon l~'ae­
toren ebenfalls giUtig sein lllUSS. l~~s sei also ein Systenl S VOll
11, + 1 Zahlen
({, b, c, d, c ...
gegeben, so wällle 111an irgend z,vei derselben, z. 1~. ((, und h, und
bilde ihr Product ab; der nun entstehende Zahlellc()}uplex entlt:i1t
nur noch die 1~ Zahlen
ab, c, d, C •••
und folglich ist nach unserer A.nnah1110 das El1dresultat von der
weiteren Anordnung des Processes ganz unabhängig. 13ei einer
anderen Anordnung der ganzen ()peration kann daher höchstens
1 :t\
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dann ein anderes F~n'dresultat zum Vorschein komInen, ,venn das
bei dem ersten Schritte ausgewählte Zahlenpaar von a, b verschie-
den ist, und zwar sind zwei Fälle zu unterscheiden.
Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zu-
erst eine der beiden Zahlen a, b, z. B. a, mit einer der ührigen
c, d, e ... , z. B. mit c, zu deIn Producte ac vereinigt ,vird, so dass
der nächste Complex aus den 1~ Zahlen
ac, b, d, e ...
bestellt; da nun sowohl bei der ersteren wie bei der letzteren An-
ordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen keinen
Einfluss auf das Endresultat ausüben können, so setze Ulan die'
erste Anordnung so fort, dass zunächst die beiden Zahlen ab und
c, die zweite so, dass zunächst die beiden Zahlen ac und b ver-
einigt werden. Auf diese Weise entsteht hei der ersten Anordnung
zunächst der Complex
(ab) c, d, e ...
bei der zweiten der Conlplex
(ac)b,d,e ...
Da nun zufolge des vorhergehenden Paragraphen die heiden Pro-
ducte (ab) c und (ac) b, und folglich auch die heiden vorstehenden
Complexe identisch sind, so wird, da jeder derselben nur noch
n - 1 Zahlen enthält, bei der ersten wie bei der zweiten Anord-
nung dasselbe Endresultat auftreten.
Z,veitens kann es aher auch sein, dass bei dem ersten Schritt
der zweiten Anordnung lee'h'le der heiden Zahlen a, b, sondern zwei
von den übrigen, z. 13. c, d, herausgegriffen werden, so dass zu-
näehst der (~omplex
(t, b, cd, c ...
entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den ersten Schritt
folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach 13elieben aus-
führen; man vereinige daher zunächst bei der ersten Anordnung
die Zahlen c, d, und bei der zweiten Anordnung die Zaillen ft, b;
dann besteht bei beiden Anordnungen der nächstfolgende Complex
aus denselben n· - 1 Zahlen
ab, cd, e ...
und folglich wird abermals das Endresultat bei heiden dasselbe sein.
Hiermit ist die Allgemeingültigkeit des Satzes bewiesen; denn
da er nach dem vorhergehenden Paragraphen für 11 = 3 gilt, so
rrlleilbar]zoit (leI' Zahlen. 5
gilt er nach dem Vors·tehenden auch für alle Systellle von Zahlen,
deren Anzahl:=:::: 4, 5, 6 u. s. w. ist. Das Endresultat heisst auch
jetzt wieder daR Ilroduct aus den gegebenen Zahlen, diese letzteren
heissen die Factoren des Productes, und man bezeichnet das Pro-
duct durch das Nebeneinanderschreiben sämmtlichcr in beliebiger
Ordnung folgenden ITactoren.
Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der, dass man hei der
Bildung des I)roductes aus beliebig vielen Zahlen oder !1"actoren
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer
Gruppe enthaltenen ITactoren zu ihrelll I)roduct vereinigen darf;
das Product aus diesen den einzelnen Cjruppen entsprechenden
Producten wird imme:t: mit dem Producte aller gegebenen Zalllen
übereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der
verschiedenen möglichen Anordnungen des Processes. So ist z. B.
abcde == (ab)c(de) == (abcd)e === (abe) (cd).
F~s ist nicht schwierig, dieselben Sätze auch für den Fall zu
beweisen, dass unter den F"actoren eines Productes beliebig viele
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive oder
negative sein, je nachdeIn die Anzahl der negativen Factoren ge-
rade oder ungerade ist. Endlich nlag nocll darau erinnert werden,
dass auch die ganze Zahl Null als Factor auftreten kann, in welchenl
!1-'alle das Product stets == 0 sein wirf!.
~. 3.
Wenu die Zahl *) (t das Product aus der Zahl b und einer
zweiten ganzen Zahl m, also a == IjJtb ist, so nennt man a ein Vifl-
,faches oder M'llltilJlttm von b; statt dessen sagt man auch: a ist
the1:lbay durch b, oder: b ist ein Theilet;~ oder Div1'sor von (f, oder
endlich: b geht in a auf. Alle diese Benennungen sind gleich ge-
bräuchlich, und da es in der Zahlentheorie ausserordentlich oft
vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszudrücken,
so ist es angenehm, dafür eine Reihe verschiedener Ausdrücke zu
besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten nun sogieich
folgende Sätze ein, von denen später sehr häufig Gebrauch gemacht
werden wird.
*) Unter Zahlen schlechthin sind hier und im Folgenden immer gan,z'e
Zahlen zu verstehen.
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1. Ist a Multiplum von b, b wieder ~rultiplum von c, so ist
auch Cl Multiplum von c. Denn der A_nnahme nach ist a === mb,
b ==- nc, wo rn und 1'1/ irgend zw'ei ganze Zahlen bedeuten; hieraus
folgt a === m (nc) == (rnn) c, also ist a theilbar durch c.
Allgemein: hat man eine l-leihe von Zahlen, in welcher jede
ein Vielfaches der nächstfolgenden ist, so ist auch jede frühere
Zahl ein Vielfaches von jeder späteren.
2. Ist die Zahl a sowohl als auch b ein ~Iultiplum einer dritten
Zahl c, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden er-
steren ein Multiplum der dritten. Denn aus a == 1nc, b === ttC folgt
a + b === (nl + n) c.
§. 4.
Von der grössten Wiclltigkeit für die I.~ehre von der Theil-
barkeit der Zahlen ist folgende Aufgabe *): vV,oenn {rgcnd zu'ei
ganze positt~ve Zahlen a, b gegeben sind, so sollcl~ die grlllct:nschaft-
lichen, The'iler derselben, d. h. diejen1:gen Zahlen ~ gef~tHden uJerden,
welche gleichzeitig in a und in b aufgehen.
Wir können annehmen, es sei a grösser oder wenigstens nicht
kleiner als b; dann wird die Division von a durch b einen Quotien-
ten 'fn und einen Rest c geben, welcher letztere jedenfalls kleiner
als bist. 13etrachten wir nun die aus dieser Division resultirende
Gleichung
0, == rnb + c
und neInHeu ,viI' an t e~ sei ~ irgend eine so,vohl in a als in b auf-
gehende Zahl, BO ist 0 jedenfalls auch ein Divisor des I-lestes C;
denn da a und b l\lultipla von c) sind, so ist (nach §. 3) mb, und
folglich auch die Differenz a - mb == c ein Multiplum von ö.
Wir können daher sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der bei-
den Zahlen a, b ist auch ein gemeinschaftlicher rrheiler der beiden
Zahlen b, c. lJlngekehrt, ist ~ ein gemeinschaftlicher Divisor der
heiden Zahlen b, c, so ist, da (J dann auch in mb aufgeht, die Summe
mb + c ::=: ader beiden Multipla IJ'n bund c von c) ebenfalls ein
~lultiplunl von ~; also ist jeder gemeinschaftliche Divisor der Zah-
len b, c auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen a, b. Mithin
stimnlell oie gemeinschaftlichen Divisoren der heiden Zahlen a, b
*) b'uclid's Ele11~ente, Buch VII, ~atz 2.
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vollständig mit denen der beiden Zahlen b, c überein ; unsere Unter-
suchung ist daher von dem I)aare a, b auf das Paar b, c reducirt,
und da b nicht grösser als a, c aber jedenfalls kleiner als bist,
so können wir mit Recht sagen, dass das Problen1 auf ein ein-
facheres zurückgeführt sei.
Wenn nun c von Null verschieden ist, die erste Division also
nicht aufgeht, so können wir, indem wir b durch die kleinere Zahl
c dividiren, wieder eine Gleichung von der FOrlTI
b == ltC + d
bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorhergehende
c ist. Durch eine der obigen ganz ähnliche 13etrachtung ergiebt
sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der heiden Zahlen
c, d vollständig mit denen der Zahlen b, c und also auch mit denen
der Zahlen a, b übereinstimmen.
So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, ,vas
nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus eintreten
muss; denn die Zahlen b, c, d ... bilden eine I{eihe von beständig
abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche Anzahl von
Zahlen giebt, welche kleiner sind als b, so muss unter ihnen end-
lich auch die Null ersclleinen. Wir haben dann eine Kette von
Gleichungen von der Form
(t==rnb+c
b == nc + d
c === pd + e
.f==sg +h
!J = th.
Jeder gelneinschaftliche Divisor ~ VOll ({, {) ist auch l)ivisor der fol-
genden Zahlen c, d ... , endlich auch VOll h; Inngekehrt~ ist ~ ein
Divisor von h, so lehrt die letzte Gleichung, dass d .auch Divisor
von g, also gemeinschaftlicher Divisor von g und h ist; folglich ist
~ auch Divisor von f und ebenso von den vorhergehenden Zahlen~
endlich auch von b und von a. Wir haben daher das I~esultat:
D1ie gerneinschaftlichen Divisoren zUJeier Zahlen a und b stün-
1nen überei'n 1nit den sätnrntlichen Div'isoyen lEiner bestimnzten Zahl
h, welche 'tna'i~ du'reh den ob'igeln Algorithrnus stets finden kann. Da
nun h selbst zu diesen Divisoren gehört und unter ihnen
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dem Werth nach der grösste ist, so nennt lllan diese Zahl h den
grössten gemeinsch~ftlichen Divisor der beiden Zahlen a und b.
Hiermit ist nun zwar unser Problem nicllt vollständig gelöst,
sondern nur auf das andere zurückgeführt, sämmtliche Divisoren
einer gegebenen Zahl h zu finden, für welches wir nocll keine di-
recte Lösung haben; allein es wird sich im Folgenden hinreichend
zeigen, dass der obige Algorithmus ein Fundament bildet, auf
welchem sich die Grundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso
grosseI' Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassell. Nur einige Be-
merkungen noch, um auch nicht den geringsten Zweifel gegen die
Allgenleinheit der folgenden Sätze aufkomnlen zu lassen: wir
haben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der '70raus-
setzung, dass a nicht kleiner als b sei; allein für den :Fall, dass
a < b sein sollte, braucht man nur m = 0, also c === a zu nehmen,
um dieselbe Form auch dann zu wahren. Ebenso leicht erkennt
man·, dass das Vorzeichen der Zahlen a, b ganz unwesentlich ist;
ja, es darf sogar eine von ihnen = 0 sein; nur, wenn beide == 0
sind, kann von einem grössten gemeinschaftlichen Divisor derselben
keine Rede sein.
§. 5.
•
Besonders interessa.nt ist der specielle Fall, in welchem der
grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen a, b die Einheit
ist; man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl
Zahlen ohne gClneinschaftlichcn Divisor, indem man absieht von
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1; oder man sagt auch:
a ist relative I>riInzahl gegen oder zu b. I)ieser Definition zufolge
erkennt man also zwei Zahlen als relative Primzahlen daran, dass
bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaftlichen Divisors ein-
mal der. Rest h == 1 auftritt. (Wenn eine der beiden Zahlen a, b
gleich Null ist, so muss die andere offenbar = + 1 sein.) Für
solche Zahlen- gilt nun der folgende
Hauptsatz: Sind a, b relative Primzahlen, und ist k eine be-
liebige drittc Zahl, so ist jeder gemeinschaftliche Theiler der heiden
Zahlen ak, b auch gen~einschaftlicher Theiler der beidein Zahlen k, b.
Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur sämmtliche
~leichun?~n, die bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaft-
hchen DIvIsors der Zahlen a, b gebildet werden, und deren vor-
Theilbarkeit der Zahlen. 9
letzte, da h == 1 ist, in unserenl ]~'alle f == 8g + 1 lautet, nlit k
zu nlultipliciren; man erhält dann
ak === mbk ·t c1c
bk == nck + dk
ck == lJdk + ek
fk == sgk + k.
Ist nun ~ irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so
geht ~ aucll in mbk, also aucll in ak - mbk === ck auf; es geht
daher ~ auch in nck und folglich auch in bk - nck === dk auf.
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt Inan zu dem
Resultat, dass ~ auch in fk, in g k, folglich auch in j'k - sgk === k
aufgehen muss, was zu beweisen war.
Im Folgenden werden wir vorzüglich zwei specielle Fälle dieses
Satzes gebrauchen, nämlich:
1. Das Product zwel'e1r Zahle'n au/nd k, derelf~ jede relative
Primzahl gegen e'ine drt:tte b ist, ist gleichfal7s relat'ive Prl~mzahl zu' b;
denn unserem Satze nach hahen ak und b dieselben gemeinschaft-
lichen Divisoren, wie kund b; da aber kund b relativePriInzahlen
sind, so haben sie nur den einzigen gemeinsehaftlichen I)ivisor 1;
dasselbe gilt daher von ak und b, also sind diese Zahlen relative
Primzahlen.
2. Sind a und b relativ"e Pt;'ilnzaJtlen, 1tnd ist ak durch b theil-
bar, so ist auch k durch b theilbar; denn da der Annahme zufolge
ak und b den gemeinschaftlichen Divisor b haben, so muss deIn
Hauptsatze nacll bauch gelneinschaftlicher Divisor von kund b,
also jedenfalls Divisor von k sein.
3. Den ersten dieser beiden Sätze kann Inan leicht verall-
gemeinern. Ist jede der Zahlen a, b, c, d ... relative I)rilnzahl
gegen eine Zahl et, so ist auch ab, folglich auch dasProduct abc
aus ab und c, folglich aucll das Product ah cd aus a hc und d u. s. f.,
kurz das Product abcd ... aller jener Zahlen ebenfalls relative
Primzahl gegen a. Allgemeiner, hat rnalf~ zwei Reihen von Zahlen
a, b, c, d ...
und
a, ß, r .. ·
von der Bescha..Uenheit, dass jede Zahl der einen Reihe 'relative
~rimzahl gegen jede Zahl der ande1l'en/ Reihe ist, so ist auch das
])(foduct abcd ... aller Zahlen der einen Ifeihe ff31ative l>r;hnzahl
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gegen das pfroduct aß r ... aller Zahlen der anderen Reihe. Denn
soeben ist bewiesen, dass jede der Zahlen a, ß, r ... relative Prim-
zahl gegen clas Product ab cd ... ist, woraus durch nochmalige
Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product aß/' · ..
ebenfalls relative Primzahl gegen ab cd ... ist.
4. Hieraus können wir wieder einen speciellen :Fall ableiten,
indem wir annehmen, dass die Zahlen b, c, cl ... identisch mit Cl,
ferner die Zahlen ß, r ... identisch mit a sind; wir erhalten dann
das Resultat: ~·st a relative Primzahl gegen a, so ist auch jede Po-
tenz der Zahl' a relative Primzahl gegen jecle ]Jotc'nz der Zahl ft.
Eine Anwendung hiervon macht man bei denl l~e,veise des
Satzes, dass die mte Wurzel aus einer ganzen Zahl A entweder
irrational oder selbst eine ganze Zahl ist; denn wenn jene Wurzel
rational, d. h. von der Form r: s ist, wo rund s ganze Zahlen be-
deuten, die man ohne gemeinschaftlichen Divisor annc]nnen kann,
so ergiebt sich -aus rm == Asrn, dass rm durch sm theilbar ist; da nun
rund· s, folglich auch rJn und sm relative Primzahlen sind, so muss
sm === 1, also auch s == 1 sein; mithin ist jene Wurzel eine ganze
Zahl r.
§. 6.
Die Aufgabe des §. 4 in der Weise verallgemeinert, dass für
eine ganze Ileihe gegebener Zahlen a, b, c, d ... alle gemeinschaft-
lichen Divisoren gesucht werden, führt zu einem ganz ähnlichen
Ilesultate. Es sei h der grösste gemeinschaftliche Divisor von a
und b, so ist, wie wir früher fanden, jeder gemeinschaftliche Di-
visor von a und b auch Divisor von h und umgekehrt; jeder ge-
meinschaftliche Divisor der drei Zahlen Ct, b, c ist daher auch ge-
meinschaftlicher Divisor von h, c und unlgekehrt; bezeichnet man
daher Init k den grössten gemeinscllaftlichen Divisor von hund c,
so ist jede gleich.zeitig in a, b, c aufgehende Zahl Divisor von k,
und ulngekehrt ,vird jeder Divisor von k auch Divisor der drei
Zahlen a, b, c sein. Bildet man ferner den grössten gerneinschaft-
lichen Divisor 1 der beiden Zallien kund d, so stimmen die ge-
lneinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen abc d vollständig, , ,
überein mit den sämmtlichen Divisoren der Zahl l u. s. f. Wir
haben daher das Resultat: ~ist irgend e1ine Reihe V01'~ Zahlen a, lJ,
c, d · · . gegeben, so giebt es stets eine - und· natürlich auch nur
fl'lleilt>arkeit der ~ahleIl. 11
e1'ne - Zahl m vor~ der Bescha.t!enhcit, dass jede gleichzeitig in a,
,in b, 'in c, in du,. s. w. aufgehende Zahl auch ir~ m aufgeht, uud
um,gekehrt jeder Divisor von m auch Diviso1f jeder einzelnc'n der
Zahlen a, 0, c, d ... fist. Diese vollkolnlnen bestimmte Zahl 1n
heisst deshalb wieder der grösste gen~cinschaftriche Divisor der ge-
gebenen Zahlen. (Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein,
wenn die gegebenen Zahlen al7e == 0 sind.) Setzt Inan ferner
a == ma', b == mo', c == 1nc', d == md' ... , so sind a', b', c', d' ...
ganze Zahlen, deren grösster gemeinschaftlicher l 1 heiler == 1 ist,
oder, wie man kurz sagt, Zahlen ohne ge1ne'inschaftlichen 11heiler.
Umgekehrt, wenn a', b', c', d' ... Zalllen ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind, so leuchtet ein, dass m der grösste gemeinsehaJtliche
Theiler der Zahlen ma', mb', mc', rnd' ... ist.
Dagegen bemerken wir an dieser Stelle ein- für allemal, dass,
wenn Zahlen a, b, c, d ... relative Primzahler~ genannt werden,
darunter stets zu verstehen ist, dass je zwei von ihnen relative
Primzahlen sind; solche Zahlen sind claller stets zugleich Zalllen
ohne gemeinschaftlichen rrheiler; aber Zahlen ohne genleinschaft-
lichen Theiler sind nicllt nothwendig relative Primzahlen.
§. 7.
Gewisserlnaassen das Ulngekehrte der vorhergehenden ist die
folgende Aufgabe: Wf;ttn eine Ileihc von Zahle'n a, b, c, d ... ge-
geben ist, so s07len alle gerneinschaftlichen Multipllt derselbe'n, d. h.
alle Zahlen fJ(fun,den werden, welche durch jede einz-clne der ge-
!J(;bcnet't Zahle'1'/; theilbar Slttd. !)a von den gesuchten Za,hlen zu-
erst gefordert wird, dass sie durch l(; theilhar sein solle11 ~ so sind
sie jedenfalls in der ]?ornl s a enthalten, wo s irgellcl eine ganze
Zahl bedeutet. Ist nun 0 der grösste gelneinsehaftliehe Divisor
der beiden Zahlen a == 0 ((;' und b === 0 b', so sind a' und 0' re-
lative Primzahlen; soll daher sa == 80/0 theilbar sein durch
b === b' 0, so muss Set' durch b', und folglich (~. 5, 2.) auch s dureh b'
theilbar, also von der l~'ornl 8'b' sein, wo s' ,vieder irgend eine ganze
Zahl bedeutet. Sänlmtliche sowohl durch a als durch b theilbare
Zahlen sind daher von der ~'orm 05 a == s' . a' b'~, und ulngekehrt
leuchtet ein, dass alle in dieser Forln enthaltenen Zahlen sowohl
durch a === a' 0 als durch b == b'0 theilbar sind.
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Es zeigt sich also, dass die sämmtlichen gemeinschaftlichen
Multipla der beiden Zahlen a, b übereinstimmen mit den sämmt-
lichen Vielfachen einer bestimmten Zahl
ab
a'b'o === T = p.,
welche man desllalb das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
beiden Zahlen a, b nennt.
Um diesen Satz für eine beliebige Anzahl gegebener Zahlen
a, b, c, d ... zu verallgemeinern, braucht man nur zu ~)emerken,
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen
a, b, c, d ...
nothwendig auch ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen
[.L, c, d . · .
ist und umgekehrt. Man wird daher zunäcllst das kleinste ge-
meinschaftliche Multiplu111 v der heiden Zahlen [.L und c suchen,
dann das kleinste gemeinschaftliche Vielfaclle Q von v und d u. s. f.
Auf diese Weise leuchtet ein, dass sämlntliche gemeinschaftliche
Multipla der gegebenen Zahlen a, b, c, d ... übereinstimmen mit
den sämmtlichen 'Vielfachen einer einzigen vollständig bestinlmten
Zahl ro, welche man deshalb das kleinste gelneinschaftliche Viel-
fache der gegebenen Zahlen nennt.
Von besonderer Wichtigkeit ist der ~-'all, in welcllem die
Zahlen a, b, c, d . . . relative Primzahlen sind. In dieselll Falle ist
zunächst 0 = 1, also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der heiden relativen Primzahlen a und b ihr Product ab. Da nun
c wieder relative Primzahl gegen (f; und gegen b, also (§. 5, 1.) auch
gegen ab ist, so ist ab c das kleinste gemeinschaftliche Nlultiplum
der drei Zahlen a, b, c u. s. f. Kurz, man erhält das Resultat:
Sind a, b, c, d ... relative Primzahle1~, so ~·st jede Zahl, u,elche
durch jede einzelne derselben theilbar ist, attch d'urch ihr Product
l~bcd. . . theilbar.
§.8.
Da jede Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich
selbst theilbar ist, so hat jede Zahl - die Einheit selbst ausge-
nommen - mindestens zwei (positive) Divisoren. Jerle Zahl nun,
welche keine anderen als diese beiden Divisoren besitzt heisst eine
. ,
Pnmzahl (numerus primus); es ist zweckmässig, die Einheit nicht
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zu den l>rimzahlen zu rechnen, weillnanche Sätze iiherPrilllzahlen
nicht für die Zahl 1 gültig bleiben.
Aus dieser I~rklärung ergiebt sicll der Satz: Wenn p c'ine
Primzahl und a i/rgend (J,inc ganz'e Zahl 1:St, so geht entweder p 1·m
a auf, oder p ist relative Prirnzahl zu a. Denn der gr()sste genlein-
schaftliehe Divisor von p lInd a ist entweder p selbst oder die
Einheit.
Hieraus folgt weiter: Wenn, ei1~ Product aus mehreren Zahlen
a, b, c, d ... durch eine Primzahl p the'ilbar ist, so geht p rn1>n-
destens in einern der Factoren a, b, c, d ... auf. Denn ,väre keine
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wäre 1) relative Prim-
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglicll auch gegen ihr
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch
p theilbar ist.
Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einlleit noch
andere Divisoren hat, heisst zusam1ne'ngesetzt (nttt1nerttS COmlJositus).
Diese Benennung ,vird gerechtfertigt dureil folgenden
E'undame1~talsatz: Jede ZUSal1~}nen[lesetztc Zahl 7ässt sich stets
und n~tr auf ei1~e einz'ige We1~se als P1foduct aus einer endl'ichen
Anzahl V01~ Pr1>rn,ztthlen darstellen.
Be~veis. Da jede zusamlllcngesetztc Zrthl tn ausser 1 und 1n
noch andere Divisoren hat, so sei (t ein solcher; ist nun (t keine
l>rilnzalll, also eine zusalnmengesetzte Zahl, so besitzt a ausser 1
und a noch andere Divisoren, z. B. b; ist b noch keine I>rilnzahl,
also zusammengesetzt, so hat b wieder mindestens einen l)ivisor c,
der von 1 und b verschieden ist. I~'ährt Inan so fort, so Inuss Inan
endlicll einmal zu einer l~rimzahl gelangen; denn die Ileihe der
Zahlen m, a, b, c ... ist eine abnehmende, sie kann also, da es nur
eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welehe kleiner als 'In sind,
nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten; das letzte Cilie<1
derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst künnte Inan
ja die lleihe lloch ,veiter fortsetzen. I~ezeichnet 111an diese I>riIn-
zalll mit 1), so ist, da jedes Glied der Ileihe ein lVlultiplulll des fol-
genden ist, die erste Zahl ~n auch ein Multipluln von der letzten p.
Man kann daher
1n ::::::: l)m'
setzen. Nun ist ?1~' entweder eine l>rimzahl - dann ist 1n schon
als Proc1uct von Primzahlen dargestellt - oder ?n~ ist zusammen-
gesetzt; im letzterenF'alle muss es ,viedel" eine in rn' aufgehende
Prilnzahl1/ gehen, so dass
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rn' =::: p'rn", also m == ZJ1/rn"
wird. Ist nun m" noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe
Weise fortfahren, bis man n~ als Product von lauter Prilllzahlen
dargestellt hat. . Dass dies wirklich nacll einer endlichen Anzahl
von ähnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein,
dass die Reihe der Zahlen m, 1n', 1n" ... ebenfalls eine abnehmende
und folglich eine endliche ist.
Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher
die Möglichkeit der Zerlegung behauptet; offenbar ist aber diese
successive Ablösung von Primzahl-Factoren in mancher l~eziehung
willkürlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen übrig, dass, auf
welche Weise dieselbe auch ausgeführt sein mag, das }:ndresultat
doch stets dasselbe sein muss. Nehmen wir daher an, 111an habe
durch zwei verschiedene Anordnungen einmal
m ==pp'p" ...
ein anderes Mal
m === qq'q" ...
gefunden, wo p, p', p" ... und q, q', q" sämmtlich Primzahlen
bedeuten. Da nun das Product pp'p" durch die Primzahl q
theilbar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z. B. p, durch
q theilbar sein; p besitzt aber als Primzahl nur die beiden Di-
visoren 1 und p, und folglich lnuss q == p sein, da q nicht == 1
ist. Hieraus folgt nun
p'p" ... == q'q" ...
und lllan kann auf dieselbe Weise zeigen, dass q' Iuit einer der
Prilnzahlen }/, p" ... , z. B. nlit 1/, identisch sein muss, woraus
dann wieder
p" ... == q" ...
folgt. Auf diese Weise überzeugt man sich davon, dass jede Prim-
zahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder mehrere
Nlale als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei der ersten
Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe Weise gezeigt
werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung mindestens eben-
so oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede Primzahl in bei-
den Zerlegungen gleich oft als Factor vorkommen, und folglich
stimmt der Complex aller Primzahlen bei der einen Zerlecrung voll-
ständig nlit deIn bei der anderen überein. b
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Nachdelll so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist,
können wir die Darstellung der zusalnmengesetzten Zahl 1n noch
dadurch vereinfachen, dass wir jedeslnal alle unter einander identi-
schen Pritnzalll-1Tactoren zu einer l>otenz vereinigen. Es sei närn-
lieh ct eine von den in m aufgehenden I)rilnzahlen, und zwar Inag
dieselbe genau anlal als Factor in der Zerlegung vork(Hnmen, so
vereinigen wir diese a Factoren zu der Potenz a((; sind hierdurch
noch nicht alle j1--'actoren erscllöpft, und ist b eine der übrigen Prinl-
zahlen, so bilden wir, wenn sie genau ßmal vofkomnlt, die Potenz
bß, und in derselben Weise fahren wir fort, wenn hierdurch noch
nicht alle Primzahl-Factoren von m erschöpft sind. Auf diese
"\\treise überzeugt man sich, dass Inan j edel" zusammengesetzten
Zahl In die ITorm
IJn = aahßcY ..•
geben kann, in welcher a, b, c die sämmtlichen unter einander ver-
schiedenen, in 'In aufgehenden Priulzahlen, und a, ß, y ... ganze
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser ForIn nicht nur alle
zusammengesetzten, sondern auch alle Prinlzahlen enthalten sind,
leuchtet unmittelbar ein. .
I)ie Primzahlen bilden daher ge,vissermaassen das Material,
aus welcheIn alle anderen Zahlen sich zusamlnensetzen lassen.
Dass es unendl1~ch viele Pt'i'inzahle1'~ gicht, hat schon Euclid*) be-
wiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt es gäbe nur eine end-
liche Anzahl von l)rinlzahlen; 80 würde eine VOll ihnen, die wir Init
1) bezeichnen wollen, die letzte, d. h. die grösste sein. ])ellkcll wir
uns nun alle diese Primzahlen aufgeschrieben
2, 3, 5, 7, 11 ... p,
so müsste jede Zahl, welche grösser n1s p ist, zusalnlnengesetzt uIHl
folglich durch 111indestens eine dieser Prinlzahlen theilbar sein.
Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu hilden, welche erstens grösser
als p und zweitens durch keine jener I>rünzahlen theilhar ist; dazu
bilden wir das I)roduct aller l)rinlzahlen von 2 his .1) 11lH1 vcrgr()ssern
dasselbe um eine l~illheit. Diese Zahl
z == 2. 3. 5 .. · 1) + 1
ist in der 'fhat grösser als p, da ja schon 21) grösser als 1) ist; sie
ist aber durch keine der l)rimzahlen theilhar, da z, dureh jede
derselben dividirt, ilnlner den Rest 1 lässt. I)~l1llit ist also unsere
*) E'le111enle, Buch IX, Satz 20.
•
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Annahme im Widerspruch, und folglich giebt es unendlich viele
Primzahlen.
Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des anderen, dass in
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines
Glied kx + mist, und in welcher das Anfangsglied m und die
Differenz k relative Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis für den speciellen
Fall war, in welchem k === 1, so schwierig '\var es, einen strengen'
Beweis für den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis jetzt
nur durch Zuziehung von Principien gelungen, welche der Infini-
tesimalrechnung angehören *).
~. 9.
Durch den soeben bewiesenen Fundamentalsatz haben wir nun
ein einfaches I{riterium gewonnen, nacll welchem stets beurtheilt
werden kann, ob, eine Zahl m durch eine andere 1~ theilbar ist oder
nicht, sobald wir voraussetzen dürfen, dass beide in ihre Prim-
factoren zerlegt sind. Nehmen wir nämlicIl an, dass m durch n
theilbar, dass also m == nq ist, so leuchtet ein, dass jede in n auf-
gehende Primzahl auch in m aufgeIlen muss; es kann daher n
keine anderen Primfactoren enthalten als m, und ausse~dem kann
auch ein solcher Primfactor nicht öfter in n als in m vorkommen;
und umgekehrt, wenn jeder Primfactor der Zahl n, mindestens
ehenso oft in m vorkommt wie in 1~, so ist auch m durch n theilbar.
Sind daher Cl, b, c . . . die siimmtlichen von einander verschie-
denen, in rn aufgehenden Primzahlen, so dass
rn == aabßcr ... ,
so ist jeder Divisor n dieser Zahl in der Form
n === a((,' bß' er' ...
enthalten, in welcher
a' irgend eine der a + 1 Zahlen 0, 1, 2 ... (f,
ß' " " "ß + 1 " 0, 1, 2 . · · ß
y' " " "y + 1 " 0, 1~ 2 · .. r
u. s. w.
*) Siehe die Supplplnente VI. §. 132 bis 137.
•
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bedeutet; und alle diese Zahlen u. sind ,virklich Divisoren VOll 1n.
IIieraus gehen sogleich einige interessallte J1\)]gerungen hervor. •
Zunächst leuchtet ein, da jede COInhination eines Werthcs
von a' Init einem von ß', mit eineIn von r' u. H. "T. einen I)ivisor
von m liefert, und da je zwei verschiedenen solchen C0111binationen
(nac}l §. 8) auch zwei ungleiche I)ivisoren von lU entsprechen, dass
die Anzahl aller Divisoren von ln gleich
((X -t- 1) (ß + 1) (r + 1) . . .
ist; diese Anzahl hängt daher nur von den }~xponenten (x, ß, 'Y .. •
ab, nicht aber von der Natur der in 1n aufgehenden Prilllzahlen
a, b, C u. s. w.
Bildet man ferner das Schelna
1, a, a2 ••• a((,
1, b, b2 ••• bß
1, c, e2 ••• eY
u. s. w.
und bildet alle Producte a l / bß' eY' ... , indeln Inan aus jeder dieser
I-Iorizontalreihen ein Glied aa', bß', eY' ... auswählt, so erhält Inan
alle Divisoren der Zahl nt, und zwar jeden nur ein einziges Mal.
Die SUllllne aller dieser Divisoren erhält Inan daher nach derselben
I{egel, nach welcher man die einzelnen Aggregate
auf] - 1
1 + a + a2 + + (tU == . a _ 1
1 + b + b2 + + bfJ = bfJ-t-l - 1
b-l
(.Y+l - 1
1 + c + c2 +·.·+er == _/---
C -- 1
u. s. w.
lllit einander zu llluitiplicireu hat; folglich ist die SUlnule aller
Divisoren der Zahl 1n gleich deIn Product
aUf! - 1 bß+l_1 cY+1 - 1
a-l b-1 c-l
NellIDen wir z. It ~n === GO == 22 • 3 . f), so sind die sänlu1tlichen
Divisoren folgende:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60;
ihre Anzahl ist
(2 + 1) (1 + 1) (1 + 1) == 12
}J i r ich let, Zahlentheorie.
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und ihre Surnnlc
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32 -1
. --_.
3-1
52 -1 .
-- == 7 .4.G == l()t).5-1
§. 10.
Wir kehren nun zu einigen früheren Aufgahen zurück, zu-
nächst zu derjenigen (§. G), den grössten genleinschaftlichen Divi-
sor einer Reille von Zahlen zu bilden, jetzt unter der Voraussetzung,
dass ihre Zerlegungell in Primfactoren gegeben sind. Man be-
trachte alle I>rimzahlen, welche in diesen Zerlcgungcn vorkommen,
und scheide zunächst diejenigen unter ihnen aus, ,velche in einer
oder mehreren der gegebenen Zahlen gar nicht als I>rünfactoren
enthalten sind. llieibt auf diese Weise gar keine l)riJnzahl iibrig,
so ist die Einheit der gesucllte grösste gClneinschaftliche Divisor.
Im entgegengesetzten ITall sei a eine l)rilnzahl, ,velche hei dieser
vorläufigen Ausscheidung zurückgeblieben ist und also in jeder der
gegebenen Zahlen lnindestens einmal enthalten ist; Ulan zähle, wie
oft aals Prilnfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vor-
kommt, und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir Init a be-
zeicllnen, so dass a in mindestens einer der gegebenen Zalllen genau
a mal, in allen übrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor
VOrk0111mt. Aellnlicll verfahre man mit den übrigen Primzahlen
b, c ... , sofern diese noch nicht erschöpft sind, und bilde für jede,
für b die Anzulll {J, für e die Anzahl r u. s. w. nacll derselben I~egel,
nach welcher für die l>riInzahl a die Anzahl u gebildet wurde.
Dann ist
a U blj cl' ...
der gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. Der Beweis für
diese Itegel leuchtet unnlittelbar dadurch ein, dass der grösste
gemeinschaftliche Divisor keine anderen Prilnfactoren enthalten
]{ann, als solche, welche in jeder der O'egrehencll Zahlen enthalten
. b d
S11H1, und dass er keinen Primfactor öfter entllalten kann, als irgen
eine der gegebenen Zahlen.
Aehnlich gestaltet sich die Lösung der anderen Aufgabe, das
kleinste gemeinschaftliclle Multiplum einer Reihe von gegebenen
~al~len zu ?ilden (§. 7). Jetzt betrachte Inan jede Prinlzahl, die
In Irgend eIner der gegebenen Zallien als I~actor enthalten ist, und
sehe nach, ill ,velcher sie am häufigsten vorkonnnt; ebenso oft
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nehlnc man sie als l~'aetol' in das kleinste gculeillsehaftliehe l\lulti-
plUITl auf; sind daher u, b, c ... die siilnlntlichen l>riInzahlen, welche
in den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkolnlnell,
80 erhält Inan nach dieser l{egel (las gesuchte kleinste gelneill-
sch aftlic}le MultipIUITi in der I~'ornl
(1 a' bß' cY' . • .,
wo z. I). der Exponent a' daclurch bcstinnnt ist, dass die l>riInzahl
a in rnindestens einer der gegebenen Zahlen genau a' nlal, in allen
übrigen aber nicht öfter als Factor enthalten ist. Der Beweis liegt
hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden PriInfactor enthalten IllUSS,
der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, und z,var Ininde-
stens ebenso oft, als diese.
Endlich können wir aus den vorhergehenden IJrincipien noch
ein I{riteriunl ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine Zahl
rn == a U bß c'Y ...
eine genaue ytePotenz einer ganzen Zahl k ist. ])azu ist offenbar
erforderlich und hinreiehend, dass alle I~xponenten (;{, (3, 'Y ..• durch
r theilhar sind, wie Inan sogleich aus der Annahnle
1n == k1'
erkennt.
~. 11.
Wir gehon nUll zu einer Untersuehung über, ,velche an sich
sehon interessant und ausserdeHl für die l~'olge von der grössten
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen
1, ~, 3, 4 ... nt
bis zu einer beliebigen letzten 9n aufgeschrieben, und zählen ,,"ir
ab, wie viele von ihnen relative I>rilHzahlcn gegen die letzte nt
sind. Diese Anzahl bezeichnet Ulan in der Zahlentheorie dureh-
gängig Init cp (1n) , ,va der Buchstabe cp die I~olle eines l~~unctions­
zeichens spielt *). Da die Einheit relative I)riJnzahl gegen sich
selbst ist, so folgt zunäcllst
cp(l) == 1;
<lurch wirkliches Abzählen findet lIUUl ferner
*) (laus,\;: D'l~squ'l~sitioncs Arl~th111et1·cae art. H8.
2*
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<p(2) == 1, <p(3) == 2, <p(4) == 2, p(f») == 4
u. s. w. Allein es kommt darauf an, einen allgelneinen Ausdruck
für die Function <p (rn) zu finden, und wir werdell 'sehen, dass man
zu diesem Zweck nur die sämmtlichen von einander verschiedenen.
Primzahlen a, b, C ••• zu kennen brallcht, ,velche in 1n. aufgehen.
Unsere Aufgabe ist nälnlich identisch mit dieser: die Anzahl der
obigen Zahlen zu bestinlmen, welche durch keine dieser Prünzahlen
a, b, c ... theilbar sind; und diese ist wieder nur ein specieller
Fall der folgenden:
'Wenn a, b, c . . . relative l:>rimzaillen sind und sämmtlich in '
einer Zahl m aufgehen, so soll die Anzahl derjenigen der Zahlen
1,2,3 ... m (M)
b~stimmt werden, welche durch keine der Zahlen a, b, C • • • theil-
bar sind.
Es zeigt sich nun, wie es häufig geschieht, dass die allgemei-
nere Aufgabe leichter zu lösen ist, als der direct angegriflene spe-
cielle F'all. Zu dieseln Zweck scheiden ,viI' zunächst aus dem
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welclle durcll die Zahl a
theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen
m
a, 2a, 3a ... -a;
a
die Anzahl derselben ist rn : a; es' bleiben daher, nachdem die-
selben aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur
1n- m == m (1 _~) (1)
a a
Zahlen übrig, welche nicht durch a tlleilbar sinil, und deren Com-
plex wir mit (A) bezeichnen wollell.
Aus diesenl Complex (A) sind nun zun:ichst alle durch b theil-
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle diejenigen
Zahlen des Complexes (M), ,velclle der doppelten 11'orderung ge-
nügen, erstens dass sie nicllt durcll a, zweitens dass sie durch b
theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Forderung
genügen, sind die folgenden
b, 2b, 3 b, ... ~ bi
damit aber eine dieser Zahlen, z. B. r b, auch der ersten Forderung
genüge, ist erforderlich und hinreichend, dass der Coefficient r
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nicht durch a theilbar sei; denn da der Annahme nach a und b
relative Primzahlen sind, so ist rh' theilbar oder nicht theilbar
durch a, je nachdemr durch a theilbar ist oder nicht (§. 5, 2.).
Die Anzahl der noch aus deIn Complex (A) auszuscheidenden
Zahlen stimmt daher überein Init der Anzahl de~jenigen der Zahlen
'In
1,2,3 ... b'
welche nicht durch a theilbar sind. Da nun 1n durch a und b,
folglicll auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen
tn : b theilbar durcll a; unsere F"rage ist also dieselbe für die Zahl
1n : b wie diejenige, ,velche wir durch den ersten Schritt für die
Zahl tn gelöst und durcll die Formel (1) beantwortet haben. Die
Anzahl der aus (A) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich
1~ (1 _ ~)
und wir erhalten
m ( 1- ~) - 1~ (1 - ~) = m (1 - ~) (1 - ~) (2)
als Anzahl der:jenigen iIn Complex (A) enthaltenen Zahlen, welche
nicht durch b theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der-
jenigen in (M) enthaltenen Zahlen, welche weder durch a noch
durch b theilbar sind.
l{ezeichnen wir den (joInplex dieser Zahlen lnit (B), so kann
man in derselben 'Veise fortfahren Ull<l gelangt so durch Induetion
zu deIn Ilesultat, dass die Anzahl derjenigen in (JJf) enthaltenen
Zahlen (1(), welche durch keine der Zahlen (l, b~ C ••• k theilbar
sind, gleich
ist. Uln die .Allgemeingültigkeit dieses Gesetzes nachzu,veisen,
nehmen wir an, dass die Richtigkeit desselben für die Zahlen
a, b, c ... k schon bewiesen sei, und untersuchen, was geschieht,
,venn zu denselben noch eine andere l hillzukolnnlt, ,vobei natürlich
wieder vorausgesetzt wird, erstens dass l in 1Jt aufgeht, z,veitens
dass l relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zahlen
a, b, c . . . k ist.
Unl die Anzahl aller in (lJ!I) enthaltenen Zahlen zu bestünnlen,
welche durch keine der Zahlen a, b, c ... k, l theilbar sind, haben
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wir aus dem Complex (I() c1ex:jenigen Zahlen ~ \velchc (lurch keine
der Zalllen a, b, c ... k theilhar sind, und deren Anzahl durch
die Formel (3) gegeben ist, nur nocll die auszuscheiden, welche
durch l theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (M) 'enthal-
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar durch a, b, c ... Tc,
z\veitens theilbar dureIl 7 sind. .1\11e durch 7 theilbaren Zahlen
-des Complexes (M) sind diese
tnZ, 2 7, 31 . . · T 7,
und damit irgend eine derselben, z. Il. r 1, durch keinc der Zahlen
a, h ... 7c theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass der
Coefficient r dieselbe Eigenschaft hahe. I)ic Anzahl der auszu-
selleidenden Zahlen stinllllt daher überüin nlit dcr Anzahl der-
jenigen unter den Zahlen
1n
1,2, ... T'
welche durch keine der Zahlen a, b ... k tlleilbar sind; diese ist
aber nach der als richtig vorausgesetzten Fornlel (3) gleich
t~ (1 - ~) (1 - ~) ... (1 _ ~);
nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K) bleiben daher
m(l -- ~) (1- ~) ··.(1- ~)
- 1~~ (1 _..!.) (1 _..!.) ... (1 _..!.)(, ((, b k
= m(l - (~) (1 - ~) ... (1 - ~J (1-+)
Zahlen übrig, nälnlich diejenigen, welche durch keine der Zahlen
Cf;, b, C ••• k, 1 theilbar sind.
IIiermit ist die Allgelneingültigkeit unseres Satzes bewiesen;
J{ehren wir nun zu unserer ursprünglichen Aufgabe zuriick, so er-
Ilalten wir das Resultat *) :
*) Iluler: Theore'U~ata a1rith'inetz'ca nova luethodo denl,onstl·ata, Comm.
IlOV. Ac. Petrop. VIII. p. 74. Speculationes cil'ca quasda1J~ insz'gnes pro-
prietatcs nunteroruJn, Acta Petrop. IV, 2. p. 18. -Eine höchst werthvolle
Sammlung der arithnlctischeu Abhandlungen E1uler's ist von den Brüdern
I/'u8s unter folgendem l'itel herausgegeben: Leonhard'l' 11)uleri (]onl1nenta-
tiones Arith1neticae (Jollectae. Petropoli 1849. 2 tom.
rrlleil bar]{eit der ~alllen. 2ß
Sind (t, b ... k, l die säunntlichen von einander 'oersthif?detu)n
in 'In a'~~f'gehende'n JJri1JtZ(thlcn, so fist
die Anzahl aller derjenl:ge111 der Zahlen
1, 2 ... 1n,
'tvelche relative FriJnzahlen gegen d'ic letzte JU sind.
Deun danlit irgend eine Zahl relative !lrünzahl gegen 1Jt sei,
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in 1n
aufgehenden absoluten Prinlzahlen theilbar sei.
'ViI' können deIn gefundenen Ausdruck eine andere I~'orm
geben, indenl ,vir 'ln als I)roduct von l'rinlzahl-Potenzen darstellen;
da (I.:, b, C • . . die sälnmtlichen von einander verschiedenell in 1n
aufgehenden Prilnzahlen sind, so hat 'In die I~ornl
m === (1.:(( b/~ eY ... ,
und es wird
q; (nt) == ((t -1) aU-I. (b - 1) b/1- 1 • (c - 1) cY- 1 ...
IJ111 unseren 8atz an einclll Beispiel zu pl'iifell, wählen wir
rn === GO; die siinllutlichen Zahlen, ,velchc lliGht gl'()SSCl' als GO und
relativcPl'iIllzahlcll gegen (iO sind, hildell die }{eihe
1, 7, 11, 13, 17, 1U, 23, 2U, aI, B7, 41, L13, 4· 7, ·1 ~), f)~), GD,
und ihre Anzahl ist == 1(); in der 1'hat filHlen ,vir nae}l der ohigen
l~'\n'lnel, da 2, 3, f) S~Ülllntlichü in GO aufgehendePrirnzahlen sind,
I 2 4·
(1) (GO) == GO . '). - === 1G.
, _ ;~ f)
~. 12.
j\ us der gefulldenellForlll <ler I~\lllctioll ep (lU) gullt auch lloch
folgelHlur Satz 11orvol': ~,)hul 1n uud Ut' ,s'/nei relati/)(l j)ri'JJb(::ahlcu.,
so ist
qJ (nl1n') === <p (1n) cp (nt').
!)cnn sind a, b, c ... siinllntliche in Ul, und a/, b', c' ... sii,nllnt-
liehe in 1n' aufgehende Prirllzahlen, so Stillllllt, <la 1n und in' relative
Ill'iJnzahlull sind, keine ])rinlzahl der eine}} Heihe luit einer der
anderen ül)crein, d. h. alle llrünzahlen
a, b, c ... a', 7/, c' ...
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sind von einander verschieden. Sie gehen ferner sämmtlich in .
dem Product rnrn' auf, und umgekehrt muss jede in rnnt' aufge-
hende Primzahl, da sie in einem der beiden }-'actoren rn, 'In' auf-
gehen muss, Init einer dieser Primzalllen übereinstimmen. Also
sind dies die sämmtlichen von einander verschiedenen in mrn' auf-
gehenden Prinlzalllen; llieraus folgt
(1-~J(I-~)(I-~)
qJ (mm') == 1n'1'n' (1-~) (1-!) (1-!)a' 1/ c'
Da nun andererseits
und
qJ (1n') == m' (1 _!) (1 _ I,) (1 _!) ...
a/ b G'
ist, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig-
keit des zu beweisenden Satzes.
So ist z. B.
qJ (GO) === cp (4 · 15) == cp (4) rp (15) == 2 .8=== 16.
Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei-
teres auf ein Product aus beliebig vielen Zahlen m, m', m" ...
ausgedehnt werden kann, welche sämmtlicll unter einander relative
Prinlzahlen sind; denn es ist z. B.
qJ (mnl1n") == cp (1n) qJ (nt'rn") == cp (1n) qJ (rn') qJ (1n")
und ähnlich für eine grössere Anzahl von F"actoren.
~. 13.
Die .A.ufgabe, den Werth der Function cp (1l~) zu bestimmen,
ist eigentlich nur ein specieller F-'all von der folgenden:
Wenn ö irgend ein Divisor der Zahl 11t == n ~ ist, so sol7 die
Anzahl derJcnll~!Jen der Zahlen
1,2,3 ... m
bestimmt werden, welche mit m den grössten gemeinschaftlichen Di-
visor ~ haben.
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Wir können dieselbe sogleich auf den friiheren speciellen ~-'all
zurückführen. Zunächst leuclltet niimlich ein, dass die Zahlen, um
welche es siell handelt, unter den Vielfachen von ~, also unter den
Zahlen
~, 2~, 3~, ... n ö
zu suchen sind. Damit nun ~ der grösste gemeinschaftliche Divisor
von tn === t~ Ö und einer Zahl von der Form ra sei, ist erforderlich
und hinreicllend, dass der Coefficient r relative Primzahl gegen
n sei; die gesuchte Anzahl ist daher zugleicll die Anzahl derjenigen
der Zahlen
1,2,3 ... n,
welche relatiye Primzahlen gegen die letzte 1ft derselben sind; diese
Anzahl ist folglicll == cp (lt). Offenbar geht diese allgemeinere
Aufgabe wieder in die frühere über, wenn der I)ivisor ~ == 1 ist.
Aus der Losung dieser Aufgabe lässt sich nun ein schöner
Satz über die :Function qJ (rn) ableiten, der in späteren Unter-
suchungen eine grosse I\olle spielt. Schreiben wir einlnal alle Di-
VIsoren
der Zahl
~', ~", ö'" ...
~n == n'~' === r/' ö" == r~'" ~'" == , · .
auf, und theilen wir alle m Zahlen
1,2,3 ... m
in ebenso viele Gruppen ein, als es DivisoreIl ö von 1n gieht, indem
wir alle die Zaillen, welche mit rn den grössten gemeinschaftlichen
Divisor ö' haben, und deren Anzahl nach dem Vorhergehenden
= qJ (n') ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die cp (n") Zahlen,
welche lnit ~n den grössten genleinschaftlichen Divisor Ö" haben,
in die zweite Gruppe aufnehmen u. s. f. So leuchtet ein, dass jede
der m Zahlen ill eine, aber auch nur in eine solche Gruppe auf-
genomlnen wird, und es muss daher das Aggregat der Zaillen
cp (n'), fJJ (n"), fJJ (n''') · · ·
welche angeben, wie viele Zaillen der ersten, zweiten, dritten u. s. w.
Gruppe angellören, mit der Anzahl n~ der sämmtlichen in diese
Gruppen vertheilten Zahlen übereinstilnmen. Da nun die Zahlen
n', n", r~'" ... ebenfalls die siimmtlichen Divisoren der Zahl nz hil-
den, so erhalten wir folgenden Satz *):
*) Gauss: D. A. art. 39.
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Du/rchlä~if't n alle Divisoren einer Zahl 1Jl, so ist die ent-
sprechende Sunune
~ rp (n) == 1n.
Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einelll Beispiel zu
prüfen. Nehmen wir rn == 60, so sind die Zahlen
1,2, 3,4,5, 6, 10, 12, 15, 20,30, GO
die sämmtlichen Divisoren n von 60. Nlln ist
qJ (1) == 1, qJ (2) == 1, cp (3) == 2, cp (4) == 2,
qJ (5) == 4, rp (G) == 2, ep (10) === 4, ep (1~) == 4,
qJ (15) === 8, cp (20) == 8, ep (30) == 8~ fJJ ((iO) == 1G;
und die SUlnme aller dieser Zahlen ist iu der 1'hat :=: (j().
~. 14.
Der soeben gegebene Beweis <lieses ,vichtigell Satzes über
die Function rp (m) ergab sich unlIlittelhar allS denl 13egriff dieser
FUIlction ohne Hülfe der vorller für dieselbe gefundenen Form
und ohne alle Rechnung *); es wird aber gut sein, nocll einen zwei-
ten Beweis hinzuzufügen, welcher mellr recllnend zu vVerke geht
und die früher' abgeleitete Form der Function und die daraus ge-
zogenen Folgerungen voraussetzt.
,Jeder Divisor n der Zalll
m==aubßeY ...
hat die Form
n = a U ' lJ'~' eY' ...
wo wie früher a, b, e . . . von einander verschiedene Prirnzahlen
bedeuten. Da also aa', 1;/3', er' ... unter einander relativePrinl-
zahlen sind, so ist
qJ (n) == rp (a a') fJJ (b ß') cp (e Y') . . .
Um nun alle Divisoren n der Zahl 1Jt zu erhalten, lllUSS man
*) Dieser Satz charakterisirt umgekehrt die }1--"unction (p ('ln) vollständig,
so dass aus ihm auch die (in §. 11 gefundene) l~~ornl dersell.en abgeleitet
werden kann; siehe die Supplemente VII, ~. 138.
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a' tlie Zahlen 0, 1, 2 . . . a
ß'" " 0, 1, 2 ... {3
y'" " 0, 1, 2 . · · l'
u. s. 'v.
dUl'chlaufenlassen. 11ildet man nun das Aggregat aller entsprechen-
den Werthe qJ (n), so leuchtet ein, dass dasselbe nlit deu1 I)roduet
aus den folgenden SunnIten
cp (1) + fJJ (a) + rp (a 2) + + fJJ (((,cl)
fJJ (1) + rp (h) -+- <p (b 2) + + rp (blj )
<p (1) + qJ ( c) + <p (c2) + ... + qJ (c Y)
u. s. w.
übereinstinnnt. Die 'erste dieser SUlnm,en ist aber gleich
1 + (a-l)+(a-I) a+ ... +(a-l)aa-l
=== 1 + (aa-l) == alt;
ebenso ist b{J die zweite, cl' die dritte SUlnme u. s. f. }:s ergiebt
sich daher, dass das Aggregat
~ epen) === a fC • bß. cl' ... ::=: 1n
ist, was zu beweisen war.
~. 15.
Wir wenden uns nun nocll zu einer Aufgahe, dorcn I~ösullg
7.U einelH rein arithlnetischen llewcise eines Satzes führt, welcher
sonst gewöhnlich durch andere I3etrachtungen erwiesen ,vird. J~~s
handelt sich darum, wenn tn eine beliebige ganze Zahl und 1) eine
heliebige l)rünzahl ist, den Exponenten der höchsten l)otenz VOll
1J zu bestimInen, welche in der Faeultät
m! === 1 . 2 . 3 . . . 1n
aufgeht. Bezeichnen wir Init rn' die grösste in deul I~ruch 1n : 1)
enthaltene ganze Zahl, so sind unter den 1n l~actOl'Cll von 1n! nur
die folgenden rn' durch 1) theilbar
1), 21), 3 P . · . n~'p;
und da die iibrigon Factoren bei unserer I~~rage keine 11011e spielen,
so stiInlnt der gesuchte Exponent Init denl I~xponentcll der höch-
sten I)otenz von 1) überein, ,velche in deIn })roduct
1 . 2 ... 'Jn' . pm'
dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe
aus m' und dem Exponenten der höchsten Potenz von p, welche in
der Facultät
m'! == 1 . 2 . . . 1n'
aufgeht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der gesuchte E~x­
ponent gleich
'In' +1n" + rn'" +..·
ist, wo 'In", m'" ... die grössten in den Brüchen 'In' : 1), 1n" : p · ·
enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der
Zahlen m', 1n", m'" ... eine abnehmende und folglich eine endliche;
der gesuchte Exponent wird === 0 sein, wenn 1) > m ist; denn dann
ist schon 'In' === o. Es mag beiläufig noch beluerkt werden, dass
die Zahlen m', m", m'" aucll die grössten resp. in den Ilrüchen
'In : p, m : p2, m : p3 enthaltenen ganzen Zahlen sind; ist näm-
lich r die grösste in m : a, und s die grösste in r : b enthaltene
ganze Zahl, so ist s auch stets die grösste in 'in : ab enthaltene
ganze Zahl.
Ist z. B. m == 60 und p == 7, so ist die grösste in
607 enthaltene ganze Zahl m' == 8
und die grösste in
8 d · 60 h I
'7 0 er In 49 ent a tene ganze Zahl rn/' === 1
und die grösste in
1 d . 60 I
'1 0 er In 243 entha tene ganze Zahl 'In'" == 0;
•
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so ,ist
also ist
78+1 == 7:)
die höchste Potenz von 7, welche in der Facultät 60! aufgeht.
Durch das so gewonnene Resultat sind wir in elen Stand ge-
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist
m =f+g+h+
m!
I! g! h! · . ·
eine ganze Zahl.
Denn wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl ist,
und wenn wir eine der früheren analoge Bezeichnung beibehalten,
so sind
29
also a lortiori
rrlleilbarkeit der Zallien.
f' +f" +I'" + ...
09' +g" +{}'" + .. ·
h' +h" + h'" + ·· .
u. s. w.
die Exponenten der hochsten Potenzen von p, welche resp. in.1I,
in g!, in h! u. s. w. aufgehen, und folglich ist
(f' + g' +h' + · · .) + (j" +g" + h" + ·..)
+ (f'" + g'" + h'" + · · .) + · . ·
der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in deIn ganzen
Nenner aufgeht. Andererseits ist
m' +m" +m'" + · · ·
der Exponent der höchsten im Zähler aufgehenden Potenz von p;
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner
ist als die erstere. Da nun
m I 9 h
-==-+-+-+ ...p p p P
ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass
m' > f' +g' + h' + ...
sein muss; hieraus folgt aber wieder
m' f' g' h'
->-+-+-+ ...p - p p p
m" > I" +g" + h" + ·..
u. s. f., woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. l)a
nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso oft
im Zähler aufgeht, so ist der Zähler theilbar durch den Nenner.,
der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl.
Hieraus folgt auch, dass jedes Product von 111, successlven
ganzen Zahlen
(a + 1) (a + 2) ... (a +m - 1) (a +1n)
stets durch das Product der ersten rn ganzen Zahlen
m! == 1 . 2 . 3 ... (m - 1) rlt
theilbar ist; denn der Quotient
Ca + 1) Ca + 2) ... Ca + rn - 1) Ca + 'In)
1 2 (m - 1) 'In
ist gleich
Ca + 'ln)!
a! m!
und folglich eine ganze Zahl.
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9. 16.
Hiermit beschliessen ,vir die Reihe der Sätze über die l 1heil-
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Mühe werth, an dieser
Stelle noch einen Rückblick auf den Entwicklungsgang dieser un-
serer bisherigen Untersuchungen zu ,verfen. Da beobachten ,viI' nun
vor allen Dingen, dass das ganze Gebäude auf cincl1t I~-'undalnent
ruht, nämlich auf denl Algorithlnus, ,velc}ler dazu dient, den gröss-
ten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufinden. Dass
alle nachfolgenden Sätze, wenn sie sich auch ZUln 'rheil auf erst
später eingeführte Begriffe, wie die der relativen lllHl absoluten
Primzahlen, beziehen, doch nur einfache Consequenzen aus dem
l{esultat jener ersten Untersuchung sind, ist so evident, dass Ulan
unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird: in jeder analogen
Theorie, in welcher ein dem Algorithmus des grössten gemein-
schaftlichen Divisors ällnlicher Algorithmus existirt, lTIUSS auch ein
System von }-'olgerungen Statt finden, ,velches dent in unserer
4 Theorie entwickelten ganz analog ist. In der That giebt es solche
Theorieen; betrachtet man z. B. alle in der Fornl .
t+u~
enthaltenen Zahlen, in welcher a eine bestimmte positive, t und u
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganze Zahlen, so kann
man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche Zahl
ein Vielfac}les von einer zweiten lleisst, wenn die erste ein Pro-
duct aus der zweiten und irgend einer dritten solcllen Zahl ist.
Aber nur für gewisse besondere Werthe von a, z. 13. für a === 1,
lässt sich die Frage nach den gelneinsclluftlicllen Divisoren z\veier
Zahlen durcll einen endlicll abschliessenden Algorithmus beant-
worten, der dem in unserer reellen rrheorie ganz ähnlich is~
findet daher in der Theorie der Zahlen von der I~orm t + 1JJ V-I
auch durchgängige Analogie mit unserer rrheorie der reellen Zahlen
Statt. Ganz anders verhält es sich, wenn z. B. a ~_ 11 ist; in der
Theorie der Zahlen von der Form t + 1ft V- 11 findet unter anderen
der Satz nicht mehr Statt, dass eine Zahl nur auf eine einzige
'"~eise als l>roduct von nicht weiter zerlegbaren Zahlen dargestellt
werden kann; so z. 13. lässt sich die Zahl 15 einlnal als 3 . 5, ein
Tlleilbarkeit eIer Zalllel1. 31
anderes Mal als (2 + v=D) (2 -V- 11) darstellen, obgleich
jede der vier Zahlen
3, 5, 2 + v=Il, 2 - v=I1
nicht weiter in l~actoren von der 1~10rln t + f/;t V- 11 zerlegbar ist.
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin,
dass es bei den Zahlen dieser :Form nicht mehr gelingt, einen
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden AI-
goritlunus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zahlen zu bilden *).
*) Die Einführullg' der ganzen complexen Zahlen von der Form
t +u)l - 1 rührt von (}au8s her; eine kurze Darstellung der Elemente
dieser neuen Zahlentheorie findet Inan in seiner Abhandlung Theoria fresi ...
duol·uln lJiquadrratico1'u1n 11, oder in einer Abhandlung von Dirichlet :
llecherches sur les j'orntes quadl'atiques ä coefficients et cl indete1'1ninees
cOlnplexes (Crelle's Journal, Bd. 24). Das oben erwähnte ahweichende Ver-
halten anderer Zahlforlnen hat Kunnner zur .B~inführung der idealen Zahlen
veranlasst (Crelle's tJ ournal, Bt1. 35). - Im letzten Supplemente dieses 'Verkes
werden die Prillcipien einer allgelneinen Theorie entwickelt, welche alle
ganzen algebraischen Zahlen umfasst.
Zweiter Abschnitt.
Von der Congruenz der Zahlen.
§. 17.
Bedeutet k irgend eine positive ganze Zahl, so lässt sich jede
beliebige ganze Zahl a stets und nur auf eine einzige Weise in die
Form
a:=:::sk+r
bringen, in welcher s eine ganze Zahl und r eine der k Zahlen
0, 1, 2 ... (k - 1)
bedeutet. Denn lässt man zunächst s alle ganzen Zahlwerthe von
- 00 bis + OCJ durchlaufen, so bilden die Zahlen sk die sämmt-
lichen Multipla von k, und von einem solchen Multiplum sk bis
zum nächst grösseren (s + 1) k excl. giebt es ilnlner nur k Zahlen,
nämlich
sk, sk+ 1, sk+ 2 ... sk+(k-l);
giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahl\verthe, und
dem r jedeslllal alle jene bestimmten k Werthe, so durchläuft der
Ausdruck sk + r wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferner
jede Zahl a auf diese Weise nur ein einziges l\tIal erzeugt wird,
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn
s'k +r' :::= Sk + r
ist, so folgt daraus
r' - r == (s - s') k;
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wenn nUll r' ehenfalls eine der k Zahlen 0, 1, ~ ... (k - 1) ist, so
ist der absolute \Vel'th von rr' - 'f' ebenfalls eine dieser Zahlen,
ftlso kleiner als k; da aber r' - rr ein MultipluIll von k ist, so kann
T' - r nur == 0 sein, ,voraus fjJ" == y und s' === .-; folgt.
'ViI' werden nun inl Folgenden sagen, dass die Zahl l' der
Rest der Zahl ct in l~ezug auf den Mod1ulus k ist; sobald ferner
zwei Zahlen a und lJ in flezug auf denselben ~Iodulus k denselben
Rest 1ft lassen, sollen sie gle~'chrestig oder (nach Gauss) congrucnt
in Bezug auf den Moclulus k heissen; da in dieseln Fall a == s k +1"
und b === s' k +. 1~ ist, so folgt, dass die I)ifferenz (t -- b === (s - s') k
durch den Modulus k theilhar ist; und ul11gekehrt, ist a - b durch
k theilbar, so sind die Zahlen a und hauch congruent in Bezug
auf den l\foclul k; denn ist l' der Ilest von a, 1" der von b, also
(( === sk +.. 1', b == s'k +1",
so ist
n - b === (s - s') k + (I' - rr');
da nun der Voraussetzung llaell a - bein lVlultiplunl von k ist, so
muss auch T' - y ein solches sein, \vas, wie \vir vorher gesehen
haben, nicht anders 111öglich ist, als wenn y' == l' 1st. 1\'lan könnte
daher congruente Zahlen auch als solche deflniren, deren Differenz
durch den l\lodul theilbar ist. (Aus diesen1 Grunde hat man die
l~edeutung cles vVortes ltest in der \Veise er,,'eitert, dass jede VOll
z\vei einander nach denl lVlodul k eongruenten Zahlen a und bein
lf(~st der anderen heisst.)
Da Inan sehr häutig die (;ongruenz z,veier Zahlen a und b in
Bezug auf eine dritte k als~Ioc1ul auszudrücken hat, so ist von
flauss *) für dieselbe folgende 13ezeic}ulullg eingeführt:
a - b (lnod. k).
So ist z. 13.
H - - 2C> (lllOd. 4), G5 = 16 (lI10«l. 7).
I)a die heiden Zahlen a und b in dem 13egritl'e der C;ongruenz
dieselbe Itolle spielen, so darf lllHJl offenbar die zur ljllken und
I{echten des Zeichens - stehenden Zahlen lllit einander ycrtauschen.
Ferner leuchten aus deIn 13egriffe (leI' Congruenz leicht die folgen-
den Sätze ein:
1. Sin(l (( und 'l' z,vci beliebige Zuhlen, so ist stets
a =a (1110(1. Z,').
------
*) I). A. art. 2.
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so ist aucll
2. Ist in Bezug auf denselben ~lodulus It' eine erste Zahl a
einer zweiten b, diese \vieder einer dritten C cOllgruent, so ist auch
die erste a der dritten c in IJezug auf 11' congruent; in Zeichen: ist
a - b (nlocl.7.;), h =(' (l11()d.Z'),
so ist auch (( == c (nlod.h).
Denn die I{este der drei Zahlen a~ b, c sind einander gleich; oder
auch, da a - bund b - c l\lultipla von k sind; so ist auch (a-b)
+ (b - c) === a - c ~Iultiplunl von lt'.
3. Ist
a _ b (n10(1. k) 11IHl nt _ 11 (1110(1. k),
so ist auch
a + 1n _ b + 'It (Inod. k) und a - 'In - I) - 'JI (1110d. k).
Denn da a - bund 1n - u l\'lultipla \'on /.' sind, so sind auch
(a - b) -t- (1ft - n)== Ca -+- nt) - (h +- 11) 1l1lc1 (a --IJ) - (nt - n)
== (a - 1n) - (b - n) l\lultipla von '1',
Dies lässt sielt fUr eine heliehige Anzahl rOll (1ongrnenzen
er\veitern, die sich auf denselben ~lodulus beziehen; 1llan kann sie
addiren und suhtrahiren ,vie Gleichungen,
4. Ist wieder
a == b (Inoel./l) und 1n - n (1110(1. 7t').
a nt - bn· (1110(1. k).
Denn da a - b ein Vielfaches von k ist, so ist zunächst auch
(a - u) rn === ft11Z - bln ein solches, also
a1n - b1n (1110<1. ") ~
da ferner 1J~ - n ein Vielfaches VOll k ist, so ist auch b (ln - n)
:::=:: brn - b1l ein solches, also
I) 1n == 1J U (1110(1. k);
die beidell Zahlen a!fH und b1't sind daher (lcrselben Zahl lJl1Z con..
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent.
Auch dieser Satz lässt sich dahinverallgeuleinern, dass nlan
eine ganze I~eihe von Congruenzen, die sich auf denselben ~fodul
beziellen, mit einander 111ultipliciren kann wie (11eiehungen; und
hieraus folgt ,viec1er, dass gleich hohe Potenzen z,reier congruenten
Zahlen ,vieder cOllgruent sind in Bezug auf densell}en l'vloc1ulus.
fi. Die bisherigen 8:itze kann Inan folgen<lernuu1ssen zusaHl"
lnenfassen. Ist j' (:1:, y,~' ... ) eine ganze rationale i"ullctioll der
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UnbestiInmten x, y, z ... , deren Goefficienten ganze Zahlen sind,
und ist in Bezug auf einen und denselben Modulus 7c
a =a', u=b', c =c' ... ,
so ist auch
f(a,b,c ...) -Lf(a',b',c' ...) (lnod.k).
6. Etwas anders verhält es sich bei der Division. Ist nälnlich
a1J~= b1n (mod. k),
so kann Inan hieraus inl AlIgeIneinell nicht lllit Siellerheit schliessen,
dass auell a - b (nlod. k) sein muss; bezeichnen wir nlit 0 den
grössten gelneinsehaftliehen Divisor der beiden Zahlen 1n = ~n'0
und k === k' 0, so folgt aus der obigen Congruenz nur, dass
( k)({ - b mode (f
sein Inuss. Denn da 'in (a - b) durch k, also 'in' (a - b) durcll k'
theilbar, und rn' relative PriInzahl gegen k' ist, so muss (a - b)
durch k' theilbar sein.
7. Ist
a b (mod. k)
und n~ irgend ein Divisor von Z~~, so ist auch
a _ b (Inod. m).
Denn a - b ist ein .l\iultiplunl von k, und kein Multiplulll von 1n;
also ist a - b aueh ein l\lultiplulll von 'in.
8. Ist
a == b (1110<1. 7t) und a - b (lnod.l) un(l a - b (mod.l1~) u. s. 'Y.,
so ist auch
a =b (lnod. h),
wo h das kleinste gemeinsellaftliche Multiplu111 von k, 7, nz ..• be-
zeichnet. Denn a - b ist ein genleinschaftliches l\'iultiplunl aller
dieser Zahlen, also auell Multiplum von h.
Hieraus folgt aucll nocll als ein besonders benlerkenswerther
specieller Fall, dass wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug auf
eine Reihe von Mod~ln, die siimmtlich unter einander relative Prim-
zahlen sind, dieselbe aueh in Bezug auf einen lVlodul gilt, welcher
das Produet aus allen jenen Moduln ist.
Wir belnerken scllliesslich, dass auch negative l\locluln k zu-
gelassen werden; das Zeichen a _ b (nlod.k) bedeutet auch dann,
3*
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dass die l)ifferenz a - b durch k theilbar ist; oifellüar hehaltell die
vorstehenden Sätze auch nach dieser Er\veiterllng ihre volle Ci-iil-
tigkeit.
§. IH.
Da jede beliebige Zahl a ihren1 Reste F in Bezug auf den
(positiven) lVlodul k congruent ist, so ist jefle Zahl a einer der
k Zahlen
0, 1, 2 ... (k - 1)
congruent; sie kann aber auell nur einer dieser Zahlen congruent
sein, denn sonst lnüssten ja auch unter diesen k llesten nlinde-
stens z,vei einander congruent sein, was offenbar nicht der F'all
ist. Theilen wir daher sälTIrntliche Zahlen iIl ()!assrn ~~) ein nach
dem Princip, dass wir jedeslllal zwei Zahlen in diesel be oder in
verschiedene Classen werfen, je nachdelll sie in Bezug auf den
Modulus k congruent sind oder nicht, so ist die Anzahl dieser
Classen offenhar == k; die eine enthält siirnmtliche Zahlen, ,velche
=0 (lnod. k), d. h. durch k theilbar sind; die folgende Classe ent-
hält alle Zahlen, welche _ 1 (lllOd. k) sind, u. s. f.
Greift Inan nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein
Individuulll heraus, so hat das so gebildete Systeln VOll k Zahlen
die cllarakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl
stets einer und auch nur einer von diesen k Zahlen congruent ist;
ein solches Systenl, ,vie es z. It auch die Zahlcn
0, 1, 2 ... (k - 1)
bilden, nennt 11lau ein vollständiges Systcnz 1licht ('OJlgfuenfcr (o(le1'
1~ncong'ruBntcr) Zah7en oder ein t'ollstiindigrs R(Jstsysttrn in 13ezug
auf den Modul k; offenbar bilden auch die Zahlcn
1, 2, 3 ... k
und ebenso je k successive ganze Zahlen ein solches Systenl.
Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehören,
haben nun mehrere allen gen1einschaftlicllc }1~igenschaften, so dass
sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl
spieleI!. Wir haben schon früher gesehen, dass jede Zahl, ,velche
*) In dieser Bedeutuug scheint das \Vort Classe zuerst von (lauss ge-
braucht zu sein in der A hhandlung Theor'ia residuorunt biquadraticorum.
11. art. 42.
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auch
in einer Congruenz als SUIlll}1<Ulfl oder als Factor auftritt, unbe-
.schadet der Richtigkeit der (jongruenz durch jede andere ihr con-
gruente, d. h. derselben (~lasse angehörige Zahl ersetzt werden
darf. Ein anderes I~lenlent, welches allen in einer Classe enthal-
tenen Individuen gelneinschaftlich ist, bildet der grösste Divisor,
den sie mit deIn lVlodul k gemeinschaftlich haben; denn sind a
und b z,vei congruente Zahlen, so ist
a===b+p,k,
folglich ist jeder gcnleinsehaftliche Divisor VOll a und k auch ge-
meinschaftlicllcr Divisor VOll bund k, und u111gekehrt. l\fan kann
daher nach <licsenl gr()ssten gClneinschaftlichen Divisor die ljlassen
wieder in (iruppcn eilltllcilcn, 11nd da die Zahlen
1, ~ ... k
ein vollständiges Systcnl ill(lollgruenter Zahlen hildeH, so ist (nach
§. 13), welln 0 irgüll(l einün I )ivisor von k === u (j bezeichnet, cp (n) die
Anzahl derjenigen (~lasscll, ,vclche solche Zahlen enthalten, die (5
zum grösstcn genleillsehaftlichell I)ivisor nlit denl lVlodul k haben.
Speciell ist also rp (l.') die .Anzahl del:jelligell Ulassen, welche nur
Zahlen enthalten, die relative I)riulzahlell gegen delllVlodulus k sind.
Von besondercr\Viehtigkeit für spätere lTntersuchungen ist
auch noch folgender Satz:
Ist a 'relative Prinl,z'uhl gegen dc'n Modulus Z~, und setzt 1nan in
dC'ln linearen Ausdruck a.r + b .fur .h der Reihe nach alle k Glieder
eines 'vollständigen /gystCJJlS incongrztenter Zahlen ein, so bilden die
so entstehenden Wcrthc diCS(J,-:, A'usdrruck,,,; ~oicdcr ein vollständiges
Systcln incongrucllter Z"h7r:Jl.
Da nämlich aus
(tX + lJ _ a/J + lJ (Inoc1. k)
a,r =ny (rnod. k)
und, da Cl relative I>riInzahl gegen k ist, nach ~. 17, 6. auch
,x = y (mod. 7c)
folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des l\usdrucks ax + b,
welche incongruenten ""Verthen von x entsprechen, ebenfalls incon-
gruent sind; setzt man daher für x alle k illcongruenten Zahlen
ein, so erhält der Ausdruck ax +bauch k incongruente Werthe,
welche, da es überhaupt nur 10; Classen giebt, ein vollständiges
System incongruenter Zahlen bilden.
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§. 19.
Betrachten ,viI' jetzt den Ausdruck ax, In welehen1 Ct wieder
relative Prin1zahl gegen den ~Iodul k ist, und setzen ,viI' ,vieder
fiir x der Reihe nach die Glieder eines vollständigen Systenls in-
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen
((1, Cl 2 , a;j • . .,
welche relative l)rimzahlen gegen den :\Iodul IJ sind, und deren
Anzahl nach deIn vorigen I?aragrapllcn gleich cp (k) ist, so leuchtet
erstens ein, dass die Wcl'the des l\usdrucks (t •.t, d. h. die l>roducte
((al' aa'!., aa:~ ...
sänlmtlich incongrucnt sind, ferner, <lass diesel bell siinuntlich ,vie-
der relative Prilnzahlen gegen k sind; es ,vird <laher j cdes dieser
P.roducte einenl und nur qineu1 Gliede der I{eihe
congruent sein. Wir können daller setzen
(laI - b1 I
a(l2 - b2. f (mod.le),
(tCt;1 - b:3
u. s. w.
wo nun die Zahlen
b1 , b2 , b:{ • · .
vollständig, 'VClln aucll in anderer Ordnung, mit den Zahlen
(tl, (('2, (t:{ • • •
übereinstirnnlcn, so dass n::unentlich
(ll ((2 a:~ · · . == bIO"}. b:~ .
sein wird. Bezeichnen wir zur l\bkiirzung dieses l)roduct Init 1),
und multipliciren wir die vorstehenden rp (k) Congruenzen mit ein-
ander, so erhalten wir daher
it(jJ(k) • P = P (nlo<1.lc).
Nun ist aber Pein Product von lauter Zahlen die relative !)rün-,
zahlel1 gegen den Modul sind, also selbst relative I)rünzahl gegen
den lVlodul 7c; es ist daller nac}l §. 17, 6. gestattet, die vorstehende
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor IJ beider Seiten
ollne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die
Congruenz
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a (/ (!.) -- 1 (111 Ull. I.') ;
in Worten kaull nUlll (lic~ell höchst ,,'ichtigen Satz folgenderlnaassen
aussprechen:
Ist a relative IJri1u.z'uhl !legen die lJositive Zahl k, und erhebt
man a zu eine'f Potenz, deren EX1JOncnt cp (k) (lng~'ebt, uJie viele der
Zahle1l
1, 2, ;) ... k
relative P1t i1nzahlcn gegen Z· sind ~ 80 7ässt diese Potenz, durch k
divid1'rt, stets den Rest 1.
Nehlnen ,vir z. l~, Z, == 1;), a == 2, so ist a wirklich relative
Primzahl gegen k; 11U11 ist rp (k) === cp (15) == cp (3) rp (5) == 8; es
muss daher 28, durch l~) (li "idi l't, (1(\11 Hest 1 lassen; in der 'fhat ist
:2 H == 2f)() == 17.15 +1.
Es kanu ührigens \'orkollllllcll ~ <lass auch l>otenzen von a filit
niedrigerelll ]~:xpollelltell (tl~ rp (k) <1<'llselhcll Itest 1 geben. Dies tritt
wirklich in deIn chell ge,v;i 111 tell l~eispiel ein, denn es ist auch
~4 - 1() === 1 . 1G+ 1.
Specialisircu ,viI' unseren Satz flir den F'all, dass k nur durch
eine einzige Primzahl 1) theilbar, also
k == 1) n, qJ (k) == (1) - 1)1) 71 -1
ist, so erhalten ,viI' den Satz:
Ist 1) eine IJif'hnzahl und a irgend eine durch 1) nicht theilb(~re
Zahl, so ist
a(p-1)1),-,-1 = 1 (nlod'l)n).
Nehmen wir ferner hieriu 7r :::::::: 1, so erhalten wir einen be-
rühlnten Satz, der zuerst VOll Fr!r'}}ult aufgestellt ist und daher der
Ferrnat~sche Satz heis~t:
rIst p eine 1)ri1Jt;','(lhl 11 nd airgcnrl eine durch IJuicht theilbare
Zahl, so ist
a P - 1 _ 1 (nlod.1J).
Man kann diesen Satz so ulnformen, dass er auch für den
Fall gültig bleibt, wenn a durch p theilbar ist; zu diesem Z,:ec.k
b:aucht nlan nur die vorstehende Congruenz mit a zu multlph-
elren, wodurch sie in die folgende
all ((; (luod'i))
Ü?ergeht. Ist uälnlich a theilbar durch p, so sind beide ~eit~ll
dIeser Congruenz = 0 (mod. p), also ist sie auch dann noc~ flcht1?,
Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch WIeder dIe
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frühere ableiten; denn sohald (t nicht thcilhar (lurch 1) ~ also rela-
tive Primzahl gegen 1) ist, darf Inan beide Seiten dieser Congruenz
auch wieder durch a dividiren, ohne elen l\fodul zu ändern.
Kehren ,viI' zu denl allgenleinell Satz zurück ~ der zuerst von
B lu7er *) bewiesen ist und den Narnen des verallgenleiuerten E-'er-
rnat'schen Satzes führt~ so können ,vir denselben auch in folgender
\Veise aussprechen: Sind 1), r~ s . . . VOll einünder verschiedene ab-
solute Primzahlen, llnd ist (t durch keine dieser l)rirl1zahlen theil-
bar, so ist stets
a/p-1)pn-l . (r---l)rCJ ---1. (s-1)8(J-l •.. _ 1 (IllUd.l)71 y(! s(J ...),
wo '1t, Q, <5 ••• irgend ,velchc ganze positive Zahlen bedeuten.
~. :20.
Es ist wohl nicht überflüssig, den) vorhcl'gehelldell 13eweise
dieses wichtigen Satzes einen z,veiten hillzuzufügell ~ der gradatim
zu Werke geht llnd siell zunächst auf den hiIl()lnisehen Satz stutzt.
Ist p irgend eine ganze positive Zahl, so ist zufolgc dieses Satzes
bekanntlich
((t +b)p ===
al' + 1!... aP-1b + + pI ap-rtf + ... +br'1 r!(p-r)! '
hierin sind (nach §. 15) alle C~oefficienten ganze Zahlen. Ist aber
p eine I)rimzahl, so können wir hinzufügen~ dass alle Coefficienten
mit Ausnahme cles ersten und letzten, welcllc === 1 sind~ durch p
theilbar sind; denn der Zähler des l~ruches
I)!
'1'/(1)--1')/'
in welchem 'I' eine der Zahlen ], 2, ;) ... (1) - 1) hedeutet, enthält
den ~"actor 1), der Nenner dagegen nicht; der I~rueh ist also von
der Form ptn : t~, wo I}i~ nicht theilhar durch }), also auch relative
I)rimzahl gegen p ist; da ,viI' aher ferner ,vissen~ dass (lieser I3ruch
eine ganze Zahl, dass also prn durcll n theilbar ist, so 11lUSS 'In durch
n theilbar sein; der Bruch hat daher die Forn) p 8, wo der zweite
F'actor s eine ganze Zahl ist; und folglich ist jeder dieser (1) - 1)
Coefficienten = 0 (mod'l)). Sind daher a und birgend \velche
ganze Zahlen, so erhalten wir die folgende Congruenz
(a +b)p = all + bl) (mod.l)),
*) TheorC1nata att'ithttn. nova 1neth. de1uonstr., COllll11. nov. Ae. Petrol1.
VIII. p. 74:.
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die neue
wobei also vorausgesetzt ist, das~ jJ eine PI'inlzahl ist. Offenbar
folgt hieraus ,veiter
(a +h + c)r> = ((( -+ IJ)Jl + cP = a Ji + br> +cP (Inoc1.1J)
und allgemein für eine heliehige Iteihe von n ganzen Zahlen a, b ... h:
(et+ b + ·.. +h)11 - ({Ji + /)J1 + ·.. +hp (mod.l])'
Setzen wir hierin ({, == 1, I) == 1 ... h === 1, so erhalten ,viI' für
jede beliebige positive ganze Zahl n den Satz:
'n P 'n (n10(1.1»).
Da ferner für .i ede ungerade 1ll'iInzahl (- 1) r =- 1, und filr die
einzige gerade l)rinlzahll) == ~ ehenfalls (- 1) p == 1 _ - 1 (nlocl.p)
ist, so erhalten ,viI' durch IVlultiplieatioll der vorstehenden Con-
g:uenz mit der allderen
(- 1)]1 _ ~ I (1110(1.1»)
(-_. u)JI:- - n (nlOt1.1J).
Also ist der Ferruafsche Satz
({p - a (rnod'lJ)
für jede positive und negative Zahl (l be,viesen, ,viLhrend er für
a == 0 unmittelbar evident ist. "Tenll nUll a nicht durch 1) theil-
bar ist, was wir von jetzt annelnnell ,vollen, so folgt hieraus, dass
flP-l =1 (nlod.1J), cl. h. rt p - 1 == 1 + hp
ist, wo h eine ganze Zahl bedeutet. Erheben wir diese Gleichung
zur pten I)otenz und ellt,vickeln die rechte Seite ,vieder nach dem
binOlnischen Satze, so zeigt sich, dass alle Glieder 111it Ausnahlne
des ersten lVIultipla von p'2 sind; ,viI' erhalten daher
a(l'-1)p === 1 + h'lJ2 oder (((p-l)p =1 (mod.l)2),
:VA ,vieder h' eine ganze Zahl hetleutet. So kann TIlan fortfahren,
lnd.e~ man jedeslnal ,vicder zur 1) ten I>otenz erhebt, und gelangt
auf dIese vVeise zu der l;ongl'llCnZ
(((l)-1)l)n-l = 1 (nlod.pll),
deren Allgemeingültigkeit sich in derselben 'rVeise durch den Schluss
von TC auf 7t +] nach,veisen l~isst~
Sind nun tf, 8 ••. ebenfalls I>rilTIzahlen, ,velche nicht in (t auf-
gehen, so ist nach clenlselhen Satze
a(1'-lh,!?-1 = 1 (nlod. y(J), a(s l)su'=-l =1 (mod. seT) • • •
Setzen wir nun ferner zur Abkürzung
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h == (p - 1)P jl - 1 • (r - 1)r f! -1 • (s - 1) s (J -1 • • •
und berücksichtigen wir, dass aus jeder Congruenz von der Form
alt = 1 (mod.1n)
auch die Congruenz
a h = 1 (mod. m)
-folgt, sobald hein Multiplum von u ist, so ergiebt sich, dass die
Congruenz
ah =1
für jeden der Moduln p n, r (!, s (J • • • und folglich, da dieselben .
relative Primzahlen sind, auch für den Modul
. k=pnrqsa ...
gilt. Hiermit ist also von Neuern der verallgemeinerte ~Fermat'sche
Satz erwiesen.
§. 21.
Es kommt häufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con-
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen x, y .•. enthalten,
und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle ganzzahligen Werthe
von x, y ... zu suchen, durch ,,"elche die beiden Seiten der Con-
gruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der Anzahl
der Unbestimmten x, y ... heisst dann eine solche Congruenz eine
Congruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekannten, ähnlich wie
dies bei Gleichungen zu geschehen pflegt. Auch hier nennt man
dann solche specielle Wertlle von x, y ... , welche die Congruenz
zu einer identischen machen, Wurzeln der Congruenz, und das
Problem der Auflösung einer Congruenz besteht in der Auffindung
. ihrer sämmtlicllen Wurzeln. Wir werden im Folgenden nur solche
Congruenzen betrachten, welche eine einzige Unbekannte x ent-
halten und ausserdem sich auf die Form
ax 1n +bxm - 1 +. ··+gx +h =0 (mod.k)
bringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und a, b ... g, h
ebenfalls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder Werth von x,
der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul k theil·
bar macht, heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt man
irgend eine solche Wurzel x , so sind ofi~enbar nach §. 17, 5. alle
ihr nach dem Modul k congruenten Zahlen, d. h. alle Individuen
der Classe, welcher diese Zahl x angehört, ebenfalls Wurzeln der-
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selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem
der vollständigen Aufiösungder Congruenz kommt d.aher darauf
zurück, alle unter einander inco'ngruenten Wurzeln derselben auf-
zufinden. .
Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz,
sobald,
a = a/, b = b' ... 9 =g', h =h' (mod. k)
ist, auch eine Wurzel der Congruenz
a'xm +b'xm - 1 + ... +g'x+h' = 0 (mod.le)
sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch
nur wie eine und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die Un-
b~kannte x genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmittel-
bar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohne
Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi-
cienten durch den Modul theilbar Silld; der E:xponent der höcllsten
Potenz von x, welche nach dieser vorläufigen Ausscheidung zurück-
bleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in der
obigen Congruenz der erste ,Coefficient a nicht durch den Modul k
theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz 1nten Grades.
Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz
XCP(k) = 1 (mod.k)
an, so müssen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon-
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad qJ (k) Einheiten enthält;
denn erstens genügen alle relativen Prirnzahlen gegen den Modul
der Congruenz, und diese zerfallen in qJ (k) Classen; und zweitens
kann die Congruenz keine anderen Wurzeln haben als diese; denn
der grösste gemeinschaftliche Divisor ~ einer Wurzel x und des
Modul k ist auch gemeinschaftlicller Divisor der Zahlen XfjJ(k) und
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und k; folglich kann 6 nur
= 1 sein. .
§. 22.
Wir wenden U11S nun nach den- vorhergehenden allgemeinen
Erörterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, nämlich zu der
Congruenz ersten Grades welcher man offenbar durch Trans-
position des bekannten Gliedes stets die Form
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ax = b (lllOd. k) (I)
geben kann. Betrachten wir auch hier zunächst nur den speciellen
Fall, in welchem der Coefficient a relative Primzahl gegen den
Modul k ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz stets
eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir llaben früher
(§. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdrucks ax, welche man
erhält, wenn man für x sämlntliche k Individuen eines vollständi-
gen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein solches
System bilden; unter dell Werthen dieses Aus'druckes wird sich
daher auch einer Ulld nur einer finden, welcher derselben Classe
angehört wie b, d. h. welcher =b ist. Der verallgemeinerte ~-'er­
mat'sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, die Wurzel
dieser Congruenz unmittelbar zu bestimmen; ofi'enbar genügt jede
Zahl
x =b . af/J(k)-l (mod. k)
. der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln der
Congruenz
2x = - 3 (lnod. 15)
durch diE~ Formel
x = - 3 . 27 == 6 (mod. 15)
gegeben ,verden.
Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen
,viI" an, es sei ~ der grösste gelneinschaftliche Divisor des Coeffi-
'cienten a und des Modul k, so leuchtet zunächst ein, dass, wenn
die Congruenz überhaupt eine Wurzel x besitzt, auch b durch 6
theilbar sein ffil.lSS; denn da ax mit dem Modul k den gemein-
schaftlichen Divisor d hat, so muss auch b = a.1J durch ~ theilbar
sein. Dies ist ,also eine unerlässlich') Bedingung für die Möglich-
keit der Congruenz; dass sie auch hinreichend für dieselbe ist,
wird sich sogleich zeigen.
Gesetzt nun, es sei x eine Wurzel der Congruenz, also
ax == b +mk,
wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hIeraus, w~nn a = a' J,
b == b' 0, k = k' d gesetzt wird, a' x == b' + 1nk', d. 11. jede Wurzel
der ursprünglichen Congruenz ist auch Wurzel der Congruenz
a' x = b' (mod. k') (2)
und umgekehrt überzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel
dieser letzteren Congruenz auch eine Wurzel der ersteren sein wird.
Congruenz (ler Zahletl. 45
Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich
ihrer Wurzeln vollständig mit einander überein; da nun in der
letzteren der Coefficient a' relative Primzahl gegen den Modul !c'
ist, so haben wir wieder den früheren Fall: diese Congruenz ist
stets lösbar, und alle ihr genügenden Zahlen bilden in Bezug auf
ihren Modul k! nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn a
eine bestimmte derselben ist, alle anderen in der Form
x == a +zk' (3)
enthalten sind, wo z jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun
alle diese Zahlen auch die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz
(1) bilden, so fragt es sicll nur noch, wie viele in Bezug auf den
Modul k incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend
zwei in der Reihe (3) enthaltene Zahlen (,( +zk' und a + z'k' wer-
den offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf den
Modulus k sein, sobald (z' -z)k' durch k=k'ß, und also z' - z
durch atheilbar ist; diese beiden Zahlen werden also einer und der-
selben Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul k
angehören, je llachdem die heiden Zahlen z und z' einer und der-
selben Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den.Modulus
6 angehören; woraus unmittelbar folgt., dass die Reihe (3) sämmt-
liehe Individllen von ~ verschiedenen Classen in Bezug auf den
Modul k enthält, und es leuchtet ein, dass die folgenden ~ Zahlen
et, a +k', a + 2k' ... a + (ß - 1) k'
aus jeder dieser ~ Classen einen Repräsentanten enthalten. Wir
haben mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen:
Dam1~t d1~e Congruenz •
ax =b (mod.k)
über~auptWurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den grö~sten
gemetnschaftlichet~ D1~v1~sor h der beiden Zahlen a und k the'dbar
sei; ist diese Bed1ingung erfüllt, so hat die OongrueHz genau ~ 1'n-
congruente Wurzeln.
Es ist zu bemerken dass in dem früher behandelten Fall, in
welchem ~ = 1 ist, die' erforderliche Bedingung stets erfüllt ist,
ferner, dass dieser Satz auch noch für den Fall h = k, in welchem
also a == 0 (mod. k) ist, seine Gültigkeit behält, inde~, so~ald b
ebenfalls =: 0 (mod. k) ist, jede beliebige Zahl x dieser IdentIschen
Congruenz Genüge leistet.
Um auch ein Beispiel für den allgemeinen Fall zu behandeln,
nehmen wir die Congruellz
8x = - 12 (mod.60);
der grösste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des
Modul 60 ist hier = 4; da die rechte Seite - 12 durch denselben
theilbar ist, so ist sie möglich und wird 4 nach dem Modul. 60 in-
congruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem wir zu-
nächst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz .
2x = - 3 (mod.15)
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form
x = 6 (mod.15)
enthalten sind, und schliessen daraus, dass
x =6, == 21, =36, =51 (mod.60)
die vier Wurzeln der ursprünglichen Congruenz sind.
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§.23.
Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, ob,
eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln hat oder nicht,
und im ersteren Fall dieselben aufzufinden, eine vollständige Lösung
gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul keine grosse Zahl
ist, wegen der erforderlichen Potenzirung für praktische Zwecke
nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgenden eine ein-
fachere ~Iethode angeben. Offenbar können wir uns auf den Fall
bes'chränken, in welchem der Coefficient der Unbekannten relative
Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem können wir annehmen,
dass die rechte Seite == i ist; denn um aus der Wurzel einer
solcllen Congruenz diejenige einer anderen zu finden, in welcher
die rechte Seite eine andere Zahl ist, genügt es oft'enbar, dieselbe
mit dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir der Bequemlichkeit
halber den Modul nicht k, sondern b, so reducirt sich also unsere
Aufgabe auf die Auflösung der Congruenz
ax = 1 (mod.b)
oder, was dasselbe ist, auf die Auflösung der unbestimmten Glei-
chung ersten Grades *)
ax-by = 1.
*) Die erste Lösung dieser Aufgabe findet sich bei Backet de Meziriac:
Problemes IJlaisants et delectables qui lle 'font par les nombres. 2e ed. 1624.
Dies interessante Werk ist vor Kurzem von Labosne neu herausgegeben.
(Paris, 1874).
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Wir schicken derselben einige Sätze über einen Algorithmus
voraus, der zuerst von Euler *) behandelt und für die Theorie der
Kettenbrüche, sowie auch für unsere späteren Untersuchungen von
Wichtigkeit ist. Es seien
a, b (I}
irgend zwei unbestimmte Grössen, und ebenso
1', ~, c ... Ä, p" v (2)
eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten GrÖssen. Aus diesen
bilden wir nun successive eine neue Reihe c, d, e ... l, m, n nach
folgendem Gesetz:
c == rb +a
d = ~c + b
e = cd + c (3)
n = v~+l
Substituirt mall den Ausdruck für c in den für d, so wird der
letztere eine ähnliche 'Form annehmen wie der erstere, nämlich
d == ~a + (1' ß + 1) b;
e: besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus
eInem zweiten, welches den ~~actor b enthält. Substituirt man
nun diesen Ausdruck für d und den ersten für c in den Ausdruck
für e, so nimlnt auch dies~r letztere dieselbe Form an. So kann
man fortfahren und aus dem Ausdruck für 1~ erkennt man, dass
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald l und m schon diese Form
erhalten haben, so nimmt auch n dieselbe an. Wir können daher
n = Ga+Hb
setzen, wo nun G und H unabhängig VOll a und b sein werden.
Man bezeichnet den Coeflicienten H, der nur von den in der Reihe
(2) befindlichen Grössell abhängt, durch das Zeichen **)
[1', ~, E ••• Ä, ~, v], (4)
u~d .wir werden im Folgenden einige interessante Sätze be'Yeisen,
die sIch auf dasselbe beziehen.'
---
*) Solutio p!j'oblematis arithmetici de inveniendo nume'fo, qui per datos
nun~ero8 divisus, relinquat data residua, Comm. Ac. Petrop. VII, p. 46. -
~e te8te novi algorithmi in problemate Pelliano 8olvendo, Nov. Comm.
etrop. XI, p. 28. - Vergl. Gauss: D. A. art. 27.
**) Gauss: D. A. art. 27.
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und der Reihe
Zunächst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangsgliedern
b, c == rb +a (1')
~, c ... l, ft, v (2')
'in derselben Weise verfährt wie oben, man genau dieselben Glieder
d, e ... 1, m, n erhalten wird. Wir können daher gleichzeitig
n == Ga + Er, ~, c ... ~, vJ b
und
n == G'b+[~, C •••• ~, vJc
setzen; ersetzen wir hierin c durch rb + a, so erhalten wir
n = [~,. c .... p., v] a + (r [~, c ..• ft, 1J] + G') b,
woraus, durch Vergleichung der Coefficienten von a in den beiden
Formen für n, zunäcllst
G == [~, E • .... 1t, v]
folgt. Der Coefficient G lässt sich daher durch dasselbe Zeichen
. ausdrücken wie H. Wir können also von jetzt an schreiben
n = [~ .. . . p" v] a -h [r, ß . . .. /L, v] b;
da nun auch
G' = [E • • .. 11', v]
sein muss, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten
von b in den heiden Formen für n den Satz
Er, ~, E • •• v] = r [~, E ••• v] + [E ..... v], (5)
in welchem das Gesetz ausgedrückt ist, nach welchem die Fort-
bildung der Ausdrücke von der ·Form (4) nach links hin geschieht.
Einen ganz analogen Satz für die Fortbildung nach rechts hin
erhält ßlan durch die einfache Bemerkung, dass durch die Annahme
a = 0, b = 1 die drei Grössen 1, m, IJ~ resp. in
[r .. · .. lJ, [r.·. A, ~], [r.· .. l, /J, v]
übergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdrücken
die Relation
[r · · · A, ft, v] = [r .... l, ~] v + Ei' ... l] (6)
besteht.
Verbindet man diese beiden Sätze mit einander, so überzeugt
man sicl1 leicht von der Richtigkeit des folgenden: _.
[v, /L · • .. ~, r] = Er, ~ ... ft, vJ.. (7)
Nimnlt man nämlich an, dieser Satz sei für alle Ausdrücke dieser
Art bewiesen" welche eine kleinere Anzahl von Grössen enthalten,
so dass also z. B.
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[~, c ... vJ == [v ... c, ~] und [8 ... vJ == (v ... E],
so folgt aus (5):
[r,~, E ••• vJ == [v ... E, ~]r+[v ... c];
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar
di,e Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der Satz
wirklich für die ersten·· Fälle; enthält nämlich der Ausdruck nur
eine einzige Grösse r, so versteht sich dies von selbst; und ausser-
dem ist
[1', ~] == r~ + 1 == [~, r]·
Hierau~ folgt also, dass de: Satz auch für jede beliebife Anzahl
der Grossen r, ~ : .. p" v gIlt.
Wir können die Gleichungen (3), durch welche das 'Bildungs-
.gesetz der Grossen c, d ... n ausgedrückt wird, auch in folgender
Weise schreiben: .
-c = (-y)b+(-a)
+d = (-8) (-c)+b
-e == (-E)d+(-c)
. . . . . ...
+n == (-v) (+m) +(+l)
wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Grössen r,·8 ... p, v
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den An-
fangsgliedern
(1")
(2")
4:
-a, b
und der Reihe
- r, - ~, - E ••• - A,· - 11', - v
durch dass~lbe frühere Verfahren die Reihe
, - c, + d, - e ... +n
entsteht. Es wird daher auch
±n = [-h, -8 •. , -v] (-a) + [-r, -h, -8 ... -v]b
~dM~~ .
[~ 1', - h ... '- v] = +Er, h .. · v] (8)
~ein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist,
Je nachdem die Anzahl der Grössen r, ~ ... v gerade oder un-
gerade ist . ,
, Endli~h kann man die Gleichungen (3) auch in umgekehrter
Folge 80 schreiben:
Dirichlet, Zahlentheorie.
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l == (~v)m+n
k=(-I')l+m
b = (-o)c +d
a=(-r)b+c
Es wird daher
a = [- ~ · . · - r ] n +[- v, - I' · · · - r] m
oder mit Hülfe des Satzes (8):
+a == - [~ ... r] n + [v, ~ · · · r] m
oder mit Berücksichtigung des Satzes (7):
+a ==- Er, 0 ... ~]n+ Er, 0 . · · ~, v]m.
Wenn man nun a == 1, b = 0 setzt, so gehen m, n resp. in
[0 . . . ~], [0... {L, v]
über, und man erhält das Resultat:
[~ ... ~] [r, 0 ... ~, 11] - [<l .•. ~, v] Er, 0 ... p,] = + 1, (9)
wO'wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach..
dem die Anzahl der Grössen r, 0 ... ~, v gerade oder ungerade ist.
Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdrücke in
der Theorie der Kettenbrüche von der grössten Wichtigkeit sind;
bezeichnen wir nämlich einen gewöhnlichen Kettenbruch, in wel...
chern die Zähler sämmtlich = 1, und dessen sogenannte Quotienten
r, 0 ... ~, 11 sind, kurz durch das Symbol (r,o ... ~, v), so .dass also
(r, Ii .•. A,~, v) = r + (Ii .. .\~, v) = (r, Ii ... A, ~+.~)
ist, so ergiebt sich allgemein durch Reduction desselben
( ~ ) . [r, 0 · · · IL, 11] ('10)r, u ••• p" v = [~ ] ·
u ••• ~, 11
Denn gesetzt, dieser Satz sei schon für jede kleinere Anzahl der
Grössen r, ~, E • •• p" 11 bewiesen, so dass also namentlich
( -» .) _ [0, E • • • Il, 11]u, E ••• p" 11 _ [ ]
E •• • 11,11
ist, so folgt hieraus .
1(r, Ii, E ••• ~, v) = r + (Ii )
, E ••• /-t, v
= r+ [E ••• ~~ v] _ r [Ii, E••• ~, v] + [E. • •~ ,
[6, c ... p."v] - [0, E ••• ~, v]
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und hieraus ergiebt sich mit Berücksichtigung des Satzes (5) die
Gleichung (10). In der That ist aber
_ 1 _ r<l +1 _ [1', ~].(r,fl) - r +1" - fl - [(jf'
da also der Satz für zwei Grössen 1', 8 richtig ist, so ist er auch
für jede beliebige Anzahl der Grössen '}', 8 ... ~, v richtig.
Sind die Elemente r, ~ ... p" v ganze Zahlen, so gilt dasselbe
von den Zählern und Nennern der Brüche
[1'] [r, <l] [I', 8 . . . ~, v].
T' lß]. .. [8 ... p" v] ,
ferner ist jeder dieser Brüche irreductibel, d. h. durch die klein-
sten Zahlen ausgedrückt; denn es folgt z. B. aus der Relation (9),
dass Zähler und Nenner des letzten der obigen Brüche ohne ge-
meinschaftlichen Divisor sind.
§. 24.
Die vorstehenden Sätze, welche eigentlich in die Theorie der
Differenzen-Gleichungen zweiter Ordnung *) gehören, sind deshalb
gleich in solcher Vollständigkeit aufgestellt, damit wir bei einer
späteren Untersuchung nicht nöthig haben, von Neuem auf den-
selben Algorithmus zurückzukommen; für unseren nächsten Bedarf,
nämlich für die Auflösung der unbestimmten Gleichung
ax-by = 1,
in welcher wir nun wieder a und b als zwei gegebene relative Prim-
zahlen ansehen, genügt schon ein kleiner Theil der vorhergehenden
Resultate. Zu dem Zweck verfahren wir nun, wie es bei der Auf-
suChung des grössten gemeinschaftlichen Divisors der beiden Zahlen
(oder bei der Verwandlung des Bruches a: b in einen Kettenbruch
geschieht, indem wir das System der folgenden Gleichungen bilden
a = rb + C
b = 6c +d
.....
l = vm+ 1
:'?bei zuletzt der Rest 1 auftreten muss (§. 5); diese Gleichungen
onnen wir auch so schreiben
-----
" *jVergl. Jacobi: Allgemeine Theori~der kettenbruch4hnlichen ÄI!O-~A"'etll in welchen jede Zahl aus Drei florhergehenden gebildet ward,
rchardt's Journal Bd. 69.
. 4*
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e === (-- l') b +a
d === (- ~) c +b
1 === (- 'v) m + l
ist.
also
und hieraus folg.t, dass
1 === [-~, - c · · • --- ft, -1)1 a + [- 1', -~, - c · · · -- p~ '"7 1.1] b
oder nach §. 23, (8)
1 === + [0, c ... ~, vJ a+ ['I', ~, c ... p, vJ b
ist, worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Grössen 1', ~ .•. !t, v gerade oder ungerade
ist. Wir erhalten daher folgende Lösung der unbestimmten Glei-
chung:
x = + [~, c ... ft, 1)], Y == + [1', 0, E ••• p, v].
. Hiermit ist also auch eine Wurzel x der Congruenz
ax =l"(mod.b)
gefunden, und dies genügt vollständig, da alle anderen Wurzeln mit
dieser einen nach dem Modul b congruent sind.
Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel
2x =1 (mod.15)
an, so erhalten wir
2 === 0 . 15 + 2, 15 = 7 . 2 + 1
l' === 0, ~ , 7, x =- [0] =- 7 =8 (mod.15)
und hieraus folgt, dass
x' =- 7 . (- 3) = 21 = 6 (mod.15)
die .Wurzel der Congruenz
2x' =- 3 (mod. 15)
Als zweites Beispiel wählen 'wir die Congruenz
37 x =1 (mod. 100);
indem wir ebensö verfahren, erhalten wir
37 = 0 . 100 +37; 100 = 2 .·37 + 26; 37 = 1 '. 26 + 11;..
26 = 2 • 11 +4; 11 = 2 . 4 +3; 4 = 1 . 3 + 1
und also
, ;. ~:\~)-/..' .. ,.' ~ =.- [2, 1,2, ,2, 1] (mod. 100).
NUll ist, wenn wir von rechts nach links rechnen,
I
also
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[1] = 1, [2, 1] == 3, [2, 2, 1] == 7, [1, 2, 2, 1] = 10,
[2, 1, 2, 2, 1] === 27,
53
x =- 27 =73 (mod. 100).
Da q>(IOO) ~p(4) q;(25) == 2.20 == 40 ist, so hätten wir nach
unserer früheren Methode die Auflösung
x = 3739 (mod. 100)
erhalten; die hierin angedeutete Rechnung würde sich zwar durch
einige Kunstgriffe bedeutend abkürzen lassen, allein doch viel
langwieriger sein als die nach der zweiten Methode ausgeführte
Rechnung..
Kommt es darauf an, auch den Werth von
y = + [1', ß, c · · · lL, vJ
zu berechnen, so ist es vortlleilhaft, die Berechnung des Werthes
x = + [~, c ... p, v]
von rechts nach links vorzunehmen; man findet dann nach der
Formel (5) des §. 23 aus
[8 . . . /L, vJ und [~, c... p, v]
unmittelbar den Werth von y. So oft r = 0, also a < bist, re-
ducirt sich y auf
y == + [c . . . lL, vJ.
Dies ist in unseren Beispielen der Fall; in dem zweiten erhält man
auf diese Weise
, ,Y = - [0, 2, 1, 2, 2, 1] = - [1, 2, 2, 1] = - 10,
und in der That ist
37 . (- 27) - 100 . (- 10) = 1.
. Bei dieser Auflösung der unbestimmten Gleichung ax - by =.1
In .ganzen Zahlen x, y ist stillschweigend vorausgesetzt, dass. dIe
helden gegebenen relati'ven Primzahlen a, b positive Zahlen sInd;
doch erkennt man leicht dass hierdurch die Allgemeinheit der
Methode nicht beeinträchtigt wird.
Sobald nun eine bestimmte Lösung, d. h. ein bestimmtes Zahlen-
paar x, y gefunden ist welches der Gleichung ax - by = 1 genügt,
so ist es leicht, dara~s die allgemeine Form aller Lösungen X, y'
derselben unbestimmten Gleichung abzuleiten. Ist nämlich
ax -by' = 1,
So folgt durch Subtraction .
a(x'-x) == b(y'-y);
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da nun a und b relative Primzahlen sind, so muss (nach §. 5, 2.)
die Zahl b in (x' - x) aufgehen, es muss daher
x' = x + bz, y' = y + az
sein, wo z ~ eine ganze Zahl bedeutet, und umgekehrt entspricht
jeder willkürlich gewählten ganzen Zahl z eine durch die vor-
stehenden Formeln herzustellende Lösung x', y' unserer unbestimm-
ten Gleichung; jede Lösung x', y' wird, wenn z alle ganzen Zahlen
von - 00 bis + 00 durchläuft, einmal und nur einmal erzeugt.
Man erkennt auch leicht, dass dieses Resultat selbst dann noch
gültig bleibt, wenn eine der beiden gegebenen relativen Primzahlen
u, b gleich Null, und die andere folglich == + 1 ist. .
Wir bemerken ferner, dass durch wiederholte Anwelldung des
obigen Verfahrens folgende allgemeinere Aufgabe gelöst werden
kann: Sind a, b, c ... gegebene ganze Zahlen, deren grösster ge-
meinsthajtlicher D·ivisor mist, so sollen ebensoviele ganze Zahlen
x, y, s ... gefunden werden, welche der Gleichung
ax + by + cz + · · · == tri,
genügen. Denn gesetzt, man habe für die Zahlen b, c ... , deren
grösster gemeinschaftlicher Divisor m' notllwendig ein Multiplum
von m ist, schon ganze Zahlen y', z' ... gefunden, welche der Be-
dingung
by' + cz' + ···== m'
genügen, so löse man, da m der grösste gemeinschaftliche Divisor
von a und m' ist, nach der obigen Methode die Gleichung
ax+m'x' == m
in ganzen Zaillen x, x', so wird die vorgelegte Gleichung durch die
Zahlen x, y == x' y', z = x' z' ... befriedigt.
§. 25.
Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf-
lösung der Congruenzen ersten Grades lässt sich das folgende
zurückführen:
Alle Zahlen x zu' finden, welche in Bezug auf zwei gegebe~
Moduln a, b gegebenen Zahlen resp. rt, ß congruent sind, d. h. welche
den beiden Forderungen
x = rt (mod. a), x =ß (IllOd. b)
" '~'"
und also
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Die ursprüngliche Aufgabe lässt sich auch leicht für den Fall
verallgemeinern, in welcllem eine Reihe von ·beliebig vielen Moduln
und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; für uns
ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem die ge-
gebenen Moduln a, b, c ... relative Primzahlen sind; wir beschrän-
ken uns dah.er auf denselben, und stellen uns unter dieser Voraus-
setzung die Aufgabe, alle Zahlen x zu finden, welche dem System
von Congruenzen
x = fIJ (mod. a), x = ß (mod. b), x = r (mod. c) ...
genügen. Da wir nun scIlon wissen, dass alle Zahlen, welche die
beiden ersten dieser Forderungen erfüllen, in der Form x =ßl
(mod.. ab) enthalten sind, wo die Zahl ßl nach dem Vorhergehenden
gefunden werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar auf die
einfachere zurück, alle Zahlen x zu finden, welche dem folgenden .
System von Congruenzen genügen:
x= ßl (mod.ab), x"= r (mod.c) ...
Da nun der Modul ab der ersten dieser Congruenzen wieder relative
Primzahl gegen jeden folgenden lVlodul c ... ist, so kann man in
derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Resultat, dass
sämmtliche Zahlen x in der Form
x =Xo (mod.m)
enthalten, sind, wo Xo eine bestimnlte von ihnen, und m das Pro-
duct abc . .. aus allen gegebenen Moduln bed~utet.
Statt eine solche Zahl Xo in der eben angegebenen Weise durch
successive Auflösung einer Reihe von Congruenzen ersten Grades
in Bezug auf die Moduln b, c . . . zu suchen, kann man auch auf
folgende Art symmetrisch verfahren.
Man setze ru == aA == bB == cO . .. und bestimme (nach
§. 24) zunächst Zahlen a', b', e' ... , welche den Congruenzen
Aa' =1 (mod. a), Bb' =1 (mod. b), Oe' =1 (mod. c) · · ·
genügen; so wird
x =Aa't( +Eb' ß+ Ce'" + · · · (mod.m);
denn da B, C ... durch a theilbar sind, so ist x =Aa' u == (/,
(mod. a), und ebenso = ß (mod. b), = r (mod. c) u. s. w.
Ein besonderer Vortheildieser Methode besteht darin, dass
die Hülfszahlen a', b', c' ... ganz unabhängig von t(, ß, r ... sind,
und daher stets dieselben· bleiben, wie auch die letzteren variiren
mögen, vorausgesetzt natürlich, dass das System der l\foduln a,b,c ...
unverändert bleibt.
•
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Es folgt ferner hieraus, dass x ein vollständiges Restsystem
nach dem Modul m durchläuft, sobald die Reste (x, P, r ... voll-
ständige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b, e ...
durchlaufen; denn wenn (1.,', ß', ,,' ... irgend ein zweites System
gegebener Reste ist, so wird
Aa'a' + Bb' p' + Oe'')'' + .. ·
stets und nur dann
. Aa' Ci +Bb' ß + Oe' r + · · ·
nach dem Modulus tn sein, wenn gleichzeitig
,1/ =ct (mod. a), ß' =ß (mod. b), r' =r (mod. e)
u. S. ~. ist; da ferner (x, ß, I' ... resp. a, b, c . . . verschiedene
Werthe, durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Rest-
~ysteme, also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul nz
incongruenten Werthe von x gleich ab e ... == "tn; d. h. x durch-
läuft ein vollständiges Restsystem nach deIn Modul nl.
Ist ferner (X relative Prilnzahl zu a, ß zu b u. s. f., so ist x
auch relative Prinlzahl zu nz und umgekehrt· hieraus folgt leicht
. "
eIn nener Beweis des Satzes, dass· rp (a b) == rp (a) rp (b) ist.
Endlich ergiebt sich, dass, wenn x irgend eine ganze Zahl
bedeutet, stets .
x==h+~+3!.-+w+ ...
m abc
gesetzt werden kann, wo h, u, v, w ... ganze Zahlen bedeuten.
Denn lässt x in Bezug auf die Moduln a, b, c . . . resp. die Reste
«, ß, " · · ., so ist nach dem Obigen .
x = km +Aa'et + Bb'ß + Oe'r + "',
Wo h eine ganze Zahl bedeutet, und folglich
~ = h + a' a + b' ß + c' r +...
m a b e
§. 26.
't Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Congruenzen
hOherer Grade beschränken uns. aber dabei auf den einfachsten
Fall · '. ..'F ,In welchem der Modul p eine Primzahl Ist. DIe allgememste
orm einer Congruenz n tell Grades ist die folgende: .
in ax" +bxn- 1 + cxn- 2 + ··· +h 0 (mod. p), .
p ."elcher der höchste Coefficient a als nicht theilbar durch dIe
nmzahl p vorausgesetzt Wird. Ebenso wie man jede Gleichung
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leicht auf den Fall zurückführen kann, in welchem der höchste
Coefficient = 1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn man
die Congruenz mit einer Zalll a' multiplicirt, welche der Bedingung
aa' =1 (mod.p) genügt und also eine Wurzel der stets lösbaren
Congruenz ax'=1 (mod. p) ist. Doch hängt hiervon die Gültig-
keit der folgenden Sätze nicht im Mindesten ab.
Wir bezeichnen der Einfachheit halber das auf der linken
Seite der obigen Congruenz befindliche Polynom n ten Grades kurz
mit fex). Hat nun eine solche Congruenz
fex) =0 (mod.p) (1)
eine Wurzel x =Ct und dividirt man fex) durch x - (X, so wird
der Divisionsrest fl eine durch p theilbare Zahl sein; denn be-
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze
Function vom (~- 1)ten Grade mit ganzzahligen Coefficienten ist,
mit 11 (x), so ist
fex) = (x - a) /1, (x) + rl (2)
und hierin ist rl =/(a) der Voraussetzung nach =0 (mod.p).
Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von u verschiedene,
d. h. nicht nlit (X congruente Wurzel [3, so folgt aus (2), dass
([3 - ~)fl (ß) =0 (lnod. p)
und also, da [3 - u nicht dureil p theilbar ist, dass /1 (ß) = 0,
d. h. dass ß eine Wurzel der Congruenz /1 (x) =0 (mod.p) sein
muss. Man kann daher wieder
/1 (x) = (X-{j)j2(X) + r2
setzen, wo der Rest f2 wieder eine durch p theilbare Zahl, und der
Quotient /2 (x) eine ganze Funetion (n - 2)ten Grades mit ganz-
zahligen Coefficienten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck für
/1 (x) in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Form
fex) = (x -~) (x - (3) /2 (x) + r2 (x - a) + rl
oder, da rl und r2 durch p theilbar sind, die Form
fex) = (x-a) (x-ß)f2(x) + p(lx+m)
an, in welcher l und, m ganze Zahlen sind.
Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von u und P
verschiedene Wurzel r, so ergiebt sich, da weder (r -~) noch
(y - P) durch p theilbar ist, dass 'i' eine Wurzel der Congruenz
12 (x) =0 ist; verfährt man daher wie früher, so erhält man eine
Gleichung von der Form
fex) = (x-«) (x-~) (x-r)!a(x)+p(rx2 +sx+ t),
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wo r, SA t ganze Zahlen bedeuten. Setzt man diese Schlussweise
fort, so gelangt man oft"enbar zu folgendem Satze: Besitzt die Gon-
gruens nten Grades
fex) = 0 (mod. p),
deren Modulus p eine Primzahl ist, n incongruente Wurzeln
ct, ß, r · .. l, so ist ihre linke Seite von der Form
j(x) = a(x-u) (x-ß) (x-r) ... (x-l)+p1J1(x), (3)
wo ~ den höchsten Coefficieftten von.1 (x), u~d 1/J (x) ein Polynom
. bed~utet~ dessen Coefficienten ganze Zahlen sind.
Und aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite *): Eine
Gongruenz vom Grade n, deren Modulus eine Primzahl ist, kann
niemals mehr als n incongrue'nte Wurzeln haben. Denn hätte die
Congruenz (1) ausser den n Wurzeln a, ß ... l noch mindestens
ei~e solche lL, die mit keiner der vorhergehenden congruent ist, so
würde aus der Gleichung (3) folgen, dass das Product
. a(~-a) (p,-ß) (11'-1') .•. (/L-l)
durch p theilbar wäre, was unmöglich ist, da der Voraussetzung
nach keiner der Factoren durch p theilbar ist.
Man hätte diese beiden Sätze .welche für die E'olge von der
.. ,
~rossten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Ordnung aus dem
In der Gleichung (2) ausgesprochenen Resultat schliessen können.
Da nämlich jede von a verschiedene Wurzel ß der Congruenz (1)
eine Wurzel der Congruenz nächst niedrigeren Grades
. fl (x) =0 (mod.p) .
1st, SO folgt hieraus unmittelbar dass die erstere Congruenz höch-
stens eine Wurzel mehr besitzt' als die letztere; da nun eine Con-
g~uenz ersten Grades (sobald der Modulus eine Primza~ll ist) nur
e~~e Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom zweIten Grade
hochstens 2, folglich eine Congruenz dritten Grades höchstens 3
U. s. f., allgemein eine Congruenz n ten Grades höchstens n incon-
g~ente Wurzeln besitzen. Und nachdem so der zweite Satz ~e­
WIesen ist,' ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende Welse.
Gesetzt, die Congruenz (1) vom nten Grade hat wirklich n incon-
gruente Wurzeln a, ß, l' ... l, so bilde man die Differenz
f(x)-a(x-~) (x-ß) (x-r) ... (x- l ) = cp(x) .
~~~~tenCoefficienten inf(x) bezeichnet, und denke sICh
. *). Lagrange : Nouvelle methode pour resoudre les problemes 'fldeter- I
".tle. en nombres entiers, Mem. de I'Ac. de Berlin. T. XXIV.
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dieselbe nach Potenzen von x geordnet; dann ist zu zeigen, dass
alle Coefficienten .dieses Polynoms cp (x), dessen Grad höchstens
=== n - 1, also jedenfalls kleiner als n ist,_ durch p theilbar sind.
Gesetzt, dies wäre nicht der Fall, und es wäre x r die höchste in
cp (x) vorkommende Potenz von x, _deren Coefficient nicht durch p
theilbar wäre, so wäre
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der Congruenz
incongruenten Wurzeln einer jeden der beiden Congruenzen (5)
genau ihrem Grade gleich sein *).
§.27.
Von diesen wichtigen Sätzen machen wir sogleich eine An-
wendung. Zufolge des Fermat'schen Satzes genügt jede der (p -1)
unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen
1, 2, 3 ... (p - 1)
X 1)-1 - 1 =0 (mod.p),
und diese Zahlen bilden auch ihre sämmtlichen incongruenten
Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei
Sätze
~P-l-l = (x - 1) (x - 2) (x - 3) ... (x - p +1) +pw (x),
worin 1/J (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bezeichnet. Ent-
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach Po-
tenzen von x, so muss der Coefficient einer jeden Potenz von x dem
entsprechenden linker Hand in Bezug auf den Modul p congruent
sein. Wir wollen hier nur den interessantesten Fall betrachten, der
sich durch die Vergleichung der Glieder ergiebt, welche von x
u~abhängig sind.; Ist zunächst p eine ungerade Primzahl, so ist
,fieses Glied rechter Hand, da die Anzahl p - 1 der negativen
Factoren gerade ist,
= 1 . 2 . 3 ... (p -1),
linker Hand dagegen = _ 1 und hieraus ergiebt sich der nach
Wilson benannte Satz:' !
Wenn p eine Primzahl bedeutet, so ist das um eine El:nheit
~ergrösserte Product aller kle'inere?~ Zahlen als p durch p theilbar,
~n Zeichen
1 . 2 ... (p - 1) = - 1 (mod. p).
So ist z. B.
1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 + 1 = 721
theilbar durch 7.
----*) E' 0 . fi d t· On des11 Ine weItere Entwicklung dieses Gegenstandes n e man 1
i,erausgebers Abhandlung: Abriss einer Theorie der höheren Oongruenzen
"'- Bezug aUf einen reellen Primzahl-Modulus, Borchardt's ~ourn~l Bd. 54.
G Vergl die nachgelassene Abhandlung von Gauss: AnalySIS Res,duorum l
auss' Werke Bd. 11. 1863~
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Der Wilson'sche Satz gilt aber auch für die Primzahl 2, da in
diesem Fall +1 und - 1 einander congruent sind.
Dieser Satz ist dadurch bemerk~nswerth, dass .er sich um-
kehren lässt und deshalb ein charakteristisclles Merkmal für eine
Primzahl abgiebt. Denn nimmt nlan umgekehrt an, es sei
1.2.3 ... (p-l)+1
durch p theilbar, so muss p eine Primzahl sein; wäre nämlich p
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch 1 und durch sich
selbst auch noch durch eine andere Zahl artheilbar, so würde a
nothwendig eine der Zahlen 2, 3 ... (p - 1) sein müssen; da nun
die obige Summe und ihr erstes Glied durch a theilbar ist, so
müsste auch das zweite Glied 1 durch a theilbar sein, was nicht
möglich ist.
Einen anderen interessanten Satz erhält man durch Anwen-
dung des dritten der vorhergehenden Sätze auf dasselbe Beispiel.
Bezeichnet nämlich'~ irgend einen' Divisor von p - 1, so ist be-
kanntlich
xp - 1 - 1 = (xd' -1) t/J (x),
wo 1/J (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hieraus
folgt also: Die Oongruenz
x tf == 1 (mod.p) ,
deren Grad 8 ein Divisor von p - 1 ist, besitzt stets h incongruente
Wurzeln.
§.28.
Der zuletzt abgeleitete Satz gehört seinem Inhalte nach eigent-
lich in eine allgemeinere Theorie, nämlich in die Theorie der bi-
nomischen ,Oongrueneen von der Form
ax" = b (mod. k).
Dieselbe stützt sich auf die Betrachtung der sogenannten Poten~·
reste, d. h. der Reste d~r successiven Potenzen einer Zahl, und WIr
beschäftigen uns daher zunächst mit der Untersuchung der inter-
essanten Gesetze, welche hier hervortreten.
Es sei also k ein beliebiger Modul, und a relative Primz~hl
gegen denselben; bilden wir' nun die Reihe
1, a, a2, a3 •••
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..
der sl1ccessiven Potenzen von a und setzen dieselbe hinreichend
weit fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene
Glieder aB und a s +n einander nach dem Modul k congruent wer-
den; denn es giebt ja nur eine endliche Anzahl incongruenter
Zahlen. Aus der Cöngruenz
a s+n = a S • an =aB (mod. k)
folgt aber, da aB relative Primzahl gegen den Modul k ist, dass
an =1 (mod. k)
ist. Es giebt daher, was wir auch schon durch den verallgemei-
nertenFermat'schen Satz (§. 19) wussten, s'tets eine Potenz von a,
welche durch k dividirt den Rest 1 lässt. Unter allen Potenzen
von a, welche dieselbe Eigenschaft haben, ist aber besonders die-
.jenige bemerkenswerth, welche den kleinsten Exponenten hat; doch
versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht in
Betracht kommt, für welchen die entsprechende Potenz ja stets
== 1 sein würde. Bezeichnen wir mit 6 diesen kleinsten positiven
Exponenten, für welchen
a ff =1 (mod. k)
wird, so wollen wir sagen, die Zahl a gehöre zu dem Exponenten
6oder zu der Zahl 6. Dann leuchtet zunächst ein, dass die ersten
d Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen
1, a, a2 ... a ff - 1
sämmtlich incongruent unter einander sind; denn aus einer eon-
8,ruenz von der Form aB+n =aB, wo sund s + n kleiner als 6
81~d, würde wieder an =1 folgen, was mit der Voraussetzung im
Wlderspruc.h steht dass keine niedrigere Potenz als alT den Rest
1 lässt. '
Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genau dieselben
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist
a~ == 1, ad'+l == a, ad'+2 =a9 •.. a9d'-1 =ad'-l
a2ff ::::: 1 a2d'+1= a a21+2= a2 aSc1- 1 =a t1- 1, , - , - ...
a
SeI
::::: 1 aSÖ +1 = a aSÖ+2= a2 a 4t1- 1 = a t1 - 1, - , - ...
u. s. w. ,
Udi~ daher zu erfahren welchen Rest eine beliebige Potenz a' lässt,n~' ·d' . e man den Exponenten s durch 8 und bringe dadurch s 111
b
1e ~orm s = m8 + r wo '1' eine der Zahlen 0, 1, 2 ... (8-1)
ezelchnet D · '
· ann 1st
a' = amö +,. = a" (mod. k).
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Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen wie as und
aS' stets, aber auch nur dann congruent sein werden in Bezug auf
den Modul k, wenn s =s' (mod.6); denn ist r' der bei der Divi-
sion von s' durch 6 hervorgehende Rest, so ist aS' =ar ' (mod. k).
Ist daher fI
a S = aS' (mod. k)
so muss auch
ar == ar ' (mod. k)
sein; da aber rund r' kleiner als 6 sind, so ist dies nur dann mög-
lich, wenn It == r' ist, woraus s= s' (mod. 6) folgt; und umgek~hrt
leuchtet ein, dass, sobald s _ s' (mod. 6), also r == r' ist, auch
a S = a's' (mod. k) sein muss. · , "
Ein specielle'r ~'all ist der, dass , sobald a S = 1, also as =aO
ist, nothwendig s _ 0 (mod. 6), d. h. dass s theilbar durch ß sein
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat'-
sehen Satz, dass stets
aCP(A:) =1 (mod. k)
ist; hieraus folgt also, da,ss die Zahl 6, zu welcher eine Zahl a ge-
hört, stets ein Divisor von cp (k) sein muss *).
§.29.
Beschränken wir uns jetzt wieder auf delI Fall, in welchem
der Modul eine Primzahl p und also a irgend eine durchp nic~t
theilbare Zahl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass dIe
Zahl 6, zu welcher a gehört~ jedenfalls ein Divisor von rp (p) ::::
p - 1 sein muss. Man kann nun ulngekehrtfragen: wenn 6 irgend
ein Divisor von p - 1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen 'a,
welche zu ~ gehören 't und wie viele? Nehmen wir zunächst einmal
ein Beispiel, indem wir p == 7 setzen. Da aus a =b (mod. p)
auch stets as - bs (mod. p) folgt, so gehöreIl je zwei congruente
Zahlen auch stets zu demselben Exponenten, und wir brauchen
daher in unserem B'eispiel nur die Zahlen a = 1, 2, 3, 4, 5, 6 zU
betrachten; 'durch wirkliches Potenziren' welches man dadurch
abkürzt, dass m~n statt jeder Potenz im~er ihren kleinsten Rest
*) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplementen
V.' §. 127.
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substituirt, findet man/ nun das in der folgenden l'abelle ausge-
drückte Resultat:
allf 2 1 3 1 4 1 5 16
~ f 1 J 3 I 6 I 3 I 6 I 2
Es gehört daher zu' dem Divisor ~ == 1 nur die einzige Zahl
1, zu ~ = 2 nur die einzige Zahl 6; zu ß == 3· gehören zwei Zah-
len, .nämlich 2 und 4, und zu ~ == 6 gehören die heiden Zahlen
3 und 5.
Nehmen wir nun vorläufig einmal an, dass mindestens eine
. Zahl a existirt, welche zu dem Exponenten ~'gehört, so sind die
, Zahlen
1, a, a2 ••• aO-1 . (A)
nach dem Vorhergehenden sämmtlich incongruent; da ferner
a~ == 1,. so ist auch
(ar)O = (ad)r =1 (mod. p),
d. h. die ~ Zahlen (A) sind Wurzeln d~r Congruenz
X O =1 (mod. p),
un~ da sie unter einander incongruent sind, und der Modulus eine
Pnmzahl ist, so bilden sie auch· die sämmtlichen Wurzeln dieser
Congruenz vom Grade~. Jede Zahl aber, welche zum Exponenten
8gehört, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz sein, und
wir haben daher alle etwa existirenden Zahlen, die zu 6 gehören,
~nter den Zahlen (A) zu suchen. Wir fragen daher: zu welchem
Exponenten h gehört irgend eine dieser Zahlen, z. B. ar ? d. h.
• elches is~ die kleinste positive Zahl h, für welche
(ar)h === arh =1 (mod. p) .
ist~ Offen~ar muss rh (da a zum Exponenten 8 geh~rt) du~~h cJ
the1l.bar sem j ist daher E der grösste gemeinschafthche ~1Vls~r
,o~ r :::: er' und ~ = E cl', so ;muss h durch 8' theilbar sem j dIe
klemste Zahl h, welche diese Bedingung erfüllt, ist offenbar cJ' selbst,
und es ist auch wirklich
(ar)Ctf === (ad)rl =1 (mod.p);
also ist~' die Zahl, zu welcher ar gehört. Soll also. ar zum Ex-
:on~nten ~ gehören, 80 muss E 1, also r relative Pnm~ahlge~~n
sem; und umgekehrt sobald dies der Fall, also E= lISt, gehort
&IlCh ar wirklich zum Exponenten~. Wir erhalten so das Resultat,
»blOhlet, Zahlentheorie. 5
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dass unter den Zaillen (A) genau ebenso viele zu dem Exponenten
ß gehören, als es unter. den Exponenten
0,1,2 ... (ß-I)
relative Primzahlen zu ß giebt; es giebt daher qJ (ß) solche Zahlen.
Da wir angenonlmen hatten, dass mindestens eine solche Zahl
a existirte, so können wir das Bisherige so zusammenfassen: Ist
p eine Primzahl und ß ein Divisor von p - 1, so ist die Anzahl
der incongruenten Zahlen, .die zu ß gehören, entweder = 0, oder
= ffJ (<<l). Um nun über diese Alternative zu entscheiden, betrach-
ten wir die Totalität aller p - 1 nach dem Modul p incongruenten
und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilen dieselben in '
Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in dieselbe
oder. in verschiedene ,Gruppen werfen, je nachdem si~ zu dem-
selben Divisor ~ von p"- 1 gehören· öder zu verschiedenen. Be-
zeichnen wir mit 1/J (J) die Anzahl der Individuen, welche in die
dem Divisor ~ entsprechende Gruppe gehören, so muss, da jede
der p - 1 vertheilten Zahlen in eine, aber auch nu~ in eine solche
Gruppe gehört,
~tP(ß) =p-I
sein, wo das Summenzeichen sich auf sämmtliche Divisoren 6 von
p - 1 bezieht; wir wissen ferner' schon, dass
1/J (~) ent~eder = 0, oder = cp (ß)
.ist. Da nun früher bewiesen ist (§. I3)~ dass auch
~ cp(<<l) = p-l
ist, so' folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass
1/J (~) niemals = 0, sondern stets = qJ (~)
ist. Denn da jedes Glied t/J(~) der ersteren Summe dem en~
,sprechenden der letzteren höchstens gleich sein, aber niemals das-
sel~e ,übe~reffen 'kann, so 'würde, sobald nur ein einziges Mal "oder
öfter 1/J (<<l) = o· wäre, die erstere'Summe nothwendig kleiner auS-
fallen müssen als die letztere, während sie in der That einander
gleich sind. Wir haben so den wichtigen .Satz *) gewonnen:
Die Anzahl der sämmtlichen incongruenten Zahlen, welche IU
einem bestimmten Divisor ~ von p - 1 gehören, ist stets == tp(6)..
Es genügt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen, 111
welchem p = 7, um diesen Satz bestätigt zu sehen.
*) Gauss: D. A. art. 54.
Congrllenz der Zahlell.
§.30.
67
Am interessantesten und folgenreichsten ist der in diesem Re-
sulta,t enthaltene specielle Fall, in welchem 0 == p - 1 ist:
'Es giebt stets cp (p - 1) incongruente Zahlen {}, 'toelche zu dem
:&ponenten p - 1 gehören, welche also die charakteristische Eigen-
schaft haben, dass die p - 1 Potenzen
1, g, g2, g3 ... gp-2 (G)
sämmtlich incongruent (mod. p) sind.
Da es überhaupt nur p -'1 incongruente und durch p nicht
t~eilbare Zahlen c giebt, so folgt, dass jede solche Zahl c einer,
und natürlich auch nur einer der Potenzen (G) congruent ist.
Jede solche Zahl g, welche zum Exponenten p - 1 gehört, heisst
eine primitive Wurzel der Primzahl p *), und man kann. daher
sagen: wenn 9 eine primitive Wurzel von p ist, und c irgend eine
durch p nicht theilbare Zahl, so existirt stets eine Zahl r in der~ihe 0, 1, 2 . . . p - 2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass
, c = gr (mod.p)
ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und - was im
Folgenden immer hinzuzudenken ist - durch p nicht theilbaren
Zahlen als Potenzen einer Basis 9 darstellt, so heissen die Expo-
nen~n f die Indices der zugehörigen Zahlen c in Bezug auf die
Basts g, und man schreibt z. B.
Ind. c = r,
in~em man die Basis g, so lange sie unverändert bleibt, in der Be-
zeIchnung unterdrückt.
. Nehmen wir z. B. p = 13, so überzeugt man sich leicht, d,ass
2 eIDe Primitive Wurzel ist· denn durch Pötenziren erhält man,
20 :::::: 1, 21 . 2, 22 == 4, 23 == 8, 24 =3, 25 _ 6,
26 :::::: 12, 27 == 11, 28 == 9, 29 == 5, 210::::: 10, 211=7.
~ehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices, so er-
alten wir folgende Tabellen
------------"') Euter:· Demonstrationes circa residua ex divisione pote'#atum per
llU""os primas resultantia, Nov. Comm. Petrop. XVIII, p. 85.
5*
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also
nun ist aber auch
folglich
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ab =gInd.a~Ind.b (mod.p);
ab = gInd.(ab) (mod. p),
folglich
gInd.(ab) = gInd.a+lnd.b (mod.p).
Da nun 9 eine primitive Wurzel von p, also eine zum Exponente~
~ = (p ~ 1) gehötende Zahl ist, so folgt aus §. 28 die RichtigkeIt
der zu beweisenden Congruenz nach dem Modul p - 1. Nehmen
wir unser obiges B~ispiel, in welchem p = 13, so ist z. B.
Ind. (7) = 11, Ind. (9) = 8,
. lnd. ,(63) =19 (mod. 12)
oder
lud. (93) =7.
*) Im Canon Arithmetic'Us von Jacobi (1839) findet man solche Tabellen
für alle dem ersten Tausend angehörenden Primzahlen. .
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In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und lnd. (11) == 7. Man
sieht aus diesem Beispiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an-
gehört.
Natürlich lässt sich der vorstehende Satz auf ein Product aus
beliebig vielen F'actoren in folgender Weise ausdehnen:
Ind. (abc . ..) = lnd. a + lud. b + lnd. c + · · · (mod. p - 1).
Nimmt man hierin. alle Factoren einander congruent, so erhält
man:
lud. (an) = 1~ lnd. a (mod. p - 1),
- wo n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet.
Es Hesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass der Ueber-
gang von einem System von Indices zu einem anderen, dessen Basis
eine andere der rp (p -1) primitiven Wurzeln ist, ganz ähnlichen
Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Logarithmen-
system zu einem anderen; wir beschränken uns indessen auf fol-
gende einfache Bemerkungen. Wie auch die Basis 9 gewählt sein
mag, der Index von 1 ist stets = 0; denn es ist immer gO = 1.
Ferner ist (den Fall p = 2 ausgenommen) der Index von - 1 stets
::: i (p-l); denn da nach §. 19
p-l p-l
gP-l-l = (g-2-1) (g-2 +1) =0 (mod.p)
i8~ so muss mindestens eine der heiden Zahlen
p-l p-l
g-2- _ 1, g-2- + 1
durch p theilbar sein; die erstere ist es aber nicht, denn sonst wäre
1'-1
g-2- =1 (mod.p),
lias mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass 9 zum Ex-
ponenten p - 1 gehört; es ist daher stets .
und folglich
,,-1
g-2- = - 1 (mod.p)
p-l
Ind. (-1) = -2-'
Indi Es verdient endlich noch bemerkt zu werden, dass man die
ces, statt aus den Zahlen 0, .1~ 2 .. ~ (p-2) , ebenso gut aus
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x =9 (mod. 13)
jedem anderen vollständigen System· incongruenter Zahlen in Be-
zug auf den Modul p - 1 wählen kann; die so eben bewiesenen
Fundamentalsätze erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung.
Man kann nun die Indices benutzen, um eine Congruenz ersten
Grades
ax = b (mod.p),
die hier die Stelle eines Divisionsproblems vertritt, mit Leichtig-
keit aufzulösen; denn es muss offenbar
lnd. x =Ind. b - lnd. a (mod. p-l)
sein. Ist also z. B. die Congruenz
5x = 6 (mod. 13)
zu lösen, so wird man, indem Inan wieder die primitive Wurzel 2
zur Basis des Indexsystems wählt,
Ind.x = lnd. 6 - lud. 5 = 5 - 9 = 8 (mod. 12)
~nd folglich
finden.
Diese Methode, Congruenzen .ersten Grades aufzulösen, scheint
auf den ersten Blick nur dann anwendbar wenn der Modul eine, .
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede belie~lge·
Congruenz ersten Grades
ax =b (mod. k),
deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette :on
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primiahlen Sind,
Wir können uns hierbei auf den Fall beschränken, in welchem a
relative Primzahl gegen k ist. ~ian löse nun zuerst die Congruenz
ax =b (mod.p),
wo p irgend eine in k = pk' aufgehende Primzahl ist, nach der
neuen Methode, so erhält man ein Resultat von der Form
x =IX (mod.p) oder x = oe +px',
wo a! eine beliebige ganze Zahlist; substituirt man diesen Ausdruck
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an:
pax' = b - a~ (mod. k).
Da nun b - a~ durch p theilbar, also von der Form b'p ist, so
stimmen sämmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit den
sämmtlichen Wurzeln dep Congruenz
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ax' = b' (mod. k')
überein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indeln man
diese Congruenz zunächst llur in Bezug auf eine in k' aufgehende
Primzahl p' löst, u. s. f.; man braucht dann zuletzt nur noch von
der Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch successive Sub-
stitution zu der der ursprilnglichel1 überzugehen.
§. 31.
Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie
die Theorie der binomischen Congruenzen für einen Primzahl-
modulus p zu stützen; nach einer früheren Bemerkung kann man
einer jeden solchen binomischen Congruenz' die Form
x n = D (mod. p) (1)
geben, in w~lcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten
7 1 ist; da ferner der Fall, ill welchem D =0 (mod. p) und folg-
hch auch x =0 (mod. p), ohne Interesse ist, so schliessen wir
denselben aus.
Bezeichnen wir nun zur Abkürzung die .Indices von D und x
. res~. mit?' und ~ (wenn irgend eine primitive Wurzel 9 von P zur
Basts genommen ist), so reducirt sich. die Auflösung der Congruenz
(1) auf die Bestimmung aller Wurzeln ~ der Congruenz ersten
Grades
n~ = /' (mod.p-l); (2)
denn offenhar entspricht jeder Wurzel der einen dieser heiden
Congruenzen (1) und (2) auch stets eine und nur eine Wurzel der
anderen. .
Es sei jetzt ß der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen
:-1 ~nd n, so ist (§. 22) die Congruenz (2) nur dann möglich,
enn dIe Bedingung
'J' =0 (mod. 6) (8)
erflillt · ·\V 1st, und dann hat sie ß nach dem Modul p - 1 mcongruente
urzeln~. Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz:
C Ist ß der grösste gemeinschaftliche Divisor des Grades. n der
:~ns. (1) und der Zahl p....., 1, so ist diese Oongnuml nur
fnögl~ch, wenn die Bedingung
Ind. D = 0 (mod. ß) (4)
•
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erfüllt ist, und dann besitzt sie ~ nach dem Modul p incongruente
Wurzeln x.
Liegt z. B. die Congruenz
x 8 =3 (mod. 13)
vor, so ist ~ == 4; nehmen wir ferner die primitive Wur~el 2 als ,
Basis für die Indices, so ist Ind. 3 = 4, also ist die Bedingung (4)
erfüilt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13
incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con-
gruenz ersten Grades
8~ = 4 (mod. 12) oder 2~ = 1 (mod. 3),
und erhalten hieraus
oder
~=2 (mod. 3)
E=2, oder 5, oder 8, oder 11 (nlod. 12),
.:~v,~Jglich, indem wir zu diesen Indices ~ die zugehörigen Zahlen
'.'>'J·~\icheD ,
x = 4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod. 13).
. Da die Möglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl
der primitiven Wurzel g, auf welche sich die Indices rund Ebe-
ziehen, nothwendig unabhängig sein muss, so wird das Kriterium,
dass der Index ?' einer Zahl D durch einen Divisor h der Zahl
p - 1 theilbar sein muss, in· eine von der Theorie der Indices un-
abhängige Form gebracht werden können. Dies bestätigt sich auf
folgende Weise. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis g der Index
l' der Zahl D durch den Divisor ~ von p -1 theilbar, also von der ,
Form h~ ist, so haben wir die Congruenz
D =ghff (mod. p)
und hieraus durch Potenzirung
,,-1
DT =gh(p-l) =1 (mod. p);
und umgekehrt, sobald die Zahl D dieser Bedingung
,-1
DT = 1 (mod. p)
genügt, muss der in Bezug auf eine :beliebige Basis 9 genommene
Index r der Zahl D durch ~ theilbar sein· denn es sei -.
. ,
D == g'Y(mod. p),
so folgt hieraus
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y.p-l
g Ö =1 (mod.p),
und da 9 eine primitive Wurzel, d. h.eine zum Exponenten p - 1
gehörende ~ahl ist, so muss der Exponent durch p - 1, und folg-
lich der Index r durch ~ theilbar sein.
'Nachdem das ursprüngliche Kriterium so umgeformt ist, kön-
nen wir unseren Satz in folgender Weise unabhängig VOll der
Theorie der Indices aussprechen:
Ist ~ der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen 1~ und
p - 1, so hat dt·e Congruenz
I
x n = D (mod. p), (1)
genau ~ incongruente Wurzeln, oder gar keine, je nachdem die Zahl
D der Bedingung
p-l
nT = 1 (mod. p) (5)
genügt oder nicht genügt.
Den speciellen Fall, in welchem a== 'J~ und D == 1 ist, haben
wir schon früher (§. 27) auf anderem Wege bewiesen; es würde
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den
allgemeinen Satz abzuleiten ohne die Theorie der Indices zu Hülfe,
zu rufen; doch überlassen wir der KUrze halber diese Untersuchung
dem Leser.
Wir können nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der
Grad n d~r Congruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruenteZ~hlen D existiren, für welche die Congruenz (1) möglich ist?
Iherauf liefert der Satz selbst sogleich die Antwort, denn diese
Zahlen D sind ja die sämmtlichen Wurzeln der binomischen Con-
gruenz
p-l
X T =1 (lnod. p);
der grösste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten (p - 1) : d
und der Zahl p - 1 ist in diesem Falle der Exponent (p -1) : d~lbst, und da das Kriterium für die Möglichkeit offenbar erfüllt
1st· .. · I h
. ' so 1st also dIe Anzahl aller incongruenten Zahlen D, rur we c e~~ Congruenz (1). möglich ist, genau = (p - 1) : d. Man nennt
· che Zahlen D, welche der n ten Potenz einer Zahl congrueat
SInd, kurz nte Potenzreste und wir können daher sagen:
.. Die Anzahl aller nte~ Potenzreste ist = (p-l):6, wo 6 den
!/f'?B8ten gemeinschaftlichen Divisor der Zahlen n und p - 1 be--.~ .
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Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten
Zahlen zur n ten Potenz erhebt und deren Reste bildet. Wenn
n == 2, 3, 4 ist, so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, cu-
bische, biqttadratische Reste. Mit der Theorie der ersteren, welche
für sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt, werden wir
uns nun im ~-'olgenden ausführlich beschäftigen.
Dritter Abschnitt.
Von den quadratischen Resten.
§. 32.
Wir behandeln im Folgenden ausführlich die Theorie der Con-
gruenzen von der Form
x2 = D (mod. k), (1)
in welcher wir stets D als relative Primzahl gegen den Modul k
v.or~ussetzen. Es würde sich leicht zeigen lassen, dass jede be-
heblge Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zurückgeführt
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. So oft
~: die. Congruenz (1) möglich ist, d. h. so oft sie ~urzeln hat,
sst dIe Zahl D quadratischer Rest der Zahl k; 1m entgegen-
r.~setzten Fall heisst D quadratischer Nichtrest der Zahl k. Man~st a~ch häufig, wenn kein Missverständniss zu befürchten ist,od:rBel~ort "quadrati~ch" fort und nennt kurz die Za~~ I! R~st
oder N.~chtrest von k, Je nachdem die CoIigruenz (1) ~oghch ISt
l' Dicht. Unmittelbar leuchtet hieraus ein dass ZWei nach dem!'lodul k 'b -dN' h congruente Zahlen entweder beide Reste von k, oder el e
h1l
c
treste von k sind' d. h. alle in einer und derselben Ulasse ent-
atene Z hl ' ·ihn n a en haben denselben Charakter; je nachdem eme von
alleen ~eBt oder Nichtrest des Modul k ist, sind sie alle Reste oderNlehtre~te von k.
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Die Theorie der quadratischen Reste zerfällt nun in zwei
Haupttheile; man kann nämlich einmal die Frage aufwerfen:
Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die säm1nt-
lichen incongruenten quadratischen Reste von k? un~ wie viele
Wurzeln h(~t die einer jeden dieser Zethlen entsprechende Oongruenz?
Bei weitem schwieriger ist aber die Beantwortung der folgen-
den zweiten Hauptfrage : .
Wenn die Zahl D gegeben ist, u,elches sind dann die Moduln
k, für welche die Congruenz (1) möglich ist, d. h. welches sind die
Zahlen k, von denen d'ie gegebe'ne Zahl D quadratischer Rest ist?
§. 33.
Wir beschäftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be-
ginnen .die Untersuchung mit dem einfachsten Falle, mit dem näm-
lich, wo der Modul eine ungerade PrirnzahllJ ist (der Fall p == 2
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede ungerade
Zahl =12, also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhalten w~r
die vollständige Antwort sogleich durch die vorhergehende TheorIe
der binomischenCongruenzen (§. 31). In unseremFalle istnämlich
n = 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p - 1 gerade
ist, so ist a = 2 der grösste gemeinschaftliche Divisor von n und
p - 1; die Congruenz
x 2 =D (mod. p)
ist daher stets und nur ~ann möglich, wenn
p-l
n-2- =1 (mod. p),
und zwar hat sie jedesmal zwei incongruent~ Wurzeln; es gi~bt
i (p - 1) quadratische Reste, und folglich, da die Anzahl aller ~n·
congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p - 11S~
auch l (P - 1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem FermlLt·
sehen Satze· '
p-l p-l
Dp-l - 1 _ (D-2 - 1) (D-2+1) =0 (mod. p)
ist, so folgt, dass
1'-1
n-2 =-1 (mod. p)
sein muss, so oft Dein Nichtrest von p ist. Je nachdem alSO
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p-l
D-2 =+1 oder =- 1 ist~ ist D ein Rest oder Nichtrest von p.
Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder Nichtrest von
p zu sein, ihren Charakter, so ist derselbe also durch dieses Kri-
terium vollständig bestimmt *). .
Es lässt sich indessen auch ganz elementar bewQisen, dass
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste = ~ (p - 1)
ist. Quad~irt man nämlich die i (p - 1) Zahlen
~ p-:-l1, 2, u, ... -2-'
so sind die Quadrate sämmtlich incongruent; denn sind rund s
zwei verschiedene dieser Zahlen, so. ist die Differenz ihrer Quadrate
r2 - 82 == (r + s) (r - s)
nicht theilbar durch p, da die Factoren r + sund r - 8 kleiner als
~ sind. Diese l (p - 1) Quadrate geben also wirklich j(p - 1)
Incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate der
folgenden. Zahlen
p + 1 , P + 3 . . . (p _ 1)
2 2
dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein
(p - r)2 = p2 - 2rp +r2=r2 (mod. p).t1so ist ~ (p - 1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg-
ich auch die der quadratischen Nichtreste.
h · Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p~ ellbar sind, dieselbe Eigenschaft hat, so kann man nach dem
harakter .des Productes fragen, wenn die Charaktere der Factoren
gegeben sInd. Beschränken wir uns zunächst auf zwei Factoren,
so sind folgende drei ~"älle zu unterscheiden.
. I. Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn~~d a und a' Reste, so giebt es Zahlen x, x' von der Beschaffen-ae~t, dass a === x 2 (mod. p), a' =X'2 (mod. p); hieraus folgt aber
a:::: (XX')2 (mod. p), d. h. aa' ist Rest von p.
N' n. Das Product aus einem Rest und einem Nichtrest ist ein
lchtrest. Denn wenn wir ein vollständiges System incongruenter~
die:~hDie8 Kriterium rührt wesentlich von Euler her; man vel'gJ. ~. B.
N andlung Theoretnata circa residua ex divisione potestatum reZ,eta,
l'eIVhColIlJn•P.etrop. VII, p. 49; aber es ist mir nicht geglückt, in seinen zahl-
161: e~ Arbelten über diesen Gegenstand eine Stelle aufzufinden, wo das-
e In.voller S h" ~
c arIe ausgesprochen wäre.
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und durch p nicht theilbarer Zahlen bildeIl, so zerfällt dasselbe in
zwei Gruppen, deren eine ~ (p - 1) Reste - wir wollen sie all-
gemein mit u"bezeichnen - und deren· zweite ! (p~ 1) Nichtreste
ß enthält. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen u und ßmit
einem Reste a, so bilden die Producte aa und aß wieder ein voll-
ständiges System incongruellter (durch p nicht theilbarer) Zahlen,
welches also wieder ~ (p - 1) Reste und ~ (p - 1) Nichtreste ent-
hält. In der rrhat sind nun (nacll I.) die Producte au sämmtlich
wieder Reste; es müssen daher die anderen ~ (p - 1) Producte aß
sämmtlich Nic4treste sein; also ist das llroduct aus jedem Rest a
und jedem Nichtrest ß ein Nichtrest.
111. Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn
bildet man wieder das System der Reste u und Nichtreste ß, und
multiplicirt dieselben mit einem Nichtreste b, so ,sind die Producte
b IX (J.?ach 11.) sämmtlich Nichtreste ; .folglich müssen die übrigen
l(p -1) Producte bß sämmtlich Reste sein.
Man kann diese wichtigen S~tze offenbar in den 0 folgenden
einen zusammenfassen:
o Ein Product aus beliebig vielen durch die Primsahl p nicht
·theilbaren Zahlen ist Rest oder Nichtrest von p, je 'nachden~ die An-
zahl der Niochtreste, welche sich unter den Factoren finden, gerade
ode'r ungerade ist.
Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus dem oben auf-
gestellten Kriterium für den· Charakter einer Zahl; denn da
ist, so wird
»-1 p-1 p-l p-l(abc . ..)-2- = a-2- b-2-. c-2- •••
p-l
(abc . ..)-2- =+ 1 oder =- 1 (mod. /p)
p-l p-l t:!
sein, je nachdem die Anzahl der ~"actoren a2, b'2, c 2 • • t,
welch.e === _0 1 sind, eine gerade oder ungerade ist.'
Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdrücken,
wenn man sich eines von Legendre *) in die Zahlentheorie einge-
führten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Untersuchungen
eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet nämlich durch das
Symbol
(;)
*) Theorie des Nombres, ame e'd. T I 197oma . p. .
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die positive oder negative Einheit, je nachdem die durch die Prim-
zahl p nicht theilbare Zahl 1n quadratiscller Rest oder Nichtrest
von p ist; es ist daher stets
(;) (;) = + 1 und mP-;l =(;) (mod. p).
Den Satz über den Charakter eines Productes kann man dann
offenbar durch die folgende Gleichung ausdrücken:
Es leuchtet ferner ein, dass, sobald m =n (mod. p), auch
sein wird,
§.34,
.. Es ist nun interessant zu sehen, dass die soeben gewonnenenS~tze, welche 'zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie,
WJ.e dell der binomischen Congruenzen, erscheinen, sich aus den
ersten Principien aufeinem ganz elementaren Wege ableiten lassen,
der zugleich einen neuen Beweis des Wilson'schen und Fermat'schen
Satzes liefern wird.
. Es sei D irgend eine durch die (ungerade) Primzahl p nicht
theilbare Zahl, und t' irgend eine der ZaWen
1, 2, 3 ... (p - 1); (1)
dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s
TOn der Beschaffenheit, dass
. rs =D (mod.p)
1St- den d' tG' n lese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ers en
. rades t'x D (mod. p); je zwei solche Zahlen t' und s der Reihe
(1), deren Product == D ist, wollen wir zusammengehörige Zahlen~nnen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere
e enfalls beStimmt. Identisch können diesebeiden Zahlen nur dannWerden w· d'
, enn· le Congruenz
x 2 =D (mod. p) (2)
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1
lllöglich ist. Danach theilen wir unsere Untersuchung in zwei
Fälle ein.
Erstens: Die Congruenz (2) ist ulllnöglicil. - Dann sind also
je zwei zusammengehörige Zahlen von einander verschieden, und
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge-
meinschaftliche Zahl haben, so .zerfallen die sämmtlichen p - 1
Zahlen (1) in ! (p - 1) solche Paare zusammengehöriger Zahlen,
und folglich ist ihr Product
1>-1
1 . 2 .3 ... (p-l) =n-2 (mod. p). (3)
Zweitens: Die Congruenz (2) ist möglich. - Dann existirt .also
.auch in der Reihe (1) mindestens eine Zahl ~ von der Beschafl'en-
heit, dass ~2=D; sehen wir zu, ob ausser (} in der Reihe (1)
noch eine solche Zahl 0 existirt; dann muss (j2 - ~2, folglich.
(d - Q) «(j + ~) durch p theilbar sein; da wir (j verschieden von ~ .
voraussetzen, so ist 0 - ~ nicht th~ilbar durch p, folglich muss
(j + ~ theilbar durch p, also. 0 == p - (} sein; und in der That ist
wirklich (p - ~)2=D. Trennen wir nun diese beiden (wirklich
ungleichen) Zahlen ~ und 0 == p -~, deren Product ~ t1 =- ~t
=- D ist, von den übrigen der Reihe (1), so zerfallen die letzteren
in i (p - 3) Paare zusammengehöriger Zahlen von der Beschaffen-
heit, dass jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Dem-
nach ist in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe (1):
p-l
. - (4)1 . 2 . 3 ... (p - 1) =- D 2 (mod. p). ~
Nun giebt es aber einen F'all in welchem die Congruenz (2), .
stets möglich ist, nämlich den, in welchem D = 1 = 12 ; WIr er..
halten daher zunächst aus (4) den Satz von Wilson:
1 . 2 . 3 ... (p - 1) =- 1 (mod. p), (5)
und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), 80 er..
halten wir d~s Resultat, dass
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Durch diese einfache Betrachtung sind wir also sogleich bis
zu denselben Sätzen in der l'heorie der quadratischen Reste ge-
langt, welche vorher aus der allgemeinen Theorie der binomischen
Congruenzen abgeleitet waren.
§.35.
W~r wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel-
chem der Modul k der quadratischen Congruenz
x 2 = D (mod. k)
die Potenz einer Primzahl p ist; dabei müssen wir ~en Fall, in
welchem.p = 2, gesondert von den übrigen behandeln, in welchen
peine ungerade Primz~hl ist *).
Ist zunächst p eine ungerade Primzahl, und k = p7r, wo n
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die
Congruenz
x 2 = D (mod. p71), (1)
~ei möglich,so überzeugt man sich leicht, dass sie im Ganzen zwei
~congruenteWurzeln hat; denn ist oe eine bestimmte, und x irgend
.eIne Wurzel, so muss
X
2
-a 2 = (x-a) (x+~)= 0 (mod.pll)
sein; Von den beiden Factoren x - a und x + a ist aber nur einer~urch p theilbar; denn wären beide durch p theilbar, so wäre auch
lhreDifferenz 2 oe, und folglich auch a durch p theilbar, was nicht
der Fall ist, da wir D =oe2 als nicht theilbar durch p vorausge-
setzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative Primzahl
ge,gen p7f ist, so muss der andere für sich allein durch p7r theilbar
seIn E ·
· S1st daher entweder
x ::: a (mod. pn), oder x = _ ~ (lnod. pll);
h
also
hat. die Congruenz (1) entweder gar keine' Wurzel, oder sieat zw · ·
el InCongruente Wurzeln a und _ ~.
d Es 1st nun noch zu entscheiden wann das Eine, wann das An-
. ere St . '
h .a t finden WIrd. Da nun jede Wurzel ader Congruenz (1)aue eIne W 1
urze der Congruenz
--------\Vie -) Die nachfolgenden Resultate lassen sich auch aus dem in §. 145 be-
senen Satze abI 't1>1 · e1 en.
'10hlet, Zahlentheorie. 6
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x 2 =D (mod. p) (2)
ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann möglich ist,
wenn D quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob
auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, hieraus die
Möglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, brauchen
wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) eine Wurzel
lX besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hieraus sich eine
Wurzel der Congruenz (1) ableiten lässt, welche = rt (mod. p) ist;
und da Aehnliches von jeder Congruenz x 2 = D (mod. k) gilt, wo
D stets dieselbe Z~hl, k aber irgend eine Potenz der Primzahl p
ist,. so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer Wurzel ader
Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz '
x 2 == D (mod. p1J+l) (3)
ableiten lässt, welche =a (mod. p71) ist. 'Es sei daher
,,2 , D (mod. p1C) oder ~2 - D = hp1C,
so setzen wir
woraus
x 2.- D = hpli + 2 apll y +p'l1J y2 =p1l (h + 2ay) (mod.pn+ 1)
folgt; damit nun x 2=D (mod. p1C+l) werde, braucht y nur so
bestimmt zu werden, dass
2rty =-h (mod.p)
werde; da nun D, folglich auch ~, und also, da p ungerade is~
auch 2a eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lässt sich 11 ste~
so wählen, dass es dieser Congruenz ersten Grades genügt. Wrr
sehen also, dass aus der Möglichkeit der Congruenz (1) auch stets
,die Möglichkeit der Congruenz (3) folgt; durch dieselbe wiederholt
angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass auS der
Möglic.hkeit der Congruenz (2) stets die der Congruenz (1) folgt,
und WIr haben auch eine Methode gefunden, um aus einer Wurzel
der Congruenz x2 ·=D für den Modul p successive eine ,!urzel
de~selben Congruenz für die Moduln p2, p3 ..• p1f zu geWInnen.
WIr haben mithin folgendes Resultat: . .
Ist p eine ungerade Primzahl, und D eine durch p nicht thetl·
bare Zahl, so ist für die Möglichkeit der Oongrttens
x 2 =D (mod. pli)
erforderlich und hinreichend, dass
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(~) = 1,
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d. k. dass D q1~adratischelr Rest von p sei; sobald diese Bedingung
erfüllt ist, bes1;tzt d1:e vorgelegte Congrue1~z zu)ei inco1~gruente Wur-
zeln u und - ct, u1elche gefunden werden können, sobald ma1~ eine
Wurzel der Congruenz
x 2 =D (mod. p)
gefunden hat.
§. 36.
Wir gehen nun zu dem besonderen Fall über, in welchem der
Modul k eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zunächst die Con-
gruenz
x 2 =D (mod. 4),
~ erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann möglich
18t, wenn
D =1 (mod. 4)
isl Denn ist die Congruenz möglich, so ist x jedenfalls ungerade,
und das Quadrat von x = 2n + 1 ist 4n2 +4n + 1=1 (mod.4);~gekehrt, ist D =1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar die
eiden incongruenten Wurzeln x =1 und x =- 1 (mod. 4).
Gehen wir nun zu der Congruenz
x 2 =D (lnod. 8)
über, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl
4n±1 gleich 16n2 + 8n + 1 =1 (mod. 8) ist, dass diese Con-
grU6nz nur dann möglich ist, wenn
. D _.. 1 (mod. 8)
~; und umgekehrt, sobald diese Bedingung ermllt ist, hat die
ngruenz die vier incongruenten Wurzeln x =1, x = 3, x = 5,: s: 7.
Betrachten wir jetzt die Congruenz
x 2 =D (mod. 211),
'0 n~ 3 · t 1· h ·
'e --:- 18, so kann diese Congruenz nur dann mög lC seIn,
nn die Co~gruenz
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x 2 - D (mod. 8)
möglich ist; es ist daher erforderlich, dass
D =1 (mod. 8)
sei. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung
auch hinreicht, und dass dann die Congruenz stets vier incongruente
Wurzeln hat. Nehmen wir· nämlich an, dies sei für den Modul
2n schon bewiesen, so können wir zeigen, dass dasselbe auch fur
den Modul 2n +1 gilt. Es sei nälnlich a eine Wurzel der Con-
gruenz
also
so setzen wir
dann wird
x == a+ 2 71 - 1 .y;
sei.
x 2-D = h.2 n + 271.uy+22n-2y2.
Da nun 1t > 3, so ist 2 7l - 2 > 7l + 1, folglich
x 2 - D =2" (h + ay) (mod. 271 +1).
)
Damit also x 2 - D durch 271 +1 theilbar werde, braucht man nur ,
so. zu wählen, dass
ay =-h (mod. 2)
werde. Dies ist aber stets möglich, da a eine ungerade Zahl ist;
also folgt aus der Möglichkeit der Congruenz
a;2 = D (mod. 27l),
wo '1t > 3 ist, stets die Möglichkeit der Congruenz
x 2 =D (mod. 271 +1).
Wi~ schliessen hieraus zunächst das folgende Resultat:
Damit die Oongruenz
a;2 =D (mod. 2 7l),
in welcher n: > 3 ist, Wurzeln habe, ist erforderlich und hin·
reichend, dass
D =1 (mod. 8)
I t · W · solches llun a eIne urzel dieser Congruenz -und eIne
kann immer nach der obigen Methode gefunden werden -, SO
· d· b zeichne~muss, wenn x lrgen eIne Wurzel derselben Congruenz· e
x~ - ~2 = (a; - a) (a; +a) =0 (mod. 2n)
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sein, Da ferner a sowohl wie x ungerade Zahlen sein müssen, so
sind die beiden Factoren x - fXJ und x + fXJ gerade Zahlen, und
dann muss
X-lX x+ fXJ - 0 ( d 211 - 2)
-2- · -2- == mo.
sein, Da nun die Differenz der beiden Factoren! (x - fXJ) und t (x + lX)
eine ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und
der andere 'folglich theilbar durch 27J -2 sein. Dies giebt folgende
Fälle:
x =rt (mod. 271~1) oder x =- a, (mod. 211 - 1)
und diese liefern wieder folgende vier Fälle:
x =u (mod. 2 71); x =a +211 - 1 (mod. 2n );
x - - u (mod. 211); x =- a - 2n - 1 (mod. 2 7f ).
Und umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier
in Bezug, auf den Modul 271 incongruenten Zahlen der Congruenz
~enügt.
Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu-
sammen:
Die Congruenz
x 2 = D (mod. 2n )
ist stets möglich, wenn 11: = 1, und hat dann eine Wurzel; sie ist,
wenn n = 2, stets Uttd nur dann möglich, wenn D =1 (mod. 4),
und sie hat dann zwei Wurzel1~; sie ist, we-nt~ n > 3, stets und nur
~nn möglich, wenn D =1 (mod. 8) ist, und zwar hat sie dann
tnerWurzeln.
§. 37.
zeIn Es ist jetzt leicht, die Möglichkeit und die Anzahl der Wur-
u h ~er Congruenz x2 =D für einen beliebigen Modulus zu be-
S:heIlen,der relative Primzahl zu D ist. Wir führen diese Unter-
e ~ng g.anz allgemein in folgender Weise.
s selen a, b, c ..• relative Primzahlen zu einander, und
. fex) =0 (mod. abc . ..) (1)
eIne belieb' . 1·" t dileIbe.'.. 1ge zur Auflösung vorgelegte Congruenz, so ass e-
Slch stets auf die vollständige Auflösung der Congruenzen
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fex) = 0 (mod. a) I
fex) =0 (mod. b) r
fex) = 0 (mod. c)
u. s. w.
(2)
(3)
zurückführen. Zunächst leuchtet ein, dass jede Wurzel x der Con-
gruenz (1) auch allen Congruenzen (2) genügen muss; es wird da-
her die Congruenz (1) unmöglich sein, wenn dies mit irgend einer
'der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist ~ irgend eine
Wurzel der Congruenz fex) == 0 (rnod. a), ebenso ß irgend eine
Wurzel der Congruenzf(x) =0 (nlod. b), l' eine Wurzel der Qon-
gruenz fex) =0 (mod. c) u. s. w., so bestimme man (nach §.25)
eine Zahl x durch das Systenl von Congruenzen
x = u (mod. a) I
x = ß (mod. b)
x = jA (mod. c)
u. s. w.,
BO wird
fex) =f(~)= 0 (mod. a)
fex) =f(ß) = 0 (mod. b)
fex) =/(1') =0 (mod. c)
u. s.'w.,
und folglich, da a, b, c ... relative Primzahlen zu einander sind,
auch
fex) =0 (mod. abc . ..),
d. h. jede dem System (3) genügende Zahl x ist eine Wurzel dei'
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach §. 25) dem System (3)
unendlich viele Zahlen x genügen, welche aber alle nachdem Modul
abc . .. einander congruent sind, so liefert das System (3) eine
und nur eine Wurzel x der C?ngruenz (1). Ist nun
l die Anzahl aller incongruenten Wurzeln ~ (mod. a)
,."" "" " "ß (mod. b)
v" "" " "r (mod. c)
u. s. w.,
so kann man im Ganzen Ä~v ••• verschiedene Systeme (3) bilden,
welchen (nach §. 25) ebensoviele verschiedene Wurzeln x der Con-
gruenz (1) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letztere
nicht besitzen, weil, wie schon oben bemerkt ist, jede bestimmte
Wurzel x der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruenzen (2)
und folglich einem bestimmten, a (mod. a), einem bestimmten P
(mod. b), einem bestimmten r (mod. c) u. s. f. congruent sein muss.
Mithin ist die Anzahl aller nach dem Modul abc . .. incongruenten
Wurzeln der vorgelegten Congruenz == Ä/Lv •••
Mit Hülfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande
zu beurtheilen, ob die Congruenz
x 2 =D (mod. k),
in welcher 'n und' k relative Primzahlen sind, möglich, und wie
gross die Anzahl 0 ihrer incongruenten Wurzeln ist. Bedeutet p
jede beliebige in dem Modul k (also nicht in D) aufgehende unge-
rade Primzahl, so ist erforderlich, dass
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(~).= + 1
sei; ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz x' =D in
Bezug auf jeden Modulus von der Form p1J genau zwei incon- I
gruente Wurzeln. Ist daher der Modul k ungerade, und p, die An-
zahl der von einander verschiedenen in k aufgehenden Primzahlen
p, so ist
d = 211.
Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus k das Doppelte einer
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz x2 =D (mod. 2) hat
stets eine und nur eine Wurzel.
Ist aber k das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist ausser
den früheren /L Bedingungen noch erforderlich, dass D=1 (mod.4)
sei; da alsdann die Congruellz x2 =D (mod. 4) zwei Wurzeln be-
sitzt, so ist
(J = 2,u+1.
Ist endlich k = 0 (mod. 8), so ist ausser den früh.eren p, He-
dingungen noph erforderlich, dass D =1 (mod. 8) seI; da dann
die Congruenz x2 =D (mod. 2 71), wo n; :::: 3, stets vier Wurzeln
hat, so ist in diesem Fall
() = 2fl+ 2,
88 Dritter Abschnitt.
§. 38.
Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch eine
Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine Ver-
allgemeinerung des Wilson'schen Satzes (§. 27) machen. Setzen
. wir D = 1, so ergiebt sich, dass die Congruenz
x 2 = 1 (mod. k) (1)
für jeden Modul k möglich ist; die Anzahl (J ihrer Wurzeln ist
= 1, wenn k === lader k === 2; sie ist = 2, wenn k' eine Potenz
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz
oder == 4 ist; in allen übrigen Fällen ist 0 durch 4 theilbar.
Schliessen wir die Fälle k == 1 und k '== 2. aus, so zerfallen die
Ci Wurzeln in io Paare von -Wurzeln (} und - (}; denn mit Q ist
gleichzeitig auch ~ (} eine 'Wurz~l, und da Q relative Primzahl zu
k, und folglich 2 Q nicht =0 (mod. k) sein kann, so sind je zwei
solche Wurzeln (} und - (} auch incongruent.' Das Product
Qx (- (}) == - (}2 zweier solcher Wurzeln ist =- 1, und folg-
lich ist das Product aller 0 Wurzeln =+ 1 oder - 1, je nach-
dem (j durch 4 theilbar ist oder nicht.
Unter den cp (k) Zahlen z, welche nicllt grösser als k und re-
lative })rimzahlen zu k sind, finden sich zunächst die (J Wurzeln
der Congruenz (1); die übrigen cp (k) - (J dieser Zahlen z (wenn
noch solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei
solchen Zahlen rund s zerlegen, deren Prodllct r s == 1 ist; denn
zu jeder Zahl r gehört (naeh §.22) eine solche Zahl s und nur eine,
und ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst r2 =1, und
folglicll r eine der (j Wurzeln der Congruenz (1) wäre. Mithin ist
auch das Product aller dieser cp (k) - (J Zahlen =1.
Multiplicirt man daher alle cp (k) Zahlen z mit einander, -so
wird das Product = - 1, wenn k Potenz einer ungeraden Prim-
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder === 4 ist, in allen
übrigen Fällen aber =+ 1. (In den heiden ausgeschlossenen
Fällen k ==: 1 und k == 2 ist cp (k) = 1, und die einzige Zahl
z =+ 1.) Dies ist der verallgemeinerteWilson'scile Satz *).
*) GaU88: D. A. art. 78.
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Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der
heiden in §. 32 aufgeworfenen Fragen ihre vollständige Beant-
wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der z\veiten un-
gleich interessanteren, aber auch sChwierigeren Aufgabe:
Alle Mod~tln k zu finden, von welchen eine rJegebene Zahl D
quadratischer Rest ist.
Bevor wir zu der Lösung derselben übergehen, wollen wir er-
wähnen, dass man häufig, namentlich in den älteren Schriften, eine
andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln k, für welche eine
Congruenz fex) =0 (mod. k) möglich ist, nennt man auch Divi-
soren de'r Form fex), weil es Zahlen x giebt, für welche die F.ortn
fex) durch einen solchen Modul k theilbar wird; die von uns ge-
suchten Zahlen k sind daher die Divisoren der Form x 2~ D; sie
stimln~n vollständig überein mit den Divisoren der Forln t 2 -:- Du2,
in welcher t, u zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber
immer relative Primzahlen zu einander sein sollen. Dass wirk-
lich jeder Divisor der Form x 2 - D auch ein Divisor ·der Form
t2 - Du2 ist, leuchtet unnlittelbar ein, da die letztere in die er-
stere übergeht, wenn man t = x, u == 1 setzt. lJmgekchrt, ist
k Divisor der Forln t2 - Du2 so ist 1~ J' edenfalls relative Prün-
, t
zahl zu Je' (denn ginge irgend eine Prinlzahl gleichzeitig ill kund
u auf, so müsste sie auch in t 2 und folglich auch in taufgehen,
gegen die Voraussetzung, dass t, u relative Primzahlen sind), und
man kann folglich eine Zahl x finden, welche der (\nlgrurllz
ux =: t (lnod. k) genügt; da nun t 2 -Du2 =0 (mod. k), so ist
auch U 2 (X 2 - D) = 0 (mod. k) und folglich, da tt 2 relative llrinl-
zahl zu k ist, auch x 2 - D =0 (mod. k), d. h. jeder ])ivisor k der
Form t 2 - Du2, in welcher t und 'lt relative' l)l'inlzahlen zu ein-
ander sind, i~t allch Divisor cler Form x 2 - I).
Das allgemeine Prühlen1 wird daher häufig auch so ausge-
drückt: es sollen alle Divisoren der F'orm t2 - !) n'l gefunden wer-
d~n, in welcher D eine gegebene, t und 1t dagegen zwei un~e­
stImmte ganze Zalllen bedeuten, die relative PriInzahlen zu eIn-
ander sind.
Wir heschränken uns auch hier auf solche (immer mitpo."i-
tivem Vorzeichen genommene) Moduln k, die relative Primzahlen
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zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen
die Möglichkeit der Congruenz x 2 =D (mod. k) nur von der Be-
schaffenheit der in k aufgehenden Primzahlen abhängt und rur
einen Modul von der Form 2n immer leicht beurtheilt werden
kann, so kommt es nur darauf an, alle ungeraden (in D nicht auf-
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen D quadratischer
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §. 33) der quadratische
Charakter einer Zahl D in Bezug auf einen solchen Modulus p
nur von den in D enthaltenen Factoren abhängt, so werden wir
in letzter Instanz auf folgendes Problem geführt:
Alle ungeraden Primzahlen p zu finden, jiir welche irgend eine
der drei Congruenzen
x 2 =-1, x 2 = 2, x 2 =q (mod. p)
möglich ist, wo q irgend eine gegebene positive ungerllde Primzahl
bedeutet.
§. 40.
Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p, für welche die
Congruenz-
X 2 =- 1 (mod. p)
möglich ist, bietet keine Schwierigkeit mehr dar. Denn da (nach
§. 33) allgemein
(D) p-lP =n-2- (mod. p)
ist, so erhält man speciell
( 1) p-lP =(_1)-2 (mod. p)
und folglich auch
('p 1) = (-1{-:/.
In Worten lautet dieser wichtige Satz *) folgendermaassen:
*) Euler: Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numf,ru,"
primum formae 4n +1 esse summan~ duorum quadratorum, Nov. CODun,
Petrop. V, v. 8.
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Die Zahl - 1 ist quadratischer Rest' aller Prif11Zahlen von der
Form 4n + 1, dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen
von der Form 4n +3.
Dasselbe Resultat erhält man auch auf folgendem Wege. Ist
die Congruenz x 2 =- 1 (mod. p) möglich, und x eine Wurzel
derselben, so folgt hieraus durch, Potenzirung
p-l
x p - 1 =(-1)-2 (mod. p)
. p-l
und hIeraus (nach dem Fermat'schen Satze §. 19) (-l)-i- = 1
also p = 4n + 1; d. h. die Zahl - 1 ist quadratischer Nichtrest
von allen Primzahlen von der Form 4n + 3. Ist umgekehrt p
von der Form 4n + 1, so ist xp - 1 - 1 algebraisch theilbar durch
x' - 1, also auch durch x2 +]; es ist folglich
x p - 1 - 1 = (x 2 + ~) t/J (x),
wo t/J (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun
(nach dem Fermat'schen Satze §. 19) die linke Seite dieser Glei-
chung für p - 1 incongruent~ Werthe von x congruent Null wird,
so wird (nach §. 26) auch x2 +1 für zwei incongruente Werthe
von x congruent Null*), d. h. die Zahl -1 ist quadratischer Rest
von allen Primzahlen von der Form 4n +1. Det Satz ist also von
Neuem bewiesen.
§.41.
Wir gehen nun zu der Lösung der zweiten Aufgabe iiber,
welche sich auf die Congruenz
x 2 = 2 (mod. p)
bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Induction, folgendes,
zuerst von Lagrange **) be~iesenes, Resultat gefunden: .
Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von e~ner
der beiden Formen 8 n + 1 oder 8 n +7, dagegen Nicktrest aller
Primzahlen von einer der beiden Formen 8 n +3 oder 8 t1t + 5.
*) Man findet auch leicht mit Hülfe des Wilson'schen Satzes (~. 27).
dass diese Wurzeln =± 1.2.3 ... i (p - 1) sind.
**) Recherehes d'Arith1netique, Nouv. Mem. de l'Acad. de ßerlin. 1775,
p. 849, 851.
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Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass näm-
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form Sn + 3 ist.
Offenbar ist derselbe für p == 3 richtig, denn nur die Zahl 1 ist
Rest von 3. Gesetzt nun, der Sati wäre nicht allgemein gültig, so
müsste es doch eine kle1:nste Primzahl p von der Form Sn + 3
geben, für welche er unrichtig ,vürde, für welche also die Con-
gruenz
x 2 =2 (mod. p)
möglich würde. Hierin kann man immer die Wurzel x kleiner als
p und ungerade voraussetzen, denn wenn x gerade ist, so ist die
andere Wurzel x' ::=-: p - x llngerade. Wir können daher
x 2 -2 =pf
setzen, wo f positiv und kleiner als p ist; da ferner x 2 von der
Form Sn + 1, also pI von der Form 8n,- 1, und folglich f von
der Form 8n + 3 ist, so ~at die Zahl f mindestens einen Prim-
factor p' von einer der Formen Sn +3 oder 8n - 3; denn ein
Product aus lauter Factoren von der Form Sn + 1 würde wieder
dieselbe Form Sn+1 haben. Für diese Primzahl p', die jedenfalls
< p ist, ,vürde dann ebenfalls x 2 =.2 (mod. p') sein; allein dies
streitet mit unserßr Voraussetzung, dass p die kleinste in der Form
Sn+3 enthaltene Prin1zahl ist, von welcher die Zahl 2 quadrati-
seIler Itest ist. Mithin ist diese Voraussetzung überhaupt unzu-
lässig, und es folgt, dass stets
( ;) = - 1 ist, wenn p = 8 n + 3.
Wir wollen j~tzt zweitens beweisen, dass die .~ahl 2 quadrati-
scher Rest aller Primzahlen p von der Form Sn + 7 ist; da nun
(nach §. 40) - 1 quadratischer Nichtrest aller dieser Primzahlen
ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl - 2 ebenfalls Nicht-
rest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir uns die
allgemeinere Aufgabe zu be,veisen, dass - 2 Nichtrest von allen
in den beiden Formen S ~~ + 5, 8n +7 enthaltenen Primzahlen ist,
obgleich dies für die Primzahlen der Form Sn + 5, von welchen
(nach §. 40) - 1 quadratischer Rest ist, schon im Vorhergehenden,
gescllehen ist. Zunächst bemerken wir wieder, dass der Satz für
die kleinste in einer dieser Formen enthaltene Primzahl 5 in der
That richtig ist.> Wenn nun der Satz nicht allgemein gültig ist,
so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende Primzahl, so dass also
eine Zahl x existirt, für' welche
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also
x 2 + 2 =0 (mod. p)
ist; auch hier können wir wieder annehmen, dass x kleiner als})
und ungerade ist, so dass, wenn wir
x 2 +2 ==pf
setzen, die Zahl! positiv, ungerade und kleiner als p ausfällt. Da
ferner x 2 + 2 =3 (luod. 8) und p =5 oder = 7 (mod. 8) ist, so
muss f entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein; und da ein
Product aus lauter Factoren von den Forlnen 8n + 1, oder Sn +3
stets wieder eine dieser Formen, niemals eine der Forlnen 8n + 5
oder Sn + 7 hat, so muss die Zahl! mindestens einen Primfactor
p' von einer der Formen 8n +7, 81~ +5 haben, für welchen der
Satz ebenfalls unrichtig ist, da x 2 +2 =0 (mod. p') ist; allein, da
p' < p, so streitet dies mit der Annahme, dass lJ die kleinste denl
Satze nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme über-
haupt nicht zulässig und folglich der Satz allgemeingültig, dass
( p 2) = _ 1 für p = Sn+5 oder = Sn + 7,
d. h. dass
(;) =-1 für p = Sn+5
(;) = + 1 für p = Sn + 7
ist.
Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen übrig, dass 2 quadra-
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8 n + 1 ist;
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an-
wendbar, weil die Annahlne des Gegentheils sich nicht in ~Form
einer Congruenz darstellen lässt, die dann zur Auffindung des
Widerspruchs benutzt werden könnte. Allein in diesenl ~-'alle
k~nn man direct, wie folgt, verfahren j da p = Sn + 1 ist, so hat
die Function x p - 1 _- 1 den Divisor x 8 - 1, also auch den Factor
Xi + 1, und- hieraus folgt nach einem früheren Satze (§. 26), dass
die Congruenz
x 4 +1 =0 (h1od. p)
Wurzeln hat; ist nun x eine s<?lche, so ist
a;4 +1 = (x 2+ 1)2"+ 2x 2 =0 (mod. p),
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(x 2+1)2 = + 2x 2 (mod. p);
es ist daher ± 2x 2 und folglich auch +2 quadratischer Rest vonp;
in Zeichen (+ 2) = 1, wenn p == 8 n +1.
P .
Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen bewiesen; WIr
können denselben in der einen Gleichung
2) p2-1(p =(-l)-~
zusammenfassen; denn je nachdem p == 8n+ 1, oder p == 8n±3
ist, wird l (p 2 - 1) eine gerade oder ungerade Zahl.
§.42.
Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage:
von welchen ungeraden Primzahlen p ist die gegebene ungerade
Primzahl q quadratischer Rest? Die vollständige Antwort hierauf
wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sätze der
Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigenthümlichen Charakters
wegen den Namen des Reciprocitäts-Satzes erhalten hat. Man
kann ihn folgendermaassen aussprechen:
Sind p und q zwei positive ungerade Primzahlen, von denen
mindestens eine die Form 4 n, +1 hat, so 1:St q quadratischer Rest
oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer Rest oder Nicht-
rest von q ist; haben aber beide Primzahlen p und q die l'orm
4n +3, so ist q quadrat1~scher Rest oder Nichtrest von p, je nach-
dem p quadratischer Nichtrest oder quadratischer Rest von q ist.
Offenbar lässt sich dieser Satz durch die für beide Fälle gültige
Gleichung
(~) (;) = (_l{-;t. q-;l
ausdrücken; denn sobald mindestens eine der heiden Primzahlen
p oder q die Form 4n +1 hat, so ist die entsprechende der heiden
Zahlen ! (p - 1) oder t (q - 1), und folglich auch ihr Product
~ (p - 1) · i (q - 1) eine gerade Zahl, so dass
(~) (;) = 1, d( h. (;) = (~)
r··········,···,·~""'··,·'······.i
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ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet j sind dagegen
heide Primzahlen p und q von der Form 4n +3, so sind auch
heide Zahlen i (p - 1) und l (q - 1), und folglich auch ihr Product
i(p - I).! (q - 1) ungerade, so dass
(;) (;) = - 1, d. h. (;) = - (~)
wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedrückt ist.
Ist z. B. p == 3, q == 5, so ist p quadratischer Nichtrest von
q und gleichzeitig q quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen
Ist ferner p = 3, q = 13, so ist p quadratischer Rest von q
und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen
(1~) = c:) = + 1.
Ist .dagegen p = 3, q = 7, so ist p quadratischer Nichtrest
von q und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen
(~) =- (~) =-1.
Hinsichtlich der Entdeckung und Begründung dieses berühm-
ten Satzes ist jetzt festgestellt *), dass derselbe seinem vollständigen
Inhalte nach, wenn auch in anderer Form, zuerst von Etiler**)
ausgesprochen, aber nicht bewiesen ist; sodann hat Legendre •••)
?ffenbar unabhängig von Euler, den Satz abermals aufgestellt, und
Ihm gebührt das Verdienst, wenigstens einen Theil desse~en auf
sehr scharfsinnige Weise bewiesen zu haben; endlich hat Gauss
zuerst nicht nur einen sondern nach und nach sechs vollständige,,
strenge, auf ganz verschiedenen Grundgedanken beruhende Be-
'*) Verg1. Kummer: Ueber d~'e allgemeinen Reciprocitätsgesetze unter
den Resten und N~'chtresten'der Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist~A.b~. d. Berliner Akademie. 1859) und Kronecker : Be.merku."1!en ~U,· Ge-
cluchte des Reciprocitätsgesetzes (Monatsber. d. Berhner AkademIe vom
22. April 1875).
. **) Observationes c~'rca divisionem quadratorum per numeros primo,
1tn Bd. I. der Opusc'Ula Analytica (Petersburg 1783) oder in den schon
erWähnten Oommentationes Arithmeticae, Tom. I. p. 477.
**~) Recherehes d,'analyse indeterminee (Hist. de l'Ac. d. Sc. 1785. p. 466).
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weise *) von diesem Satze gegeben, den er seiner vVichtigkeit wegen
das Theorema jundarnentale in der rrheorie der quadratischen l~este
nannte. Wir folgen hier zunächst dem dritten dieser seclls Beweise,
der sich auf ein Lemma stützt, durch welches das Euler'sche
Kriterium (§. 33) über den Charakter einer Zalll D in Bezug auf
die Primzahl p in ein anderes umgeforlnt wird.
§. 43.
Wir haben früher (§. 33) gesehen, dass eine durch p nicht
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je
nachdem
p-l
D-2- == + 1 oder == - 1 (mod. p)
ist; betrachten wir nun die Producte
D, 2D, 3D .,.. ~(p-l)D
aus dieser Zahl D und aus den ersten ~ (p - 1) ganzen positiven
Zahlen, so werden die kleinsten positiven Reste
derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens sämmtlich ver-
schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ihnen
*) D. A. artt. 125 bis 145 (vergl. §§. 48 bis 51 dieser Vorlesungen), -
D. A. art. 2ß2 (vergl. *§, 152 hiA 154). - Theorelnatis art:thmetic1: de1non·
stratio nova. 1808. - Sum1rtatio quarulndatn serieru.m singularz'u1n. 1808
(vcrgl. ~. 115). - 11heore1natis Jundarnentalis in doctrt'na de 10 esiduis
quadraticz'.~ de1J~onstrat1'ones et anipliationes novae. 1817. ~ In der nach-
gelassenen Analysz's Resz'duvl'u1n art. 365 (Gauss' Werke Bd. I!.) findet sich
noch ein siebenter Beweis, welcher wohl als ein selbständiger bezeichnet
zu werden verdient, obwohl er seine (~uelle, die. Kreistheilung , mit dem
vierten und sechsten Beweise gemeinschaftlich hat. - Die meisten der von
anderen Mathematikern, z. B.· Jacobi, Eisenstein veröffentlicht~n Bewe~se
beruhen auf denselben Principien wie die von Gauss; ein besonders eIn-
facher Beweis ist von dem Pfarrer Zelle1- gegeben (Monatsber. d. Berliner
Akad. vom 16. Dec. 1872). Durchaus originell ist der Beweis von Eisen-
stein in der Abhandlung Applz'catz'ons de l'Algebre a l'Arithrnetique trans-
cendante (Crelle's Journ. Bd. 29). Vergl. auch die Einleitung zu der Ab-
handlung von KU1n1ner: Zwei neue Beweise der allge1neinen Reciprocitäts-
gesetze etc. (Abh. d. Berliner Akad. 1861). Von grossem Interesse sind end-
lich die Mittheilungen von Bchering und Kt·onecker in den Monatsber. d.
Berliner Akad. vom 22. Juni 1876.
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kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese t(p-l) Reste in
zwei Abtheilungen , je nachdem sie grösser oder kleiner als .! p
sind, und bezeichnen die ersteren, deren Anzahl = fL se~ mit 2
Ut, a2··· alu,
die übrigen Reste, welche kleiner als !p sind, und deren Anzahl
l = l (p - 1) - Pt ist, mit
ßl' ß2.·· ßl.
Nimmt man nun. von den ersteren p, Resten ihre Ergänzungen
zur Zahl p, also die Zahlen
P-al' P-a2. '. . p-a""
so liegen dieselben, ebenso wie die Ä Zahlen ßl' 132 · • • P1, auch
zwischen .denGrenzen 0 und ~p; ausserdem sind sie alle von ein-
ander verschieden; endlich lässt sich aber auch zeigen, d~ss sie
von den Ä Zahlen ßt, ß2 ... ßl verschieden sind; denn wäre z. B.
p - a = ß, also u + ß == P =0 (mod. p), so müsste auch, wenn
" der Rest von 8 D, ß der Rest von t D ist,
8 D + tD = (8 +t) D =0 (mod. p)
und folglich s + t durch p theilbar sein; allein da jede der heiden
Zahlen 8 und t zwischen 0 und i p liegt, so liegt s + t zwischen 0
und p (mit Ausschluss dieser beiden Grenzen); es kann daher
s + t nicht theilbar durch p, und folglich auch nicht p - ct = {J
sein. I
Mithin haben die folgenden l (p - 1) Zahlen
p - Ul , P - U2 • • • p - ufl; Pt , Pi··· ß1
lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihreIn Werth
nach zwischen 0 und ~p liegen, so müssen sie im Complex genom-
men identisch mit den ~ (p - 1) Zahlen
1, 2, 3 .. . ~(p-1)
sein, so dass ihr Product
(p - ( 1) (p - ( 2) ••• (p - rtfl) ßl ß2 • • • ß1 == 1 · 2 · 3 · · · ~ (p - 1)
ist. Werfen wir hieraus die Multipla .von p weg, so erhalten· wir
die Congruenz
(- 1)IU Ul «2 • • • U fl . ßl ß2 • . . ß" =1. 2 · 3 · · · Hp - 1) (mod. p);
da nun andererseits ~
Dir ich 1e t, Zahlentheorie. 7
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,,-1
(,(1 lX2 •• • (,( u· ßIß2 • • • ßA == 1. 2 · · · ~ (p - 1) D-2- (mod. p)
j
ist, so folgt llieraus, dass
p-l
(-1)!t.1.2 ... !(p-1). D-2 == 1.2.3·· · l(p-1) (mod.p)
und also auch
p-l
V-2- =(-l),u (mod. p)
oder, was dasselbe sagt, dass
(~) = (-1)~
ist. Hierin besteht die Umformung des Kennzeichens, welches dar-
über entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder Nicht-
rest der ungeraden Primzahl p ist:
Man braucht nur nachzusehen, ob die Ansahl EL der kleinsten
positiven Reste der Zahlen
D, 2D, 3D ... !(p-I)D,
die grösser als lp ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem
das Erstere oder Letztere eintritt, ist D quadratischer Rest oder
quadratischer Nichtrest von p.
Mit Hülfe dieses Satzes ist Inan schon im Stande, für jedes
wirklicll gegebene D die Formen für die P~imzahlen aufzustellen,
von welchen D Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu
zeigen, betrachten wir den allerdings schon früher (~. 41) voll-
ständig durchgeführten Fall D = 2. Bilden wir die Zahlen
2, 4, 6... (p - 1),
so ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in
Bezug auf den Modulus p, und die Anzahl p, derjenigen dieser
Zahlen, welche > l p sind, wird durch die Bedingungen
p-2 p+2
P - 1 - 2ft < ~p < p + 1 - 2 ft oder _.-4- < II < =-r-
bestimmt; bezeichnen wir daher allgemein mit [x] .die grösste in
der reellen Zahl x enthaltene ganze Zahl, so dass stets 0 S x - [x] <: 1
ist, so erhalten wir
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Je nachdem nun }) von einer der Formen 8n + 1, Sn +3,
Sn + 5, 8n + 7 ist, wird p, == 2n, 2n +1, 2n +1, 2t~ + 2; es ist
daher p, gerade und folglich
(~) = + 1, wenn p =+ 1 (mod. 8);
und E" ist ungerade, .also
(;) = -:- 1, wenn p =+3 (mod. 8).
Auf diese Weise finden wir also eine vollständige Bestätigung
des Resultats unserer früheren Untersuchung (§. 41), und ganz
ebenso würde sieIl für jeden speciellen Werth von D die Unter-
suchung führen lassen, z. B. für die nächstliegenden Fälle D=- I,
D = 3, D = 5 u. s. w.
§.44.
Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Fälle und
wenden uns zu einer weiteren Umformung, bei welcher wir der
späteren Bezeichnung wegen q statt D scbreiben wollen. Bezeichnen
wir wieder mit [x] die grösste in dem Werth x enthaltene ganze
Zahl, und setzen wir zur Abkürzung p = 2p'+ 1, BO können wir
q=p[;]+r1
2q =p [i] +r,
.............
p'q =p ~~q]+rp'
setzen, wo wie früher (§. 43)
'f1 , 'f2 • • • r p'
zwischen den Grenzen 0 und p liegen; theilen WIr wieder diese
kleinsten R~ste in z\vei Abtheilungen
und
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von denen die ersteren > i p, die letzteren < i p sind, und bezeich-
nen wir mit A die Summe der /L ersteren, mit B die Summe der
1 letzteren, ferner Il}.it M die Summe
p2-1
8 (q-l) == (M-I.') P +2A.
Nun komnlt es uns lediglich darauf an; zu erfahren, ob p, ge-
rade oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort,
so erhalten wir, da p =- 1 (mod. 2) gesetzt werden kann,
_ p2-1
/L = M + -8- (q-l) (mod. 2).
Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade
oder ungerade ist, wird q quadratischer Rest oder Nichtrest von
p sein. Nehmen wir daher z. B. wieder den Fall q = 2, so ergiebt
sich unmittelbar M = 0, aJso
_p2-1
p, = -8- (mod. 2),
folglich
(2) p2-1P = (-I)P - (-1)-8-;
dies ist aber genau die schon früher (§.41) aufgestellte Formel.
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Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter der
,Voraussetzung fortführen, dass q eine ungerade, also q - 1 eine
gerade Zahl ist; dann ist also
l'" =M(mod. 2), (;) = (-I)N;
und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei-
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade oder unge-
rade ist.
uni dies weiter zu untersuchen, machen wir die fernere An-
nahme, es sei q positiv und kleiner als p. Dann leuchtet zunächst
ein, dass jedes Glied in der Reihe M höchstens um eine Einheit
grösser ist als das unmittelbar vorhergehende, weil der Unter-
schied von zwei ·auf einander folgenden Brüchen
s q und (s +1) q
P p.
< 1 ist, und folglich höchstens eine ganze Zahl zwischen beiden
liegen kann; da ferner der letzte Bruch
p' q _ (p - 1)q = q- 1 +P - q
p - 2p 2 2p
ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen -Reihe
[p~q] = q 2 1 = q'.
Mithin kommen in der Summe M nach und nach Glieder vor,
welche die Werthe 0, 1, 2 ... q' besitzen; wir suchen nun gerade
die Stellen auf, wo zwei auf einander folgende Glieder
[~q] und [(8 ~l)q]
wirklich um eine Einheit verschieden sind, so dass, wenn t irgend
eine der Zahlen 1, 2 ... q' bedeutet,
8q<t«8+1)q
p p
wird (da iq relative Primzahl zu p, und 8 < P ist, so kann keiner
der Brüche 8 q :p eine ganze Zahl sein); hieraus folgt aber
8 < t: < 8 +1, also, 8 = [t:] ,
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und folglich giebt es in der Reihe M jedesmal
e:] -[(t-
q
l)P]
Glieder, welche den Werth (t-l) haben; und die Anzahl der
letzten Glieder, welche den Werth q' haben, ist offenb~r
\
p' - [q/l
Multiplicirt marl nun jedesmal die Anzahl einer solchen Gruppe
von Gliedern,. welche einen und denselben Werth haben, mit diesem
Werth, so muss die Summe aller dieser Producte = M werden.
Dies gieht
O.[~]+1.([2:]_ [~])+2.([3{] _ [2:])+ ...
+(q'-I) . ([q/] - [(q' ~ I)P]) + q' .c: 2 1 - [q/])
.- [~] - e:J - ···- [q/J + q' · P 2 1.
Setzen wir daher
N= [~] + [2{] + ... + [q/J,
so erhalten wir das Resultat
M+N= P
2
1· q
2
1,
welches offenbar für je zwei positive ungerade relative Primzahlen
p, q gültig ist; denn bei der Ableitung ist weiter Nichts vorausgesetzt,
und da das Resultat vollkommen symmetrisch in Bezug auf die
heiden Zahlen p, q ist, von ,velchen docll eine jedenfalls die kleinere
sein muss, so ist auch die bei dem Beweise gemachte Annahme, es
sei p > q, erlaubt.
Hiermit ist nun zwar die Summe M nicht selbst gefunden,
sondern nur auf die Summe N zurückgeführt; aber dies genügt
vollständig, um den Reciprocitätssatz daraus abzuleiten. Oben
ist gezeigt, dass, wenn p eine positive ungerade Primzahl, und q
irgend eine durch p nicht theilbare ungerade Zahl bedeutet, stets
(;) = (_I)M
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ist; nehmen wir daher jetzt 'ferner an, dass q ebenfaJIs eine posi-
tive ungerade Primzahl ist, so wird ebenso
(P) = (-J)N,q,
und folglich, mit llücksicht auf den so eben bewiesenen Satz,
(:) (;) = (_I)M+N = (_1)~1. q-;l
worin der Reciprocitätssatz besteht.
§.45.
Wir betrachten zunächst ein Beispiel, um die Nützlichkeit des
Reciprocitätssatzes für die Beurtheilung der Möglichkeit einer Con-
gruenz von der Form
x 2 = D (mod.l))
nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz
x 2 =365 (mod. 1847),
so ist der Werth des Symbols
(~)1847
zu ermitteln. Zunächst zerlegen wir 365 in Primfactoren, obgleich
dies, wie wir später sehen werden, nicht nothwendig ist.
Aus dieser Zerlegung 365 = 5. 73 folgt unmittelbar
( 365) (5) ( 73 ). 1847 = 1847 1847·
Da ferner 5 von der ·l~'orm 4 n + 1 ist, so ergiebt sicll aus dem
Reciprocitätssatze .
( _5) == (1847)1847 5
und also, da 1847 . 2 (mod. 5) ist,
. (18~7) = (:) = -- 1
nach §. 41' da ferner auch 73 von der Form 4 n +1 ist, so folgt
wieder aus 'dem Reciprocitätssatze, und weil 1847 == 22 (mod. 7ö) ist,
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( 73) (1847) (22) ( 2) (11)1847 = 73 == 73 = 73 73;
nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach §. 41)
(~) = 1, folglich (1~:7) = G~)j
nach dem Reciprocitätssatze- ist aber wieder
G~) = GD = (171)'
und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 4 n + 3 sind, so
ist aberlnals nach dem Reciprocitätssatze
(171) =- c;) =- (~) =-(~y=-1,
folglich
(1~:7) = GD = (1~)=- 1
und also endlich
(1~:57) = (1:47) (1~:7) = (-1) (-1) = ;t-l,
es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die
oben vorgelegte Congruenz ist möglich; und in der That ist
(+ 496)2 == 246016 = 365 + 133 • 1847.
§.46.
Der in dem eben behandelten Beispiel angewendete Algo-
rithmus, welcher auch bei jedem ähnlichen Beispiel nach einer
endlichen Anzahl von Operatio:p.en zum Ziele führt, lässt sich im
Allgemeinen bedeutend abkürzen, wenn man sich einer zuerst von
Jacobi *) in die Zahlentheorie eingeführten Verallgemeinerung des
Legendre'schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeichens
auch für unsere späteren Untersuchungen unerlässlich ist, so be-
schäftigen wir uns zunächst mit der Erklärung desselben und den
Gesetzen, denen es gehorcht..
*) Monatsbericht der Berliner Akademie. 1837. (Crelle's Journal Bd. 30.)
Vergl. die schon erwähnten Mittheilungen von Schering und Kronecker
in den Monatsber. d. Berl. Ak. vom 22. Juni 1876.
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Es sei die ungerade Zahl P in ihre Primzahlfactoren p, p', p"
u. s. w. zerlegt, also
P == pp'p" ...
und m irgend eine relative Primzahl zu P, so setzen wir mit Jacobi
offenbar ist der Werth dieses Symbols = + 1 oder = - 1, je nach-
dem die Anzahl derjenigen Primfactoren p, p',p" ... , von welchen
m quadratischer Nichtrest ist, gerade oder ungerade ist. Wenn m
quadratischer Rest von P, und also auch von jeder einzelnen der
Primzahlen p, p', p" ... ist, so ist
(;) = (;) = (;) · · · = 1,
und folglich auch
(;) = (;) (;) (;) · · · = 1;
aber man darf diesen Satz durchaus nicht umkehren; sobald näm-
lich die Zahl m von zweien der Primfactoren p, p', p" . . . .(oder
von vier, von sechs u. s. w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat das
Symbol den Werth + 1, und doch ist m quadratischer Nichtrest
;on P. Im einfachsten Fall, wo P selbst eine ungerade Primzahl
1st, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit de~ früheren
überein. Der Vollständigkeit wegen wollen wir ferner festsetzen,
dass, wenn P = 1, das Symbol immer die positive Einheit be-
deuten soll.
Aus dieser Definition des Zeichens ergeben sich nun folgende
Sätze: .
1. Ist m relative Primzahl gegen jede der heiden ungeraden
Zahlen P und Q, also auch gegen die ungerade Zahl P Q, so ist
denn, wenn
(;) (~) = (;Q);
P , "==ppp ...
Q , ". = qqq ...
is~ Wo p, p' . . . q, q' . . . lauter Primzahlen bedeuten, so ist
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(;nQ) = (;) (;) (;,) ... (~) (;) (;,) ...
= (;) (~)-
2. Sind die Zahlen l, m, n ... relative Primzahlen gegen die
ungerade Zahl P, so ist
(~) (;) (;) ... = (lm~.. ");
denn, wenn wieder
P === p p' p" . . .
ist, so ist
(~) = (;) (~,) (},) .
(;) - (;) (;) (;,) .
(;) = (;) (;) (;,) ..'.
u. s. w.
Da nun ferner, wie früher (§. 33) bewiesen ist,
, (;) (;) (;) ... ~Cm ; .. ")
ist, und Aehnliches für die anderen Primfactoren p',p" u. s. w. gilt,
so erhält man durch Multiplication der vorangehenden Gleichungen
worin der zu beweisende' Satz besteht.
3. Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und
m =m' (mod. P), also auch m' relative Primzahl zu P, s~ ist
denn, wenn P = p p'p" ... ist, so ist auch
m =m' (mod. p), m =m' (mod. p'),
u. s. w., also
u. s. w., und folglich
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was zu beweisen war. -
4. Die beiden letzten Sätze zeigen, dass das verallgemeinerte
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache; wir wollen
nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole
nach den früheren Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass auch
ein dem früheren ganz analoger Reciprocitätssatz Statt findet; um
.aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken wir
folgende Bemerkungen voraus. Ist
R = r'r"r"' ...
eine beliebige ungerade Zahl, so sind r' - 1, r" - 1, r'" - 1 ...
lauter gerade Zahlen, und folglich ist jedes Product aus zweien
oder mehreren dieser Differenzen =0 (mod. 4); bringt man daher
R in die Form
R = (f +'(r' - 1») (1 +(r" -1») (1 + (r'" -1») · · ·
und führt die Multiplication aus, so ergiebt sich
R =1 + (r' - 1) + (r" -1) +(r'" -1) + · · · (mod. 4)
oder kürzer t
R-·1· r-l d)~=~ -2-(mo. 2,
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben r bezieht, der die
einzelnen E'actoren r', r", r'" ... durchlaufen IDUSS.
. Auf ganz ähnliche Weise ergiebt .sich aus denselben "Toraus-
setzungen noch ein zweites Lemma; es ist nämlich r 2 =1 (mod.8)
und folglich
R2 = (1 +(r'2 - 1» (1 +"(r"2 -1)) (1 + (r'''2 - 1» · · ·
=1 +~ (r2 - 1) (mod. 16),
also
R2-1 r2-1
8 =~ -8- (mod. 2).
Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu unserem Gegen-
stande zurück.
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5. Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist
(
-1\. P-lp) = (-1) 2 •
Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen p', p",
p'" . . . ist, so ist
(- 1) (- 1) (- 1) (- 1) Zp-lP = 7 pli p"" · · = (-1) 2,
wo der Summationsbuchstabe p alle Primfactoren p', p", p'" · . ·
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma 4.
,p-1 P-11-2- =-2- (mod. 2)
ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein.
"6. Ist P eine ungerade Zahl, so ist
(2) P2-1P == (-1)-8-.
Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist
( 2) 2 ) ( 2 ) ( 2 Zp2_1P = (pI pli pm)' · · = (- 1) 8,
und da nach dem zweiten Lemma 4.
p2-1 _ P2-1}: -8- = 8 (mod.2)
ist, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des zu beweisenden
Satzes.
7. 0 Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und Qre-
lative Primzahlen zu einander, so ist
(P) (Q) P-l. Q-lQ p = (_ 1) 2 2.
Denn es sei P das Product aus den Primzahlen
p', p", p'" . . • (p)
und Q das Product aus den Primzahlen
q', q" . o· · (q)
welche also von den Primzahlen p', p", p'" ... verschieden sind.
Dann istzufolge der Erklärung und nach 2.
(~) = (;) (;) · · · = n(:),
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wo das Productzeichen n sich auf alle Combinationen einer jeden
der Primzahlen p mit einer jeden der Primzahlen q bezieht; ganz
ebenso ist aber
und folglich
(~) = n (;)
(~) (~) = n (~) (;),
wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen bezieht;
da nun nach dem Reciprocitätssatze
(~) (;) = (_I{~l.q-;l
ist, so ergiebt sich
wo wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen
jeder Primzahl p mit jeder Primzahl q erstreckt; es ist daher I
~p-l q-l = ~p-l X ~q-l
2 2 2 2 '
wo auf der rechten Seite das erste Summenzeichen sich auf alle
Primzahlen p, das zweite sich auf alle Primzahlen q bezieht. Da
nun nach dem ersten Lemma 4.
p-I_P-l d~-2- = -2-(mo · 2) .
und
q-l Q-I d)~-2-=--r(mo.2
ist, so ergiebt sich
p- 1 q -1 _. P - 1 Q- 1 ( d 2)~-2--2-=-2- 2 mo. ,
und hieraus
P-l Q-l
(~)(~)=(_1)-2·-2,
was zu beweisen war. -
Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung über das Symbol zu
machen übrig; wir haben oben dieses Zeichen nur unter der Vor-
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aussetzung definirt, dass die Zahl P eine posit'l:ve ungerade Zahl,
und dass die positive oder negative Zahl m relative Primzahl zu P
ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens dahin, dass P
auch eine negative ungerade Zahl sein kann, inlmer aber mit der
Beschränkung, dass m relative Primeahl zu P ist *); und zwar
setzen wir fest, dass
sein soll. Dann leuchtet augenblicklich ein, dass die Sätze 1., 2.,
3. und 6. ohne Beschränkung gültig bleiben; ferner, dass der Satz'
5. nur dann richtig ist, wenn P positiv ist, dagegen für ein negatives
P falsch wird; und endlich, dass der Satz 7. nur dann gültig bleibt,
wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und Q positiv ist,
dagegen seine Gültigkeit verliert, wenn beide Zahlen P und Q ne-
. gativ sind.
§.47.
Die oben (§. 45) an einem Beispiel behandelte Aufgabe, den
Werth des Legendre'schen Symbols zu bestimmen, bildet offenbar
nur einen ganz speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe, den Werth
des Jacobi'schen Symbols zu bestimmen. Es zeigt sich nun, dass
die damals nothwendige Zerlegung inPrimzahlfactoren (abgesehen
von de~ Factor 2) ganz 'überflüssig geworden, und der anzuwen-
dende Algorithmus demjenigen ganz ähnlich ist, durch welchen der
grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen gefunden wird.
Einige Beispiele werden genügen, Uln diese einfachere Methode zu
erläutern.
Beispiel 1: Nehmen wir das schon 'obell (§. 45) behandelte
Beispiel, so können wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci-
procitätssatze
(~) == (1847)1847 365
*) Später (Supplemente §. 116) werden wir festsetzen, dass das SYDl~ol
den Werth Null haben soll, sobald P eine ungerade Zahl, 'In aber keln~
relative Primzahl zu P ist.
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also
setzen, weil 365 von der Form 4 n +1 ist. Da ferner 184:7 =22
(mod. 365) ist, 80 ist nach §. 46, 3. und 2.
( 1847) ( 22 ). ( 2 ) ( 11 )365 == 365 == 365 365;
da ferner 365 =5 (mod. 8), so ist nach §. 46, 6.
(3~5) = -'- 1,
( 365) (' 11)1847 :=:- 365·
Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatz ist nun wieder
und folglich
(;:5) = C1615) = (~) = - 1,
( 365)1847 = +1,
also
wie früher.
Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze ist
( 195) (1901)1901 = 195 ;
weil 1901 =- 49 (mod. 195), so ist
(1901) = (~).195 . 195'
da ferner die Zahlen _ 49 und 195 nicht beide negativ sind, so
gilt für sie der verallgemeinerte Reciprocitätssatz, und, weil beide
von der Form 4 n +3 sind, so ist
(_ (9). __ (~) =.:..- (195)_195 - -49 49 '
~eil endlich 195 =-1 (mod. 49), und 49 von der Form 4n + 1
1st, so ist .
( 195) = (=-!.) = +149 49 .'
(~)=-.l1901
~. h. 195 ist <I,.uadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natür-
hch hätte sich die Auflösung abkürzen lassen durch Zerlegung
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und folglich
in Factoren, nämlich durch die Bemerkung, dass 49 == 7 . 7 und
folglich
( -49) (-1)195 == 195 == - 1
ist; überhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekürzt,
wenn man im Zähler oder Nenner des Symbols quadratische Fac-
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden können.
Beispiel 3: Da 74. = 2 . 37, und 101 == 5 (mod. 8) ist, so ist·
(~~) = (1~1) (1~~) = - (13071);
dann ist ferner nach dem Reciprocitätssatze
(E.-) =- (101) = (- 10) === (10)101 - 37 37 37
und, weil 37 von der Form 8n + 5 ist,
endlich ist wieder nach dem Reciprocitätssatze
(~57) = (~;) = (~)=- 1
(1~~) = - 1.
Kürzer gelangt man durch folgende Kette ~um Ziele:
(1~~) = ( 10~7) = ( 102\) = ( 277) = (277) = ( /)
=-1.
§.48.
Wegen der Wichtigkeit des Reciprocitätssatzes theilen wir
hier noch einen anderen Beweis desselben mit, nämlich den ersten
der von Gauss gegebenen sechs Beweise *); dies kann hier um
so eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erörterte
Verallgemeinerung des Legendre'schen Symbols mehrere der von
*) Disquisitiones Arithmet~·cae artt. 135-144.
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Gauss unterschiedenen acht Fälle sich zusammenziehen lassen
wodurch der Beweis an Kürze und Uebersichtlichkeit bedeutend
gewinnt *).
Das Wesen dieses J?eweises besteht in der sogenannten voll-
ständigen Induction; wenn nämlich der Satz für je zwei I)rim-
za)1len p, p' riclltig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte
Primzahf q, so lässt sich zeigen, dass er auch für jede Combi-
nation einer solchen Primzahl 1) mit der Primzahl q selbst gelten
muss; hieraus und weil der Satz für die beiden kleinsten ungeraden
Primzahlen 3 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar
seine Allgemeingültigkeit.
Von besonderer Wichtigkeit für diesen Nachweis ist nun die
vorläufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit
des Reciprocitätssatzes für je zwei Primzahlen p, p', welche kleiner
als die Primzahl q sind, mit Not~wendigkeit auch die Gültigkeit
des verallgem.einerten Satzes (§. 46, 7.)
(~) (~) = (_1/-;1. Q;-l
folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und Q
(die nicht gleicllzeitig negativ sein dürfen) nur solche Prilnzahl-
factoren entllalten, die kleiner als q sind; denn der Beweis dieses
verallgemeinerten Satzes gründete sich ausschliesslich auf die
Richtigkeit des einfachen Satzes für alle die llaare VOll zwei I)riIn-
zahlen, von elenen die eine in P, die andere in Q aufgeht.
Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocitätssatz für jede COIll-
bination von q mit einer Primzahl1J gilt, welche kleiner als q ist,
haben wir zwei :U'älle zu unterscheiden. Der eine I~'all und ~war
der schwierigere findet Statt, wenn q die Form 4 n +1 hat, und
zugleich p quadratischer Nichtrest von q ist; dann ist zu he,veisen,
dass auch q quadratischer Nichtrest von lJ ist. In irgcüd einenl
der anderen Fälle, nämlich wenn q von der I~'orm 4 n +3 ist,. oder
auch, wenn q zwar die Form 4n +1 hat, dann aher 1J quadratIscher
Rest von q ist, kann man offenbar der Primzahl p immer ~in solch.~s
Vorzeichen geben, dass, wenn man (J) = + p setzt, wemgstens fur
eins der heiden Vorzeichen ID quadratiscller I{est VOll q wird; dann
ist also zu beweisen, dass
*} Dirichlet : Uebe1· den e1·sten der loon (Jaus,: gegebenen Bewei~e
des Reciprocitätsgesetzes in der TheOl"ie der quadratfschen Reste (ereIle 8
Journal Bd. 47).
Dirichlet, Zahlentheorie. e
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(~) = (_ 1)%(W-I) . %(q-l)
ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die
Annahme sogleich einen Ansatz giebt, welcher nur ausgebeutet
zu werden braucht. Wir beginnen daher 'mit diesem Theile des
Satzes.
§.49.
Es sei also (tl ==+p quadratischer Rest von q, so hat die Con-
gruenz x 2 = CD (mod. q) zwischen 0 und q immer zwei Wurzeln x,
deren Summe == q, und von de~en folglich die eine, welche wir
mit e bezeichnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird
e2 - CD == qj
sein, wo f eine ganze Zahl bedeutet, welche jedenfalls nicht = 0
ist, weil sonst die Primzahl CD eine Quadratzahl sein müsste. Diese
Zahl f kann aber auch nicht negativ sein; denn sonst wäre co po-
sitiv = p, und p - e2 eine positive durch q theilbare Zahl, was
aber unmöglich ist, da p - e2 < p, und der Voraussetzung nach
p < q ist. Diese positive Zahl f muss ferner ungerade sein; denn
da e gerade ist, so ist e2 - CD ungerade, und folglich auch jeder Di-
visor von (:,2 - ro, also auch f ungerade. Endlich ist diese positive
ungerade Zahl f nothwendig < q - 1; denn.da e s: q - 1, und
p<q - 1, so ist qf== e2 - CD< (q --- 1)2 + (q - 1), d. h. qf< q(q-l),
also wirklich f< q - 1.
Nun sind zwei Fälle möglich:
1. Ist f nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung
e~ - m = qj, dass
(;)=+1,
und ferner, weil qj quadratischer Rest von p ist, dass
(~) = (~)
sein muss; da nun die heiden ungeraden Zahlen fund ro relative
Primzahlen zu einander, beide kleiner als q, und endlich nicht
heide negativ sind, so gilt für sie der verallgemeinerte Recipro-
citätssatz, d. h. es ist
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(~) (;) = (-l)%(W-I). IMf-l)
und hieraus ergieht sich unter Berücksichtigung der heiden vor-
hergehenden Gleichungen
G~) = (-lrMw- 1).If2U-1).
Da ferner e eine gerade Zahl ist, so ist auch - w =qf (mod. 4),
also (nach deIn ersten Lemn1a 4. in §. 46)
w + 1 q/ - 1 q - 1 f - 1
- -'-'2- =--2-~ =-2- + -2- (mod. 2);
multiplicirt man diese Congruenz mit i (ro - 1), so e~hält Iuan auf
der linken Seite eIn I)roduct aus zwei successiven ganzen Zahlen,
also gewiss eine gerade Zahl, u!1d hieraus folgt unmittelbar
ro-1/-1 ro-1 q-l
-2- -2-~ =-2- 2- (luod. 2)
und also
(~) = (-l)%lw-I). %(q-l),
was zu beweisen war.
2. Ist dagegen f theilbar durch p, 80 kann man f == w rp
setzen, wo qJ eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen
wie m hat und ihrem absoluten Werthe nach < q ist. Da nun
e2-m = qUJqJ, so ist auch e theilbar"durch (jJ und also e = EIO,
wo E wieder eine gerade Zahl ist. Hieraus ergiebt sich nun
c2 m - 1 ~ qrp,
und es kann daher ep nicht durch w theilhar sein. Nun war. (jJ
quadratischer Rest von f == (jJ rp, und folglich auch von cp, also 1st
ausserdem folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass - qrp
quadratischer Rest von (jJ dass also,
(;) = ( m9J)
ist; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen - cp und (jJ die
eine positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander und
8*
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ausserdem heide< q sind, so ist nach dem verallgemeinerten Re-
ciprocitätssatze
( CiJCP) ( CiJcp) = (- 1f/2(W -1) • %(gJ + 1)
und folglich unter Berücksichtigung der beiden vorhergehenden
Gleichungen
C~) = (...:- 1)lf2(w-l). 1I2(gJ+1).
Da nun c eine gerade Zahl und folglich qrp =- 1 (mod. 4) ist,
so muss die eine der beiden Zallien CF und q von der Forln 4n + 1,
die andere aber von der Form 4n +3 sein, woraus folgt, dass
cP t 1 =q 2 1 (mod. 2)
und also
(:) = (-lfi2(w-1) .1i2(q-1)
ist. Also ist auch für diesen Fall der Satz bewiesen.
§. 50.
Wir kommen nun zu dem zweiten ,Theile, in welchem voraus-
gesetzt wird, dass p Nichtrest von q, und q von der Form 4n +1
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass q Nichtrest von
p ist. Hier fehlt nun die Möglichkeit eines Ansatzes, und um diese
zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass wenigstens
eine Prinlzahl p' < q existirt, von welcher q quadratischer Nicht-
rest ist, oder m.it anderen Worten, dass die Primzahl q nicht von
allen kleineren Primzahlen quadratischer Rest sein kann. :Für den
Fall, dass q== 5 (mod. 8) ist, hat dieser Nachweis nicht die geringste
Schwierigkeit; denn dann ist i (q + 1) = 3 (mod. 4), und folglich
Inuss unter den Primfactoren dieser Zahl i (q + 1), welche nat~r­
lieh alle< q sind, mindestens einer p' von der Form 4n + 3 seIn;
dann ist aber q = - 1 (mod. p') und folglich quadratischer Nicht-
rest einer kleineren Primzahl p'. Desto schwieriger war dieser Nach-
weis für den anderen Fall zu führen, in welchem q =1 (mod. 8)
ist; und Gauss selbst gesteht *), dass es ihm erst nach manchen
*) D. A. art. 125.
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vergeblichen Versuchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit
zu überwinden; er gelangte dazu durch folgende äusserst scharf-
sinnige Betrachtung. .
Es sei :2 rn .+ l' irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als q.
Wenn nun q quadratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen
z ist, welche diese ungerade Zahl 2rn + 1 nicht übertreffen, so ist
nach friiheren Sätzen (§. 37) die Primzahl q, da sie = 1 (mod. 8)
und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadratischer Rest ist, auch
quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine anderen ungeraden
Primfactoren als die Primzahlen zenthält, und also z. B. von der
Zahl
M == 1 . 2 . 3 . 4 ..... (2n~) (2m + I);
es giebt daher positive Zahlen k von der Beschaffenheit, dass
q =k 2 (mod. M)
ist, und zwar muss k relative Primzahl zu M sein, weil 2nt +1 < q
und also auch q relative l>rinlzahl zu]t[ ist. Aus dieser Congruenz
folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul ]}f
k(q-12) (q-2 2) (q-3 2) .... (q-1n2)
=k (k2 - 12) (k2 - 22) (k2 - 32) ••• (k'2 -1n2)!
=(k +m) (k + rn -1) ... (k +1) k(lc -1) ... (k - rn + 1) (k - m)
ist; da nun nach einenl friiheren Satze (§. 15) jedes I>roduct von
(2m +1) successiven ganzen Zahlen durch 1Jf. theilbar, und ausser-
dem .k relative Prinlzahl zu M ist, so ist das Product
(q-1 2) (q-22) (q_ 32) ... (q_m2)
theilbar durch das Product
M = (m + 1) ((rn +1)2-12) ((rn +1)2-22) ... ((rn + 1)2 - m2)
d. h. das Product
1 q _ l? q - 22 • • • q_. m2
m + 1 · (rn.t 1)2 -12 • (m +1)2 .2 2 (1n + 1)2-11~2
ist nothwendig eine ganze Zahl. . .
Andererseits leuchtet ein, dass dies Product ge\VISS kCl,ne
ganze Zahl ist sobald für rn die grösste ganze Zahl unterhalb V q
genommen wir'd· denn wenn m < V q < rn +1 ist, so sind alle
Factoren dieses 'Produ~tes echte Brüche. Für diese Zahl 'In kann
daher die obige Annahme nicht zulässig sein, und da aussm'dem
2m+1 < 2 Vq + 1 < q' ist, so haben wir folgenden Satz gewonnen:
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Ist q eine Prirn.zahl 'fon der }orrn 8 '1~ + 1, so giebt es unter-
halb 2 Vq + 1 und folglich auch unterhalb q rnin,destens eine un-
gerade Primzahl p', V01~ welcher q quadratischer Nichtrest ist.
§. 51.
Nachdem für jede Primzahl q VOll der Form 4n +1 die
Existenz einer Primzahl p' < q nachgewiesell ist, von welcher q
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres zweiten
Theiles über. Jede solche .Primzallll)' muss Nichtrest von q sein;
denn wäre p' Rest von q, so wUrde aus dem schon von uns be-
wiesenen Theil (§. 49)
(;,) = (-l)1f2(p'-l). %(q-l) = + 1
folgen, was mit der Voraussetzung streit~t. Mithin gilt fUr dieses
Paar p", q das Reciprocitätsgesetz. Giebt es nun ausser p' noch
andere ungerade Primzahlen p < q, welche Nichtreste von q sind,
so ist nur zu beweisen, dass
(p~,) = + 1
ist, weil hieraus sogleich folgt, dass q Nichtrest von p ist. Da nun
p' und der Voraussetzung nach auch 1) quadratischer Nichtrest von
q ist, so ist 1)1)' quadratischer Rest von q, und es giebt daher
wieder eine gerade Zahl e < q von der Besehaffenheit, dass
e2 -lJP' === qcp
und rp eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei-
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrenl absoluten Werthe
nach < q 2 ist, so ist rp ehenfalls eine ungerade Zahl und zwar
< q. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl rp zerfällt nun der
Beweis in drei Theile.
1. Ist rp weder durcll1) noch durch p' theilbar, so ist
(P:) =+ 1,
und da q rp quadratischer Rest von 1J1)' ist, auch
( qrp) - ( q ) ( qJ )., - 1, also -, === -, ,pp pp . pp
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da ferner die beiden ungeraden relativen }lrimzahlen qJ und pp'
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent-
halten, welche < q sind, so gilt für diese beiden Zahlen auch das
verallgemeinerte Reciprocitätsgesetz, d. h. es ist
(p~,) (P:') = (-lrMgJ-1) 0 If2(pp'-l)
und folglich, mit Berücksichtigung der beiden vorhergehenden
Gleichungen
(p~,) = (_ l)%(gJ-l) 0 %(pp'-l).
Da aber e eine gerade Zahl, so ist qrp =- PI)' (mod. 4), also, da
q=1 (mod. 4) ist,
also
und folglich
qJ =-pp' (mod. 4)
1 ' + 1qJ - = - pp (mod. 2)
2 - 2
qJ . 1 . pp' - 1 = 0 (mod. 2)
2 2-
was zu beweisen war.
2. Ist qJ durch 1)' theilbar, durch p nicht theilbar, so setze man
Ip = p' t/J I und, da auch e durch p' theilbar sein muss, e = Po' li;
dann ist t/J < q eine durch p nicht theilbare ungerade I und li eme
gerade Zahl, und es wird
p' ~2 _ P == q tjJ.
Hieraus folgt nun zunächst wieder (da t/J relative Primzahl zu pp'
ist) \
(Pt) =+ 1,
also (;) = (~) (~)
also (;.) = ( 1/) (;)
(q:) = (~).
(~~) = ( p'P) ,
und folglich
ferner
und
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(-.!L) === (L\ (- P) (~) = (-l)Iji(P+l). V2(P'-1)(·~)'pp' - p) p' pp' pp' ,
da endlich 1/J und pp' nur solcl1e Primfactoren enthalten, die< q
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatz
(~.) (1)~/) === (_l)l/~(lP-l). 1/2 (z>p'-l)Pi/ 'lj} .
und hieraus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen
(p~;) = (- If/.(p +I). %(p'-I) +1/.(1/'-1). '!2(Pl"-I).
Da nun c2 == 0 (D10d. 4) und q-= 1 (mod. 4), so ist 1/J =- p (mod. 4),
folglich
~(1/J -1) == t(p +1) (mod. 2),
also
l (p + I).! (p' - 1) + l (t/J - 1) · t (p1/ - 1)
=l(l) + 1) [tel/-I) + !(pp' -l)J (nlod. 2),
und da ferner (nach deIn ersten Lemma 4. in §. 46)
t(pp' -1) =t(p -1) + i (1/ -1) (mod. 2)
ist, so ergiebt sich
~ (p + 1). ~ (p' - 1) +t (1/J - 1) · t (p1/ - 1)
= t(p+ 1).!(p-1) =: 0 (mod. 2)
und folglich
(-.!L) - 11)1/ - ,
was zu beweisen war.
Da bei diesenl Beweise die Annahnle, dass q Nichtrest von p'
ist, gar nicht zur Anwendung gekomlnen ist, so wird durch einfache
Vertauschung von p mit 1/ der Beweis für den F'all entstehen, dass
qJ durch p theilbar, durch p' nicht theilbar ist; denn im Uebrigen
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re-
sultat vollständig symmetriscll in Bezug auf beide Primzahlen P
und 1/.
3. Ist qJ sowohl durch 1) als auch durcl1 1/ und folglich (da
p und 1/ versclliedene Primzahlen sind) auel1 durcl1 Pl/ theilbar, so
setze man cp . 1)1/ 'l/J, und, da e dann ebenfalls dureh IJP' theilbar
ist, e === .Pp' c; dann bedeutet '1/,' eine ungerade Zahl < q, und E
eine gerade Zahl, und es wird
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1JP' c2 - 1 == ql/J.
Hieraus folgt, dass 1)1/ relative Primzahl zu tjJ und ausserdem
quadratischer Rest von l/J, also
(p{) =+1
ist; ebenso ergiebt sich aber, dass - q t/J quadratischer Rest von
pp', dass also
(p~I) = (pp~)
ist; nach dem 'verallgemeinerten Reciprocitätssatze, welcher offen-
bar ,für die beiden Zahlen -l/J und Pl/ .gilt, ist ferner
(- l/J) (PP' ) == (_ 1) lf2(PP'-I). ~/2(t/J+1),Pi)' -l/J
und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher-
gehe~den Glelcllungen
(p~I) = (_1)V2(Ppl-l).1/.(I/J+l).
Da aber E eine gerade Zahl, und q = 1 (mod. 4), so ist tjJ =-1
(mod. 4), also ! (l/J + 1) eine gerade Zahl, und folglich
was zu beweisen war.
Hiermit ist nun auch der zweite Theil des Beweises vollständig
geführt und dadurch die Allgemeingültigkeit des Reciproeitiits-
satzes von Neuem nachgewiesen. Auf ähnliche Weise lassen Hiclt
auch die Sätze über die Charaktere der Zahlen - 1 und 2 hegl'iill-
den, was dem Leser überlassen bleiben mag *).
§. 52.
Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zurück zu
?er Beantwortung der zweiten in §. 32 aufgeworfenen Frage, welche
In §. 39 auf die folgende reducirt ist:
---
*) Dirichlet a. a. O.
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Von ~velche1~ ungeraden Prirnzahlen q ist die gegebene Zahl D
quadratischer Rest?
Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genomme-
nen) I)rimzahlen q, welche nicht in D aufgehen, und setzen ausser-
dem der Einfachheit halber voraus, dass D kein Quadrat und auch
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, weil der allgemeinere
Fallofl"enbar sogleich auf diesen einfacheren reducirt werden kann.
Es ,vird sich zeigen, dass nicht blos alle diese Primzahlen q (die
Divisoren der 1?or1n t 2- D~t2 nach §. 39), sondern überhaupt alle
positiven Zahlen n, welche relative Primzahlen zu 2 D sind und
der Bedingung
(~) =+ 1
genügen, in einer Anzahl VOll bestimmten I.Jinearformen, d. h. von
arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Differenz entweder
= 2D oder === 4D ist. Da wir vorausgesetzt haben, dass die positive
oder negative Zahl D durc}l keine Quadratzahl theilbar ist, so wird,
wenn wir das Product aller in D aufgehenden positiven ungeraden
Primzahlen p, p', p" ... mit P bezeichnen, entweder D == + P,
o~er D == +2 P sein; wenn D keine ungerade PrilTIzahl p als
Factor enthält (für welchen Fall das Resultat aber schon in den
§§. 40, 41 oder allgemeiner in §. 46, 5. und 6 angegeben ist), wird
P = 1 zu setzen sein. Wir unterscheiden iln Ganzen vier Fälle.
J. D === + P =1 (mod. 4).
In diesem :Falle ist, ,venn n irgend eine pos~'tiveZahl bedeutet,
die relative l)rirrlzahl zu 2 D ist, zufolge des verallgenleinerten Re-
ciprocitätssatzes (§. 46, 7.)
(~) = (;).
Da nun -das Symbol rechts fUr alle Zahlen n, welche einer und der-
selben Classe (mod. P) angehören, nach §. 46, 3. einen und de~­
selben Werth besitzt, so kommt es offenbar nur darauf an, eIn
vollständiges Systenl von lp (P) incongruenten Zahlen m (mod. P)
zu betracllten, die relative Primzahlen zu P sind, und für jede den
Werth des Symbols zu bestimmen. Es ist wichtig, dies etwas näher
zu untersuchen.
Zunächst lässt ,sich beweisen, dass Zahlen b existiren, welche
relative Primzahlen zu P sind und der Bedingung
Quadratische Reste.
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(1)
genügen. Denn da D nicht === + 1 sein kann, und folglich P min-
destens eine Prilnzahl p enthält, so wähle man einen beliebigen
Nichtrest ß von p, und bestimme b (nach §. 25) durch die Be-
dingungen
b == ß (mod. p), b =1 (mod. P'),
wo p == pP' gesetzt ist, so wird
(;) = (~) (;,) = (;) (),) =-1.
Nachdem dieser Punct absolvirt ist, erkennt man leicht, dass die
Anzahl aller incongruenten Zahlen b (mod. P), welche der Be-
dingung (1) genügen, = ! rp (P), und folglich die Anzahl aller in-
congruenten Zahlen' a (mod. P), für ,velche
(~) =+ 1
ist, ebenso gross ist. Denn setzt man
(2)
wo m das ganze System aller qJ (P) incongruenten Zahle~ durch-
laufen soll, so ist S gänzlich unabhängig von der "rahl der die
einzelnen Zahlelassen repräsentirenden Individuen In; da nun,
wenn b eine bestimmte Zahl von der Beschaffenheit (1) bedeutet,
auch die Producte b1n ein solches vollständiges System bilden, so
ist auch
und folglich
(3)
mithin ist die Anzahl der Glieder dieser Summe, welche den Werth
+1 haben, gleich der Anzahl derj enigen, welche den Werth - 1
haben; d. h. die Anzahl der Zahlclassen a ist gleich deljenigen der
Zahlclassen b.
Es leuchtet ferner ein, dass man die Repräsentanten nt (oder
a und b) sämmtlich ungerade wählen kann; denn ist m gerade, so
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ist m +P eine in derselben Zahlclasse enthaltene ungerade Za.hl.
Dann wird also
(~) = + 1, wenn n == a (mod. 2 P)
(~) =-1, wenn n == b (mod. 2P)
und jede (positive) Zahl n, welche relative Primzahl zu 2 D ist, ist
in einer und nur einer dieser arithmetischen Reihen (von der
Differenz 2 D) enthalten.
Beispiel 1. Ist D :.- + P == 21, also cp (P) == 12, so sind die
sämmtlichen relativen Primzahlen zu P cOllgruent
+1, +2, +4, +5, +8, +10;
bestimmt man nun für jede dieser Zahlen den Werth des Jacobi'-
schen Symbols nach §. 47, so ergiebt sich
a == + 1, + 4, + 5; b == + 2, + 8, + 10 (mod. 21);
es wird daher
(2n1) == + 1, wenn d )n == 1, 5,17,25,37,41 (mo. 42
(2n1) == - 1, wenn n == 11, 13, 19, 23, 29, 31 (mod. 42).
Beispiel 2. Ist D === - p === - 15, so sind die zu betrachten-
den Zahlclassen folgende + 1, + 2, + 4, + 7; diese zerfallen in
a == + 1, + 2, 1- 4, - 7, und b == -1, - 2, - 4, + 7 (mod.15).
Es wird daher .
( n15) = + 1, wenn n - 1, 17, 19, 23 (mod. 30)
( n15)::::= _ ], wenn n =7, 11, 13, 29 (nlod. 30).
Wir gehen nun über zu dem F'all
11. D == +P =3 (mod. 4).
Bedeutet n wieder eine post·tive relative Primzahl zu 2 D, so
ist nach dem allgemeinen Reciprocitätssatz
(D) n-ln ==:(-1)-2 (;);
behalten wir dieselbe Bezeichnung wie im ersten Falle bei, so wird
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und folglich
(~) = + 1, wenn .n =1 (mod.4) und n = a (mod. P)
oder n, "= 3 (mod. 4) und 1~=b (mod. P)
dagegen
(~) = -1, wenn n = 1 (mod. 4) und n =b (mod. P)
oder n =3 (mod. 4) und n =a (mod. ]J).
Einem jeden solchen Congruenzpaare entspricht aber (nach §. 25)
eine bestimmte Classe von Zahlen n (mod. 4 P); man erhält daher
qJ (P) == i cP (4 P) solche Classen von Zahlen n, die der einen Kate-
gorie angehören, und ebenso viele Classen von Zahlen n, die den
entgegengesetzten Charakter haben; diese Classen bilden arith-
metische !{eillen von der Diflaerenz 4 D. Dies Resultat gilt auch
noch in deIn Falle D = - 1, obgleich dann keine ~ahl b existirt.
Beispiel. Für D == + 15 wird
(~)=+1, wennn= 1 (mod.4), =+1, +2, +4, -7 (mod.I5)
odern= 3 (Inod.4), =- 1, - 2, - 4, +7 (mod.15)
dagegen
(
D .
;-)=-1, wennn= 1(mod.4), = -1, -2, -4, +7(mod.I5)
odern= 3 (mod.4), =+ 1, +2, + 4, - 7 (mod.15);
hieraus ergiebt sich
(~)=+1, wenn n =1, 7, 11, 17,43,49,53,59 (mod. 60)
(~)= -"1, wenn n =13, 19, 23, 29, 31,37, 41,47 (mod. 60).
Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man die
sämmtlichen positiven relativen Primzahlen zu 4 P darauf prüft,
ob sie der einen oder anderen Kategorie angehören, und sie lässt
sich noch durch manche Kunstgriffe ahkürzen, die hier nicht er-
wähnt werden können.
IrI. D == + 2 P =2 (mod. 8).
In .diesem Falle ist, wenn 1/~ eine ]Jositive relative }1rimzahl zu
]) bedeutet .,
(~) = (_I)lf8(nL l) (;),
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(~) = + 1,
dagegen
wenn n, - + 1 (l1lod. 8), == a (mod. P)
oder n == + 3 (mod. 8), == b (lllOd. P)
( ~) = - 1, wenn n - + 1 (mod. 8), == b (mod. P)
oder n - + 3 (mod. 8), - a (mod. P)
und jedem bestimmten Congruenzpaare entspricht eine bestimmte
Zahlelasse n (mod. 8 P) ; die Zahlen 11, vertheilen sich daher in
arithmetische Reihen von der Differenz 4 D; jeder der beiden
Kategoriell gehören gleich viele Zahlelassen an.
Beispiel. Ist D === - 6, so ergiebt sicll
( n6) = + 1, wenn n === 1, 5, 7, 11 (mod. 24)
( n6) = -1, wenn n == 13, 17, 19, 23 (mod. 24).
IV. D ==+ 2P == 6 (mod. 8).
In diesem Falle ist
(~) = (- 1r/2(n-1H 1Js(n2-1) (;),
wenn n == 1, 3 (mod. 8), == a (lnoel. P)
oder n =5, 7 (mod. 8), == b (mod. P)
und folglich
(~) =+ 1,
dagegen
(~) = -1, wenn n == 1,3 (mod. 8), == b (mod. P)
oder n == 5, 7 (nloel. 8), =a (mod. P).
Die Zahlen n vertheilen sich wieder in arithmetische Reihen von
der Differenz 4 D; jeder der heiden Kategorien gehören gleich
viele Zahlclassen an.
Beispiel. Für D == + 6 ergiebt sich
(~) = +1, wenn n == 1, 5, 19, 23 (mod. 24)
(~) = -1, wenn n == 7, 11, 13, 17 (mod. 24).
Wir bemerken schliesslich, dass die vier ~-'älle sich zusammen-
fassen lassen, wenn man zwei positive oder negative Einheiten
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h, E einführt, so, dass 0 = + 1 oder == - 1, je nachdenl + p =1
oder =3 (mod. 4), und dass c == + 1 oder == - 1, je ~achdem
D ungerade oder gerade ist. Die vier Fälle stellen sich dann
folgendermaassen dar:
D === + P =1 (mod. 4), ~ == +1, c == +1;
D === + P = 3 (mod. 4), 0 == - 1, E == +1;
D == + 2 P == 2 (mod. 8), 0 === +1, E == - 1;
D === + 2 P == 6 (mod. 8), 0 ==-1, E ===-1.
Dann ist vermöge des allgemeinen Reciprocitätssatzes und der
Ergänzungssätze (§. 46)
(~) = (}%(n-I) E'Js(n 2-1) (;),
wo n wieder irgend eine positive relative Primzahl zu 2 D be-
deutet.
Lässt Inan n ein vollständiges System incongruenter Zahlen
nach dem Modulus 4 D durchlaufen, welche zugleich positiv und
relative Primzahlen zu 2 D sind, so ergiebt sich in allen vier Fällen,
dass die entsprechende Sumlne
)2(~) = 0
ist; im ersten ~"alle genügt es schon, dass n ein solches vollstän-
diges Restsystem nach dem Modulus 2 D durchläuft.
Vierter Abschnitt.
Von den quadra tische.n Formen.
§.53.
lTnter einer Form versteht man in der Zall1entheorie im All-
~elneinen eine ganze rationale Function von Variabeln , deren
(~oefticicnten ganze Zahlen sind (vergl. §. 39). Je nacll dem tirade
(lersclhen unterscheidet man lineare, quadratische, cubischcFornlen
H. H. W.; je nach der Anzahl der vorkollllnenden Va.riaheln sprieht
1lUll} v(n} lJiniiffu, t()rnäl'"cn F'ormen u. s. w. Wir werden uns iIn
l~'olgelldcll aussehliesslich Init Ausdrücken von der }1'orll1
ax 2+2lJ.xy + cy2
bcschiiftigen, ,vo a, b, c hestimnlte, gegebene ganze Zahlen, x ull.d
" aber unbestimmte, variable. ganze Zahlen bedeuten; und w~r
werden diese homogenen binären quadratiscllen Formen, ,vo keIll
~lissver8tändniss zu besorgen ist, kurz F'ormen nennen.
'Vir haben denl (~oefficienten des Ilroductes X 11 der beiden
\Tariaheln gleich die Gestalt einer geraden Zahl 2b 'gegeben, weil
die {Tntersuchung dadurch erleicl1tert wird; sollte in einer 11~orln
dieser (1oefficient eine ungerade Zahl sein, so wUrde es genügen,
die gn llZC I~'ornl 111it 2 zu lnultipliciren, Ulli diesen I~'all auf den
obigen zuriiekzufiihren., und aus den f~igenschaftcn der so erhalte-
nen I/orlll ,viirde Inan mit Leichtigkeit auf die Eigenschaften der
urspriillglicllen 11'orm zurückscilliessen können.
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Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung gescltriehen,
80 nennt man a den ersten, b (nicht 2b) den z1v(>itr,1f, c dou drittt'lI
Coeffic'ienten; a und c fasst man auch wohl unter dent genl(lin-
sehaftlichen NaHlen der äusse'ren Coefticientcll ZUSanlJnCn, und
nennt dann b inl (1egensatz den rnittlcren (;oeftieienten; iihnlieh
heisst x die erste, y die zwe1'tc Variabclc, l~:ine solehp I~'orlll he-
zeichnet man wohl auch kurz durch das SYlnhol (Cl, lJ, c), \"CJlll es
sich nur darum handelt, die Coefficienten anzugchen, von denen
allein die Eigenschaften der F'orm abhängen können,
Wir schliessen nun ein für alle Mal die F~älle aus., in welchen
die :Form sicl1 in zwei lineare Factoren mit raJionalen (~oefficienten
zerfallen lässt, weil diese eine andere und zwar einfaehere Be-
handlung gestatten. Zunächst folgt hieraus, dass in den .Formen,
mit welchen allein wir uns beschäftigen wollen, keiner der äusseren
Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner
ax 2+ 2bxy +cy2 = ~ ((ax +by)2 - (b 2- aC)y2)
ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl b2 - ac nie eine vollstän-
dige Quadratzahl sein darf, denn sonst \\!\irde die F'ornl
ax 2 +2bxJI+C!/2 ===
~ (ax + (b +Vb 2 - cu)y) (ax +(b - Vb2_~C)Y)
ein Product aus zwei linearen I~'actorcn mit rationalen (~o~fti('jent('H
sein. I)ie Zahl b2 - ac, von welcher, wie wir schen \\'pr.)('l1 ~ di('
Eigenschaften der :F~orm (a, b, (~) hauptsiiehlieh nhh:in~pn, lH~isst
die Determinante *) dieser E'orm; wir werdcn sie inl F())~(llldell 1l.it
dem Buchstaben D bezeichnen. I)ie unseren For))) <'1\ ((I ~ h ~ C')
auferlegte Beschränkung besteht also darin, dass ]) k(';u f.Jua-
drat ist.
Einige höchst merkwürdige Sätze von Prrtnof haben J~'Hlrr
veranlasst, siell eingehend mit den quadratischen Fornlcn zu he-
schäftigen, doch beziehen sich seine Untersuchungen gr()sstcntheils
nur auf specielle }i'älle; Lagrange legte den (;r11n<1 zu einer allge-
meinen Theorie derselben, die dann später von l.J(J,f/cndre, vor Allen
aber durch Gauss vervollständigt wurrlc,
Ihre Entstehung verdankt die ganze rrhcorie dCln !)rohlellle,
zu entsclleiden, ob eine gegebene Zahl tn durch die gegebenc 1;~orJn
*) Gauss: D. A. art. 154.
Dir ich 1e t, Zahlentheorie.
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(2)
(1)
(a, b, c) clarstcllbar ist, d. h. oh es specielle Werthe von x, JI giebt, für
welche die ~Form den Werth tn erhält. Doch ist zur vollständigen
Lösung desselben die l"heorie der l'ransjorrnation erforderlich, nlit
welcher wir uns zunäcllst beschäftigen wollen.
~. 54.
Ebenso wie die Gleichungen der Curven in der analytischen
Geometrie ihre Gestalt ändern, wenn ein anderes Coordinaten-
systenl ge,vählt wird, so geht eine quadratische Form (a, b, c) durch
Einführung zweier neuen Variabeln in eine neue quadratische
Form (a', b', c') über. Sind nämlich x, y die Variabeln der Form
(a, b, c), und setzt man
x = ax' + ßy',
y = '}'x' +~y',
wo rt, {:J, '}', 6 vier bestimmte ganze Zahlen, und x', y' die neuen
Variabeln bedeuten, so wird
ax~+2bxy +cy2 = a'x'2 +2 b'x'y' + c'y'2,
und die Coefticienten a', b', c' der neuen quadratischen Form hän-
gen auf folgende Weise von denen der ursprünglichen Form und
von den vier Coeffieicnten rt, ß, f, ß ab:
a' = aa 2 +2bar+ cr 2
b' = aaß + b (a~ +ß,,) +. cr~
c' :::::::aß'J+2hß~+c~2.
Mun drüekt den Zusnnunenhang der heiden l'ormen kurz so aus:
die ~'ornl a.rr'l +2 b.xy + f'y2 geht durch die Transjo;;'mation oder
Substitution (1) in die F'ornl a'x' 2 + 2 b'x'y' + c' y' 2 über. Die
Zalllen ", {J, r, ~ heissen der Reihe nach der C1tste, zweite, dritte,
vierte Ooefficient der Substitution. Da die Wahl der Buchstaben
zur Bezeichnung der Variabeln von ganz untergeordneter Bedeutung
ist, und die Natur der }1"'ormen und Substitutionen nur von den
Coefficienten abhängt, so drückt man sich häufig noch kürzer so
aus: die !1'orm (a, b, c) geht durcll die Substitution a, ß, r, J
oder ()~:9) in die F'ornl (a', b', c') über; und diese Ausdrucks-
weise soll nieht mehr oder weniger sagen, als dass die drei
(lleichungen (2) Statt finden. Hierbei ist wohl auf die Stellung
der Coefficienten der Formen sowohl, wie derjenigen der Substi-
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tution zu achten; behalten ,vir die ehen eingeführten llezeieh-
nungen bei, so ll1üssen wir z. Jt sagen, dass gleichzeitig die l~'orlll
(a, b, c) durch die Suhstitution (;; ~) in (a', 1/, r'),
(a, b, e)
"
,~
"
(ß, u)
"
(c', !J', a'),Ö, r
(e, b, a) (1" ~) (0' 1/ c')
" " " a,{j "
, , .. ,
(e, b, a) (~' 1') (c', 1/, u')
"
,~
" ß,a "
übergeht.
Es leuchtet ein, dass jede durch die zweite Forn1 (a', b', c')
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (a, b, c) dargestellt
werden kann; denn wird die Zahl 1n durch (a', b', c') dargestellt,
indem den Variabeln x', y' die speciellen Werthe r', s' ertheilt
werden, so setze man
r == a r' +ßs', s == rr' +6 s',
und es wird die Form (a, b, c) dieselbe Zahl 1n darstellen, sobald
x = r, y == s gesetzt wird. Man sagt deshalh auch: die F~orln
(a, b, c) enthält die I~'orm (a', b', c'), oder deutlieher: die )·'orm
(a', b', c') ist unter der ]~'orm (a, b, c) ('lltlta1tl'u *); ehen \\',ai)
sämmtliche durc]l (a',· b', (:') darstellhare Zahlen unt()r den durch
(a, b, c) darstelll~tren enthalten sind **).
Von besonderer Wichtigkeit ist die ltelation, in welcher die
Deterluinante
D' == b'2 - a' c'
der neuen F'orm zu der der früheren steht; suhstitui rt ])):1)) für
a', b', c' ihre Ausdrücke gemäss den Gleichungen (2)~ 80 findet Inan
nach leichten Iteductionen
D' = (a6 - fJ r)2 D;
die neue Dete1rnzinante ist daher stets gleich dfr alten, ,n«ltiJ}licirt
mitel~ncr Quad1~atzahl; beide Deterl1tinal1tcn haben al.~o auch dasselbe
Vorzeichen. Da wir von vorn herein l~ormen ausschliessen, deren
*) (lauBS: D. A. art. 157.
**) Ueber die Umkehrung dieses Satzes siehp Scheril1g: 17leoreme~ re-
lati!a aux formes binaire8 ·quadratiques qui repf·csentent les fnemes no,n·
bre8, Journal de Mathematiques !luhl. p. LiouviHe l'. IV. 2e serie. 1859.
9·
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"Determinanten === 0 sind, so betrachten wir deshalh aueh nur
solche Suustitutionen ()~: ~), für welche die (joeffieientenverl)indung
a ~ - ßr tdie sogenannte Determ~'nant(~ der Huostitu.tion) einen von
Null verschiedenen Wel'th hat. IIieran kniipft sich jedoeh noch
eine wichtige Ullterseheidullg; je nachdem niilnlich dieser Ausdruck
a ~ -/~ r einen positiven oder negativen Werth hat, soll die Sub-
stitution (r:~) eine ei,fjf'utliclu; oder ttncigentliche lleissen, und diese
Austlrucks,veise soll auf die Beziehung zwiscllen den l~'ormen (a, b, c)
und (a', 1/, c') ühertragen werden, indem wir sagen, dass die ~'ornl
(a', b', c') ei.fJentlich oder uneigentlich unter der :Form (a, b, c) ent-
halten sei, je naclldem die Substitution (r: ~), dureIl welche die letz-
tere in die erstere übergeht, eigentlich oder uneigentlich ist. Um
Missverständnisse zu vernleiden, fügen wir sogleich hinzu, dass eine
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthalten
kann; denn es tritt lläufig der Fall ein, dass eine Form einmal durch
eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine ul1eigentliche Substi-
tution in eine und dieselbe zweite Fornl trausformirt wird. So
z. It gellt die FarIn (3, 13, 18) durcll die eigentliche Substitution
(~ ~: + ~), und ebenso durch die uneigentliche Substitution (~~: ~~)
in die andere E'Ol'ßl (- 5, - 5, 18) über; die erstere enthält daher
die letztere sowohl eigentlich als auch uneigentlich.
Nlall nennt ferner zwei Substitutionen .lJleichartig, wenn sie
heide eigentlich, oder heide uneigentlicll sind, unlJleichart(q, wenn
dio eine eigentlich, die andere uneigentlicll ist.
§.55.
Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei, und
nehmen wir an, dass die Fornl
(a', b', c') === a' X'2 + 2 b' x' y' +C' y'2
durch eine neue Substitution
x' == (X' x" + ß'y'"
y' === r' x" + ~' y"
(a", il', e") == a" X"2 +2 b" x" y" +. C" y"2
übergeht, so geht off~nbar die erste Form (a, b, c) durch die Sub-
stitution
oder
(~lla(lratiHe]le F()r1l1(~11.
x = a (cl x" +ß' y") + ,3 (1" x" +d' !l')
Y === r (a' .D" + ß' y") +~ (," .1''' +ö' .'/")
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x === (a a' +ß7").r" + (a ß' -t- ß ~' ) 11"
Y == (I' a' + (J ,") .r" -t-- (,' {'l' + ~ Ö',) .~I"
in die dritte I~\)rnl (n", 7/', c") i.i bel". IIicralls folgt d('1" Sat.z:
l~'11ithält l?ine l 1trrllt eine ~'l{)()ite, dit.,;c UJi,lt!rf e;l1(' driffe, .'i(} "'li.
hält auch di(} erste ]?ornl llic dritfr.
Bezeiehnet Inan nu'n die CoefficielltenverbindllJlg
(a u' + ß1") (I' ß' + ~ ~') - (u ß' +ßÖ') (r a' +d 1")
mit E, so ist nothwendig die Determinante der dritten f~orm
D" = E2 D; da aber andererseits .
D' = (a ~ - ß ,,)2 I}, D" = (u' ö' - ß' /,')2 D',
also auch
D" = (a es - ßr)2 (a' ö' - ß' r')2 n~
und D von Null verschieden ist, so sellliessen ,,·ir hieraus, dass
c2 == (u~-ßr)2 (a'ö'-ß'r')'l
ist, und nlan überzeugt sich leicht durch Vergleichung heider
Seiten, dass die Quadrat,vurzel in folgender Weise auszuziehen ist:
8 == (a~-ßl') ((iJ'Ö'-ß',")·
Aus dieser Gleichung (\vclche einen der einfachsten Siitze tlpr ))('-
terlninantentheoric enthiilt) folgt noeh eine ,vescntJicJH~ Yer\'oll-
ständigung des obigen 8atzes, niiInlich:
D'ie erste Fornt enthält die drifte ri.'/fl1t1ich ndrr u1H'ig(,lIfl irh ~
je naclulem die erste die ZUJcitc in dcrselbrn oder ill (llIf.Q('.f/(·lI!/(I,...;( f ';'f('1'
Art enthält, uJie (lie zwrite die driltr.
Fährt man in derselben 'Veise fort und trall~fOrnlirt dip (lrittf'
Form in eine vierte, diese in eine fünfte u. f'. f.~ so ('rglrl»t ~i('h un-
mittelbar der allgemeine Satz: lVcnn rOll ()i"fT 1ft·ihr runz.'ornul ll
jede die nächstfolgende enthält, 80 enthält dlf) ('r."f(' J7orn1 o1u·h die
letzte, und zwar cigljntlicjt oder unci.'/rnflith, )(1 11(u1,(/(1111 di(~ ..1nzahl
der hierbei aujtrctl!lulcn unciyclItlic!lru 1'-.,~lIhst ;fut iOllf'n !/f'f(ulr Orl('f
ttnrlcrade ist. .
llie Substitution, dureh ,velehc die rrst(\, I~'ornl lllunittelhar in
die letzte transformirt wird heisst JE,'USfJlInIU'IH/r...;r'!zt aus den rin-, .
zeInen successiven Substitutionen; unl die ZUSanl111CnsetzuIlg '·on
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zwei Substitutionen anzudeuten, ,vollen wir unH bisweilen der Be-
zeichnung
(a, ß) (a', ß') _ (a a' +ß'}", aß' +ßd')r, ~ 1", d' - l' a' +~ r', r f'jl + d d'
hedienen; ofrenhur ist es iIn Allgclneinell nicht erlaubt, die ()rd-
nUllg der beiden sueccssiven 8ubstitutioncll ulnzukehrcll, weil hier-
durch auch die resultirende Substitution gciindert würde. So ist z. Il.
(+1, 0) (+ 1, t- 2) == (+ 1, +2) dagegen (+ 1, + 2) (+ 1, 0) (-1, +~)
-1,1 -1, -3 _.:1, -5 , -1, -3 -1,1 +2, -3 ·
Dagegen ist es bei drei suecessiven Substitutionen S, S', S"
gleichgültig, ob mun erst l-; und S' zusammensetzt, und dann das
I{esultat S S' nlit S" verbindet, oder ob man S mit dem Resultat
S' S" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in
Zeichen:
(S S') s" == s(S' S").
Dies folgt unmittelbar aus dem Begrifl'e dieser Zusammensetzung;
denn sind (x, y), (x', y'), (x", y") und (x''', y"') die successiven Va-
riabeln, so ist es rür die Ausdrücke von x, y durch x''', y'" gleich-
giiltig, ob man die Variabeln x", y" oder die Variabeln x', y' als
Zwischenglieder einschiebt.
~-'erner ist für die l'olge zu bemerken, dass die Substitution
(~: ~) hei der Zusamnlensetzung stets fortgelassen werden darf, da
sie keine Aenderung hervorbringt.
~:n(llich leuchtet ein, dass der ohige Satz auch so ausgesprochen
werden kann: Die (tus den AS'ubstit1,ttionen S, A-9', S" ... ZUsflmtnCn-
flf,""fzf(? ~"Tubst ifution A'-; ~S' J~" ... ist ('i.'Jentl ich od(]r unci,qrntlich, ,je
naclul(l11t dif'. Anzahl (leI" unter ihncn beJindlichcn tUlcigcntlichen
~Substituti()ncn gerade oder uNgerade ist.
§.56.
Besonders wichtig ist nun' die Frage: wann enthalten zwei
Formen sich gegenseitig~ Ofl'enbar ist dann das Systelll aller durch
die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem System der-
jenigen Za.hlen, welche durch die andere ~~orm dargestellt werden
können. Zwei solelle }'ormen werden wir äquivalent *) nennen.
Sind D, D' ihre Determinanten, so muss sowolll D': D, als auch
*) GaUS8: D. A. art. 157.
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D: D', eine ganze Quadratzahl, also eine ganze positive Zahl sein,
und hieraus folgt als eine rür die Aequivalenz zweier Formen er-
forderliche Bedingung, dass ihre Determinanten D und D' gleich
sein müssen.
Diese Bedingung ist aber umgekehrt nitht !l;lIff';chetul, um auf
die Aequivalen7J schliessen zu können. Dies ist erst dann ~estßttet,
wenn man ausserdem weiss, dass die eine der heiden Formen
die andere enthält. In der That, wenn die beidl)n ~'ornlen (a, b, r)
und (a', b', c') gleiche Deterluinanten haben, und wenn aU8scrdem
die erstere durch die Substitution
x === ~X' +{jy'
Y === ra! + dy'
in die letztere iibergeht, so folgt aus der Relation
D' = (~d-ßi')2D
und der Gleichheit von D' und D die Gleichung
~~-ßr==+l
und hieraus, ,venn man zur Abkürzung n ~ - ßi' == + 1 = E setzt,
x' == + E ~ X - EßY
y' == - E r x +E ~ .'I
und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligcll (~oeffi­
cienten die Forln (a', 1/, c') in die !1'orm (a, b, c) üher; ß,)HO sind in
der That beide l~'ormen einander :iquivnJent. l)ic SuhstitutionPll
( u, ß) und (+ Ed, - E (J),y, ~ - f/" + E a
deren jede die inverse der anderen heisst, und durch derpn Zu-
sammensetzung iInmer die Substitution (:.: ~) entsteht, sind oflellhar
entweder heide eigentlich, oder beide uneigentlich: je nnchdenl daf;
Eine oder das Andere Statt findet, sollen die heiden )/ornlcn ri,qf'nf-
lieh oder unc'igentlich äqu;ivalc'nt *) heissen.
Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von Z\VCl aqui-
valenten Formen in die andere itnmcr durch eine Suhstitution
(rJ) übergeht, in welcher IX ~ - p" =± 1 ist, so leuchtet auch
umgekehrt ein, dass durch jede solche Suhstitution eine heliebige
Form nothwendig in eine ihr äquivalente transfornlirt ,,;rd; denn
die Determinanten beider F"ormen sind einander gleich. In der
*) GaU88: D. A. art. 158.
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Existenz einer solchen Substitution besteht also die crjof'dcrliche
'Uud hinreichend(~ Bedingung für die Aequivalenz zweier 11~ornlen.
Ans deIn 13egriffe der AC(lUivalenz ergiebt sich unnlittelhar,
dass jede I~'orm sich seIhst eigentlieh ii(lUivalcllt ist; denn sie geht
dureh die eigentliche Suhstitution (~:~) in sich seIhst über. I>ies
ist nur ein specieller "Fall des folgenden Sat~es, ,veleher sehr oft
zur Anwendung kanlmen wird: Wl!Ull! zlcci l?oftnen (a, b, c) und
(a, b', c') von !Jlcichet· Dcfer'tnl:nantc D denselben (>rsten (}orfficicnf()n
ahaben, ttnd uJcnn 'ihre 'tnittlercn Coefficicntc'n b, b' einclJulcr COH-
gru(>ut sincl in BfJZUg auf den ~Iod'lll a, so dass b' === ((, ß+b,. so
sind die beiden l/'o'r'11le1~ l?i.qcntlich äqtti'Oalcnt, und die erstere geht
durch die eigentliche Substitulion (~:~) in die letzte're 'über.
:Ferner belnerke man folgende Fälle der uneigentlichen Aequi-
valenz: Zwei entgegengesetzte*) ForlIlen (forn~ae 0lJ1JOsitae), d. h.
zwei Formen (a, b, c) und (a, - b, c), ,velche sieIl nur durch das
Vorzeichen des mittleren Coefficienten unterscheiden, sind stets
uneigentlich äquivalent, indem die eine durch die Sllbstitution (~: -~)
in die andere übergeht. Dasselbe gilt von z,vei Gefährten **)
(forlnae sociae), d. h. von zwei Formen (a,b, c) und (e, b,a), welche
dieselben (joefficienten, nur in umgekehrter Folge, llaben; die eine
geht in die andere durch die ~ubstitution (~: ~) ilber.
Aus diesen heiden F'iillen folgt wieder durcll Zusamlnenset~ung,
(lass die heiden li\n"nlOn (a, b, (~) und (e, - b, a) (~igcntlich äquivalent
sind; denn die erstere geht in die letztere durch die Substitution'
( o. 1) iihcr***)
-1,0· ,.
§. 57.
Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art derselbe~
die andere nicht aus; es kommt häufig der :Fall vor, dass zweI
*) Gauss: D• ..d. art. 159.
**) Gauss: D.A. art. 187.
***) f>ieser Fall und ebenso der andere, oben erwähnte I~'all der eigent-
lichen Aequivalenz treten so häufig auf, dass es sich reehtfertigen lie~se:
sie durch hesondere Namen auszuzeichnen was bisher nicht geschehen 1st,
vielleicht könnte man zwei Formen (a, b,'c), (a, b', c'), die durch Substitu-
tionen VOll der Gestalt (~: 1) in einander übergehen, l Ht'raliele :Formen,
und zwei I~orlnen (a, b, c), (c, - b, a) C01nlJlenlentäre Formen nennen
(vergl. §. 63, Anmerkung).
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Fornlen einander sowohl eigentlich als uneigentlich iiquivalellt
sind; in dem oben (§. 54) angeführten ]leispiel sind ,virkli('h die
heiden F'ormen (3, 13, 18) und (- 5, - 5, 18) eigentlich uud Ull-
eigentlich äquivalent; die erstere geht dureh die Substitutioneu
(.~~:~) und (~~: ~~) in die letztere über, und lungekehrt diese in
jene durch die inversen Substitutionen (~: ~) und (.+_ t: ~ ~).
ltTenn zWl:i. J/ortuen sowohl ei.'JcnUif/t als UlIci!l('utl ich äquiva-
lent sind, so ist jelle l'on ihnen s1·ch selbst uueig()fltlich iü/uival(Jllt.
Denn, wenn die E"ornl (a, b, c) durl'h jede der heiden Substi·
tutionen
in denen
('// ß')7";~' und ( a" ß")r": 6" ,
a/~' - ß' r' == + 1, a" 6" - ß",,1I = - 1,
in die Form (a', b', c') übergeht, so geht (a', b', c') durch jede der
heiden inversen Substitutionen
(+ ~', - ß') (- ölt, +ß"), +' und +" "
-I', a r,-a
in (a, b, c) über; und hieraus folgt, dass (a, b, c) durch jede der
heiden zusammengesetzten, und zwar notbwendig uneigentlichen
Substitutionen
(a' ß') ( ö" +ß") . (a" ß")'. (-+.~' - ß')7": ~' +7''': - u." und 7''': fj" - 7": + ,1.'
in sich seIhst übergeht. 80 z. l~. geht die 1~'orm (:3, 1:l, IH) «lUTe,la
die uneigentlichen Substitutionen (~~:~) (~~: ~~) == (~~: -~ ;) uud
(!~: ~~) (~: ~) == (~:: ~;) in sich selbst tiber. .
Es ist kein Zufall, dass diese heiden auf v~rs('ll1('d(,lH\ Art
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen ~ setzt nUl11
nämlich
(a', ß') (- ö", +ß") _ (u, ß)1", ~' + r", - a" - y, ö '
so findet man zunächst
( (J,", ß") (+ d', - ß') _(- ö, +ß)1''', ~" - y', + (1,' - -t- y~ - (I. '
und wirhahen daher umdie Identitiitdiescr heidcn(inverscn )~nhstit11-
tionen nachzuweise~, nur noch zu zeigen, dass in jedcr llllcigentlil'hl'lI
Substitution (r: ~), dur~h welche eine Form in sich 8elbst iihergeht,
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stets der erste und vierte Coefficient einander gleich, aher ent-
gegengesetzt sind. Dies geschieht leicht auf folgende Weise. Weun
die I~'orIn (a, b, c) durch die uneigentliche Substitution (~: ~) in sich
selbst übergeht, so ist
aa2 + (2ba +er)r == (};
naß +b(ad +ßr) +erd == b
a~-ßr =-1.
Die z\veite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten
gemiiss Pr durch ad + 1 ersetzt, in folgende über:
aaß +(2ba +cr)d === 0;
eliminirt Dlan aus dieser und aus der ersten jener drei Gleichungen
die "Grösse 2ba +er, so erhält man, wenn Inan den ~"actor a weg-
wirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Determinante
D eine Quadratzahl wäre), die Relation
(a2 -1) h = ~fJr,
woraus mit Rücksicht auf a h - {J r= - 1 wirklich folgt, dass
d = - f-' ist, was zu beweisen war.
§.58.
•Jede unci~cntliche Substitution, durch \velche eine l~orm (a, b, c)
in sieh snlhst iihcrgeht, ist daher nothwcndig von der ~"orm (r: 2:~)
und es ist also glciehzpitig a 2 + Ij r = 1. Von besonderem Interesse
ist der speciellc I/all r == 0; dann ist a = + 1 und entsprechend
+aß == 2 b; eine solche I~'orln, deren doppelter mittlerer Coefficient
durch den ersten theilbar ist, soll eine ambige Form (fornaa anceps)
heissen *). Und ulngekehrt ist leicht zu sehen, dass jede ambige
Form sich selbst uneigentlich iiquivalent ist; denn wenn (a, b, c)
eine solche Form, und also 2 b == aß ist, so geht (a, b, c) wirklich
durch die uneigentliche Substitution (~: ~1) in sich selbst iiber.
Dasseihe gilt offenbar von jeder :F'orm'l welche einer ambigen ~"orm
äquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte Satz:**)
*) Gat4s.~: D. A. art. 163. Vergl. KUI1Unet· im Monatsbericht der Ber-
liner Akadenlie vom 18. F"ebruar 1858.
••) GRUSB: D. A. art. 164.
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Wenn eine Form sich selbst uneigentlich iiquivalt)nt ist, so gieht
es stets eine ihr äquivalente arnbigc l'orm.
Beweis. Es sei q; eine solche l~'or)n, ,velehc durch die UD-
eigentliche Substitution (r: ~~) -in sieh selbst üh(lr~cht; ist r ::= 0,
so wissen wir, dass q; selbst eine anlhigc FOl"lll, \lud foJglieh d(~r
Satz richtig ist. Ist aber r von Null verschieden, so suc,hen wir
e~ne ~igentliche Substitution e:. ,~), durch welche die Form rp in
. eIne Ihr äquivalente ambige I~'ornl iibergeht, die \\,ir lllit tI' hezeich-
nen wollen. l)a also AQ - ft v == +1, und folglieh t/J durch die
inverse Substitution (.~r,: +'1) in qJ übergeht, so nlUSS t/J durch die
offenbar uneigentliche, aus den drei successiven Substitutionen
(+ ~, -p), (u, +ß), (A, EL)
-v, +l r, --:-u 1', Q
zusammengesetzte Substitution in siel1 selbst übergehen. Der
dritte Coeffieient dieser Substitution ist
r),,2 - 2ulv - ßv 2,
und es kommt nur darauf an, zVlei relative Primzahlen Ar, v so zu
bestimmen, dass dieser Coefficient == 0 wird; denn dann ist tP
eine ambige Form. Diese :Forderung redueirt sich, wenn man
mit r multiplicirt und bedenkt, dass u2 +ßi' == 1 ist, auf die
folgende:
, l u+) - ß(rA - U'l)2 - v 2 == 0; - == --==-- = -".:.. );
v r U ·i-
da unserer Annahme nach r von Null verschieden i~t, so kann man
also Aund v dieser I~'orderung genliiss hcstirruncn, 11lH) zwnf nl~
relative Primzahlen, ,venn man den Ilruch (u ±1): I' aHf spine
kleinste Benennung)" : v bringt. I)ies Iletztere ist 4'rforclerljc'h.
weil ja die vier Coeffieienten A, p" 1J, Q der GlcichuJlg A() - !' l' 1
genügen müssen. Sobald nun A und ,) auf denl angpgphencll \" P~(l
bestimmt sind so kann man dann unendlich viele 'Vcrthenpaare,
,für ~ und p, (nach §. 24) finden, welche diese letzte I~'Iordcrullg er-
füllen., Auf diese Weise ist also wirklich aus (y: ~ ~c) eine eigent-
liche Substitution (~. 11) gefunden, welche die gegebene Form qJ in
eine ihr äquivalente ~mbige Form tP transformirt. und hierdurch
der obige Satz bewiesen.
Nehmen wir als lleispiel die ohign I~'ornl (:3, 13, 18), \\relche
durch die uneigentliche Substitution (~~: ~;) in sich selbst übergeht;
wir haben also nur
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A 3+1
v === --='-4-
zu setzen; nehrnen wir das obere Zeichen, so ist A= + 1, l' == -t- 1
zu setzen, und entspreehend Q + P = + J. NellInen wir die oheren
Zeichen und Q= 1, P == 0, so erhaltpll ,vir die Substitution (.:!=~: ~),
durch welehe, ,vie schon ohen hClllerkt ist, die l'orm (3, JB, 1~) in
die Forlll (- 5, - 5, 18) übergeht, ,velche in der l'hat eine funhige
Form ist.
l~'erncr: Ilie :Form (7, 1, - 1) geht durch die uneigentliehe
Substitution (!.~: ~~) in sich selbst über; in diesem :Fall haben
wir also
!:._2+1
v - -3
zu setzen; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere
Zeichen, so können wir wieder A == 1, v === - 1, Q === 1, P, === 0
setzen; und in der That geht die }4-'orm (7, 1, - 1) durch die Sub-
stitution (.~~: ~) in die ambige }4-'orm (4, 2, - 1) über.
§.59.
'Vir verlassen hiermit diesen interessanten (iegenstand und
heschiiftigen uns von jetzt an ;tussehliesslich mit d~r ci,qcntlic}u)1t
Acquivalelll,; nur diese soll itn ]·'olgenden gemeint sein, wenn
sehlf'eht.hin von Ae(Itlivalcnz gesprochen ,vird; ehenso soll unter
~uhstitllt.ioJl inliner nur noeh die eil/entliehe Substitution verstan-
den Hein. \Verden daher zwei 1·'01'I11en J, f' äquivalent genannt,
so bedeutet dieser Ausdruck stets (§. 5G), dass eine Substitution
(y:~) existirt, deren (;oefficienten der IJedingung u~ - ßr === +1
genügen, und durch welche f in f' übergellt; umgekehrt geht dann
f' in f über durch die inverse Substitution (_~; -~), deren Coeffi-
cienten derselben Bedingung ~u - (- ß) (- r) = +1 genügen.
Aus denl allgemeinen Satze des §. 55 gellt nun folgender specielle
hcryor: Sind zwei Formen einer dritten äquivalent, so sind sie auch
Ci1lllllclcr iiquivalcnt; und dieser Satz bildet die Grundlage für den
wichtigsten 13egriff in der ganzen Theorie der quadratisehen :Forlneu.
I·:s sei f eine bestimmte gegebene l'orm von der Detcrnlinuntc
D, und ]? der Inbegriff aller tier Forlnen J, f', f" ..., welche nlit
f äquivalent sind; zufolge des eben erwähnten Satzes sind nun je
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zwei in deIn Systenl ]? vorkoIunlcndc ~'()rnlCn f', j'" ehellt:llls iiqui-
valent; ist daher f' irgcnd cine in F vorkOJnnH)nde I~'ornl, 80 ist dn.s
System aller nlit f' iiquivalentell Forulcn identiseh Jnit deut Hystenl J~:
Ein solches Systenl unter einander iitjllivalenter 11'orlnen Roll (~in(~
(Jlassc von li'or1nen *) oder eine 11'orlluJIH'1l1sse heisspu, 1IIId es louehtct
ein, dass dureh irgend cin 11ldividuUlll eiuer sol('.)u'll (~)asse n)I(~
anderen derselben Ulasse angehörcnden 1~'()rlnell \'ollstiüHlig- be-
stimmt sind; Inan kann dahcr inllncr ein solehcs lutlividuuln als
Rel)räs(~ntantcnder I!orntenclas.'uJ, ansehen.
Es würde nicht schwer sein zu beweisen, dass es in jeder
solchen .Formenclasse unendlich viele Individuen gicht, d. h. da.HS
die Anzahl der E'ormen, in welche eine gegebene f'onn f durch die
unendlich vielen verschiedenen Substitutionen (r:~) übergeht, in
denen a8 - ßr :=: + 1, unendlich gross ist, obgleich es vorkommen
kann, und zwar bei positiven Determinanten inl111cr vorkOlunlt, da,ss
unendlich viele von diesen Substitutionen die Forn1 f uui· in eine
und dieselbe Form f' transformiren ; allein dieser Nachweis hat für
uns zunächst kein Interesse. Von grösserer Wichtigkeit und von
dem grössten Interesse ist dagegen die folgende Betraehtung.
Denkt man sich alle }1-"ormen von einer und derseIhen Det(\r-
minante D in ihre verschiedcnen (jlasscn eingcthcilt, und wiihlt
man aus jeder Classe nach l~eliehen eine l~'orm aIR Itcprii,~ent.alltf·n
derselben, so erhält man ein sogenanntes 1)ollslä"di!l(ls ~"!lst('1n
nicht äqul~valent(!'r l~'ornu~n für diese l)cterlninante J); dip funda-
mentale und vollständig charakteristische I~igen8ehaft eines 80lehen
vollständigen 11'ormensystems /<'1 besteht darin, dass jede h('11ehj~f'
F'orm von der Determinante n stets einer, aher auch nur pinflr
von den in diesQm System S enthaltenen ~'ormcn iiquivalcnt ist.
Die Anzahl dieser verschiedenen (jblssen (und also auch ihrer }lc-
präsentanten in dem vollständigen :Formensystcln ~S) ist nun, ,,~ic
sich zunächst für negative, später auch fiir positive I)eterminanten
herausstellen wird, eine endliche, und wir hezeichnen ahsichtlieh
schon jetzt die genaue Bestimmung dieser (}lasscnanzahl für eif1/C
gegebene Determinant(~, welche innig lnit den sehöusten algebrai.
schen und analytischen Untersuchungen dieses .Jahrhunderts ver-
knüpft ist, als die letzte und hauptsiichlichste von uns zu lösende
Aufgabe.
*) (lauss: D. A. art. 223.
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Iler Weg zu dieselll Ziele ,vird gehahnt durch die I-Jösung der
beiden folgenden lIauptproblelne in der 'fheorie der Aequivalenz:
I
I. Zu entscheidcn, ob zu)c,i gC,fJcbenc l~lormen von glcich(),r D('·
te'r'llJinalltc iiquivall'nt slind, a7so derselben Classe an.qehör(ln, oder
nicht.
II. Alle Substitutionen Z'lt finden, durch 1vclchc die rhul 1'011
z~vei g()g(~ben(~n üqui'valcnt(ln Formrn in die andere 1~b(!r.'l(lht.
F~s wird aber gut sein, die l~eschäftigun~ mit diesen heiden
l)roblelnen dadureh zu lllotiviren, dass wir zeigen, '\\rie die 'fheorie
der Darstell'ltn!l der Zahlen durch quadratische :E"ormell vollstiindig
auf dieselben zuriickgeführt werden kann; und so schicken wir im
li'olgenden einige llauptsiitze dieser Theorie voraus.
§.60.
Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwähnt
ist, eine ganze Zahl m darstellbar durch die quadratische Form
(a, b, c), wenn es zwei ganze Zahlen x, y giebt, welche der Glei-
chung
ax2 + 2 b:l'!/ + c!I'l == m (1)
geniigell. Wir k()uncn uns aher zuniichst auf sogenannte f!i.fJcntliche
}Ja.rstf1lhttlgeu (x, :'/) hesehriinken, in welchen die heiden darstfdlen-
df'U Zahlt'1i :1', y t·(llatil)(J ]l/rirnsah1cn sind; denn ist ~ der grösste
geJ)H~ill~u~hat't,liehe Ilivisor von .1: und JI, so ist m nothwendig theilbur
durch ~fJ; setzt nULll nun x = x' f5, 1/ = y' d' und m == '»t' ~'l, so
wird '11,' offenbar durch die l~"ornl (a, b, c) dargestellt, wenn x' und 1/
als darstellende Zahlen genOßImell werden. Da nun die letzteren
relative Primzahlen sind, so erkennt Dlall leicht, dass, sobald alle
eigentlichen Darstellungen der Zahlen bekannt sind, hieraus die
übrigen (ttneigentlichen) Darstellungen leicht gefunden werden
können; wir schliessen daher die letzteren von unserer jetzigen Be-
trachtung ganz aus. Dies vorausgeschickt, schreiten wir zur Er-
forschung der erforderlichen und hinreichenden Bedingungen fur
die l)arstellbarkeit einer gegebenen Zahl m durch eine gegebene
~'ornl (a, b, c).
1. \Vir nehnlen also an, die obige Darstellung (1) der Zahl
'In durch die I~'orln (a, b, c) von der Determinante D = b'l- ac
sei eine eigentliche, d. b. x und y seien relative Primzahlen. Dann
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gieht es (nach §§. 22, 24) inlmer unendlich viele Pllare von ganzen
Zahlen ~, 1], welche der unbestimmten (}Ieichung ersten Grades
X1]-y~=+l (2)
Genüge leisten. Wählen wir ein solches Ilaar E, 11 nach IlcliebC'u
aus, so geht (nach §. 56) die Forln (a, b, c) durch die 81lhHtitution
(;:~) in eine äquivalente I~orm (nt, n, 1) über, deren erNter (~oeffi­
cient zufolge (1) die dargestellte Zahl mist; der Dlittlcre (~oeffi­
cient wird
n == (ax + b!I)~ +(bx +C!I) 11, (3)
und der dritte Coefficient l ergiebt sich, da beide Formen (nach
§.56) dieselbe Determinante haben, aus der Gleichung n' - ml == D
(denn 'In kann nicht == 0 sein, weil sonst D ein Quadrat wäre).
Da nun dieser dritte Coefficient l nothwendig eine ganze Zahl ist,
so folgt, dass D quadratischer Rest von ,n, und dass n eine llrurzel z
der Oongruens
ist.
S2 =D (luod. m) (4)
2. Gesetzt nun, man nimmt statt der heiden Zahlen E, '1 irgend
ein anderes Paar von Zahlen ~', 1]', welche derselben 13edingung
(2) genügen, so geht ·die Form (a, b, c) durch die SuhRtitution
(;: ~:) ebenfalls in eine äquivalente Form (m, n'; 1') über, uud mau
erhält wieder eine Wurzel
n' = (ax + b!/)~' +(bx +cY)'l'
der Congruenz (4). F~s ist nun von Wichtigkeit zu nnterRuehen,
in welcher Beziehung diese zu der Wurzel 11- steht. Nach Ulu~eren
früheren Untersuchungen (§. 24) wird jede Lösung ;', 1]' der un-
bestimmten Gleichung xtl' - y~' == 1 einmal und auch nur cinnlal
erzeugt durch die Formeln
~' = ~+xv, 1]' == 11 + Y1~,
wenn v alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 durchläuft. Suhsti-
tuirt man nun die vorstehenden Ausdrücke in den von 11', so erhält
man, mit Berücksichtigung von (1) und (3), da.'i Ilesultat
n' == 11, +rnv, also n' =n (mod. 111.).
Hieraus folgt, dass alle Wurzeln n, n' der Congruen1. (4), welche auf
die obige Art aus einer gegebenen eigentlicheu Darstclluug (.c, N)
der Zahl m durch die Form (a, b, c) abgeleitet werden können, die
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sämnltlichen Individuen einer und derselben Zahlelasse (mod. 'lU)
sind, also nur eine und dieselbe Wurzel dieser Congruenz bilden
(~. 21); jedes Individuull1 dieser Zahlelasse ,vird, wenn v alle ganzen
Zahlen durchläuft, d. h. wenn nUln der Iteihe nach alle Auflösungen
~, 'J} der (11eichung (2) ,virken liisst, ein Mal und aueh nur ein ~Ial
erzeugt. Man sagt daher, die l)arstellung (:1:, y) der Zahl tn geltijrc
zu dieser Wurzel n (Illod. tn) der Congruenz (4), weil durch den
angegebenen l>rocess nur diese uno keine andere Wurzel derselben
ZUlU Vorschein komnlt.
Zugleich leuchtet ein, dass die E'orm (a, b, c) durch die siiInnlt-
lichen Substitutionen (:: ~), deren erster und dritter Coefficient die
heiden darstellenden Zahlen x und y sind, in unendlich viele äqui-
valente Formen (1n, n, 7) iibergeht (vergl. §. 56), deren gemeinschaft-
licher erster Coefticient die dargestellte Zahl rn ist, während der
lnittlere Coefficient t~ alle Zahlen einer völlig bestimmten Classe
(mod.1n) und zwar jedes Individuum derselben nur ein Mal, durch-
läuft *).
*) Es liegt nahe, die Zahlclasse n (mod. m) unmittelbar aus der ge-
gebenen Darstellung (x, y) selbst zu bestimmen, ohne Zuziehung der Zahlen
~,'I. Die Auflösung der heiden Gleichungen (2) und (3), welche beide vom
el·sten Grade in Bezug auf ~, 1} sind, gieht
'11t'l == 4e.t+(b +n)y, -1n~ = (b-n)x+cy,
und hinrf\us folgen die Congruenzcn
-Y" =aX+h!b xn = 1Jx+cy (mod. 1n),
clureh \velche dip ZnhlehlsAc n (nlod.1n), wie man leicht erkennt, vollständig
bcsti UUll t ist. -
'ViI' schalten RU dirser Stelle noch folgenden Satz ein, von welchem
wir spiiter Oehrnueh nlRchen werden: Gieht es zwei ganze Zahlen x, y,
welche den Bedingungen
a.l:2+2bxy +cy2 = 1U
a~+(b+'l)Y = 0, (b-n)x+cy = 0 (mod. 111)
genügen, wo 1n, n, a, b, c gegebene Zahlen bedeuten, deren erste von Null
verschieden ist, so ist die Form (a, b, c) mit einer ~"orm (nl, n, I) äquiva-
lent., deren erste heide Coefficienten m, n sind. Denn setzt man die auf der
linken Seite der heiden Congruenzen befindlichen Ausdrücke resp. gleich
,,,, 'i, - IIt ~, 80 ergiebt sich durch Multiplication mit x, y und Addition
111(.1''1-.'1;) = m, also X'1-y~ =+1, woraus dann das Uebrige leicht
folgt. Ilass ferner umgekehrt, wenn zwei Formen (a, b, c) und (fn, n, 1)
äquivalent sind, stets zwei Zahlen x, y existiren, welche den vorstehenden
B~diDgullgel1 genügen, leuchtet aus dem Obigen unmittelbar ein. Mithin
ist die p).rültenz zweier solcher Zahlen :c, '!I vollkommen charakteristisch
für die Aequivalenz der heiden Formen.
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3. Das Vorhergehende reicht hin, UIU übersehen zu k()llllCU
dass die Au;f.qabe, alle eigentlichen Dar.'itc711tllg(·11 ('iury .'I('gl'br,w,;
Zahl 'In littreh eine gcgebc'uc F'of'ln (a, b, (') zu /iuflcll, Huf die
Lösung der heiden Prohlclnc zuriiekkonllllt, die ,vii: :un SehlU8S des
vorigen }>aragraphen aufgestellt hahen. ~fall llnf.crfo\uchp zuuiiehst,
ob 1) quadratischer llest von tn ist oo(\r nieht; illl letzt.prell ~'uJl
ist m durcll keine einzige I~"'orm der })ctcrlnillant.e 1) ('igputJieh du,r-
stellbar; inl ersteren J1"'all hestinlme nutn alle ineougruent(lll 'Vur1.üln
der Congruenz (4), und verfahre Init jeder einzelnen, ,vie folgt. I~8
sei nein bestiInmter Repräsentant einer hestimlntell 'Vurzcl, und
zwar n2 == D +tnl, so ist (1n, n, 7) eine best.imnlte ~'ornl \'on der
Determinante D. Giebt es nun eine Darstellung (::r, y) der Zahl
m durch (a, b, e), welclle zu der durch fl repräselltirten \Vurzel
der Congruenz (4) gehört, so ist die Form (a, b, c) äquivalent mit
(m, n, 7), und die Darstellung (x, y) liefert eine und nur eine Sub-
stitution (r, ~), durch welche dIe erstere in die letztere iibergeht.
Y,1]
Es muss daher zunächst entschieden "rerden, ob die heiden ge-
gebenen ~'ormel1 (a, b, e) und (1n, n, 7) von der Deternlinante D äqui-
.valent sind, oder nicht - dies ist das erste der I.eiden genannten
ProbleIne; gesetzt nun, die beiden l~ormen erweisen sich als nieht
äquivalent, so existirt keine einzige zu dieser Wurzel fl gehi;rigc
Darstellung der Zahl 111, durch die F'ornl (a, lJ, l:). Zeigt es ~i('h
aber, dass die heiden I~'ormen iiquivalent sind, RO JuiiSReJ) ullC' Snh-
8titutionen (;:~) aufgesucht werdcn, durch wclclw ((l, IJ, I') ill (m, '." 1)
übergeht - dies ist das zu)(~itc Pfohlen). 1)(\1" ~rst(' 1111.1 .1rlit.,
Coefficient (x und JI) einer jeden Aolehen Suhstitutioll hil(lpll c1allll
auch wirlrlich eine eigentliche zu der Wurzel n g..hc;ri~p l)ar~ipl111l1~
der Zahl tn durch (a, b, c), und da, wie selHHa helnerkt, ans .1.,,1 ....
solchen Darstellung (x, y) ulngekehrt eine und Bur pi ... , l"o}('lH'
Substitution (x, ~) cntsprino't so erhält ln:ll1 durch di.' ~;illl1l1tli('hell
[1,1J . b' ...
Substitutionen der angegebenen Art aueh al1r zu 11 geht ~rlgen I)a 1"-
stellungen, und jede nur ein lJ[al. (.ellau in tler~elh(\n \Veise ,'er-
fährt man 111it den iibrigen \Vurzeln der (~ollgruenz (4)'1 deren An-
zahl, falls mund D relative PriInzahlcll RilHl'l Bach s· 37 zu be-
stimmen ist.
Dirichlet, Zahlentheorie. 10
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§. 61.
Nachdem WIr uns In der vorhergehenden Di~reRsion davon
üherzeugt hahen, das~ in der l'hat die Theorie der llarstellung
vollst:indig auf die beiden (in §. 59) er,vähnten !>roblellle der IJehre
VOll der Aequivalenz zurUckgeflihrt werden kann, so wenden "rir
uns nun zu der IJösung derselben. Das erste, zu erkennen, ob
z\vci l~"ormen von gleicher Deternlinante äquivalent sind oder nicht,
erfordert von vorn 11erein ganz verschiedene Methoden, je nachdem
die Determinante positiv oder negativ ist; in heiden F'iillen ist aber
die Ijösung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der heiden
F'ormen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Transformation
der einen in die andere gefunden wird. Da also bei zwei wirklich
äquivalenten Formen immer eine solche Transformation durch die
Lösung der ersten Aufgabe gefunden ist, so besteht das z1veite
Problem nur noch darin, aus einer solchen Transformation alle
andcre1~ zu finden; und da die Lösung desselben zunäch~t nicht
von dem Vorzeichen der Determinante abllängt, sondern für po-'
sitive \vie für negative Determinanten Anfangs eine gleichmiissige
Ilehandlung zuliisst, so stellen wir es dem anderen voran.
IJnserc Aufgahf' ist nl~o die, aus einer Substitution L, durch
\vplche eino I·'ornl ep in eine iiquivalente Form l/J iihergeht, alle
Huh~titutionen ..'-; zn finden, welche denselben I~rfolg hnhen. Wir
k()Il11(,1l (li(~seUH\ soglcieh durch einige I~elnerkungen bedeutend
vPI'Pinfaehen, itHl(nll 'Vii' sie nuf den einfachsten l~"all reducircn, in
,vplchenl hf'ide 1~'Ornlf'n identisch sind. Denn geset7,t, wir kennen
((llt~ Substitutionen 11, durch welche die I~"orm rp in sich seIhst
iihergeht, so geht cp offcnhnr durch alle Substitutionen T I~ in die
andere Form 1P iiber. Alle diese Suhstitutionen T L gehören also
zu den gesucllten Substitutionen S. Jetzt behaupten wir auch um-
gekehrt, dass auf diese Weise alle Substitutionen S erzeugt werden,
und jede nur ein einziges l\fal; denn bezeichnen wir mit L' die in-
verse Substitution von L (durch welche also die !"'orm t/J in die
FOI'IH qJ zuriickkehrt), so ist jede in der Form S L' enthaltene Sub-
stitution eine solche, durch welche die F'orm cp in sich selbst iiber-
geht. lind gehört mithin zu den mit T bezeichneten Substitutionen,
so dass \vir ~S 1/ == T setzen können. Da nun die aus 1/ uni! L
zusanllllcngcsetzte Substitution L' L = (~:~) ist, so folgt hieraus
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8L' L == S = TL, also wird wirklich jede Substitution S nuf die
angegebene Art erzeugt. Dass endlich jede Suhstitution S nur
durch eine einzige Substitution T erzeugt wird, leuchtet hieraus
. ebenfalls ein; ist nämlich TL :::::: S, so ist l' =:: .~ /" " also i~t die
Substitution T, durch welcl1e eine hestimnlte SuhstitutioJl l, e1"zpugt
wird, immer eine vollkommen bestimmte, so dnss z,,·ci v()1"!'o\chindeno
Substitutionen T auch zwei verschiedene Sllhstitutioll('J) .'-; ('1"Z(\,11I-(('I1.
Da also der Complex der Substitutionen .S vollst:indig lnit
dem Complex der Substitutionen TL iibereinstimmt, wo I", die ~c­
gebene Substitution bedeutet, durch welche die :Form cp in die
äquivalente Form l/J übergeht, so kommt es nur noch darauf an,
alle Substitutionen T zu finden; unser Problem ist da.her auf das
folgende zurückgeführt:
Alle Subst1~tutionen zu finden, durch welche eine Form in sf'ck
selbst übergeht.
Bevor wir zur Lösung desselben schreiten, stellen ,vir eine
Betrachtung an, welche für die Folge von grosser Wichtigkeit ist.
Bedeutet (J den grössten (positiven) gemeinschaftlichen Theiler der
drei Zahlen a, 2b, c, so leuchtet ein, dass alle durch die Form
(a, b, c) darstellbaren Zahlen durch (1 theilbar sind, und wir wonen~
wo kein Missverständniss zu besorgen ist, diese Zahl (J kurz dr'n
Theiler der I!'orrn (a, b, c) nennen. Dann sind zwei J.-'iille )n(i~li("h:
1.· Ist 2 b : (J eine gerade Zahl, so geht (J in b, und fol~1i('la (fJ
in der Determinante D == b2 - ac auf; und l1mg('k~hrt, \\'(·UH (f'J
in D aufgeht, so ist b durch (J theilhar, a.1so 2 b : (f (\ilU' ~('r:l(I('
Zahl; zugleich ist dann (j der griisste gelneinschaftlichc 1'h('il('r (l .. f
drei Coefficienten lt, b, c.
2. Ist 2 b : (1 eine ungerade Zahl, 80 ist (J jcd('nfalls J.(()ra(Je'o,
und (J2 geht nicht in D, wohl aber in 4 D auf, und z\\'ar iRt
4D (2b)2 a c
_== _ -4--=1(mod.4)~
(J2 d (j d
also 4D= (J2 (mod. 4(12); und umgekehrt, wenn 4 D - 6 2 (nlod. 4 ( 2).,
80 ist auel1 (2 b)2 =0 2 (mod. 4 (J2), folglich 2/J : 6 eine ul1gprac1c
Zahl; zugleich ist ~ (J der grösste gemeinschaftliche 'l'heiler der drei
Coefficienten a, b, c.
Der Theiler (J einer jeden I~"orln von d(\r I )..trrnlin:lnt (l 1~ ~('-
nügt daher ent\veder der Bedingung n =0 (UHul. (2)~ 0«1(\1" dH\Spr
4D = (j2 (mod. 4(2); umgekehrt, ist (J eine positive Zahl. ~\· ..1.('1)(·
der einen oder anderen dieser IJedingungen geniigt., 80 (,X1st1reu
10·
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auch Ji'ormen (a, b, c) von der I)eterlninante D, deren 'l'heilcr (j ist;
je nachdelD niinllich «1 der ersten oder der zweiten lledillguug
genügt, ist
( -D) ( d2_4D)C1, 0, -d- oder (j, ~ «1, 4 ()
eine F'orm von der Düterlninnnte D und vonl l'heiler d, uud zwar
die sogenannte einfacltstl! solche ]~'Or1l1 (fortna s'in,pliciss;lna); die
einfachste }1'orm (1, 0, - J) vom 'l'heiler.l heisst die 11aul)tforn,
(fortna pl·incipal·is) der Deterluinante D *).
Der grösste gemeinscllaftliche ~rheiler 1: der drei Coefficientell
a, b, C einer ~~orm (a, b, c) ist inl ersten F\lll === (j, im zweiten == ~ (J;
ist nun 1': == 1, so lleisst die ITorlll eine 'ltrsprünglriche **) (forfna
p'rilJ1·itiva), und zwar, wenn (j == 1 ist, eine F'orm der ersten A'rt***)
(jorma proprie primitiva oder jo/rma propria nacll Gauss), dagegen,
wenn (J = 2 und also D == 1 (mod. 4) ist, eine Form der zwe·ite'n
Art (jorma improprie prim~·tiva oder jorrna t~·nll}ropria). Ist ferner
't > 1, und a = 'ta', b = 'Cb', c = TC', b'b' - a' c' = D', D == 1':2 D',
so heisst die !4'orm (a, b, c) abgeleitet (derivata) aus der ursprüng-
lichen ~Form (a', b', c') der Determinante D'.
Aus den Formeln der Transformation [§. 54, (2)] geht nun
hervor, dass, wenn eine Forlll (u,', b', c') unter einer F'orm (a, b, c)
enthalten ist, jeder gClneinschaftliche 'l'heiler der Zahlen a, 2 b, C
auch gClllcinschaftlicher 'fheilcr der Zaillen a', 2 b', c' sein muss,
woraus unnlittclbnr folgt, dass je zwci ii,quivalente I1'ormen den-
seIhen 'rheiler (j bcsit7.cn; Inithin konunt dieser 'fheiler nllcu zu
einer und derseIhen (~lasRe gehörigen 11'oflllcn gellleinschaftlich zu,
und kUHu daher fHgl ieh ll(!r l'ltciler der Formcnclassc genannt
werden. l)asselbe gilt otl'cllbar von dem grössten gemeinschaft-
li(~hen 'fheiler T der Coefticientcn a, b, c einer jeden zu einer be-
stimmten Classe gehörigen I~'ornl (a, b, c). Hiernacll leuchtet von
selbst ein, was unter der einfachsten Classe V01n Thc';ler <1, unter
der Hauptelasse , unter einer u)·sprünglichc111 Classe der et·sten oder
zu'citcn. Art, oder unter einer abgeleiteten Classe zu verstehen ist.
Endlich bildet der Inbegriff aller }1'ormen von gleicher Determi-
*) Gau8tl: D. A. artt. 231, 250.
**) (;(11188: D. Ä. art. 226.
***) Dir;c1l1et: Recherches Bat,. diverses applicatioJls de l'analyse infini-
te8itnale cl la tlleorie des nombres. 28 partie. §. 7. Crelle's Journal Bd. 21.
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nante D und von gleichenl Theiler es eine sogenannte Ordnung *)
(ordo) , und aus dem Vorhergehenden folgt, dass dieselbe der COID-
plex aller (,'flassen der Deternlinnnte ]) ist, welche den 'rheiler (J
haben.
~. 62.
Es sei nun (~', I~) irgend eine Suhstitution, durch welche die
Form (a, b, c) von der Deterlninante D und vom I'heiler (j in sich
selbst übergellt, so ist zunächst
ÄQ-p'l,==l (I)
und ferner (nach §. 54)
al 2 +2 b Ä.V +cv' = a; (2)
alp, +b (l(l +p.v) + CV~ = b; (3)
da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass fa, b, c) in eine
äquivalente Form übergeht, deren erster und zweiter Coefficient
a und b sind, so ist der letzte Coefficient c' der neuen f"'orln wegen
der Gleichheit der Deterluinanten nothwendig ~ C; und folglich
drücken diese Gleichungen vollständig aus, dass (~', ,(~) eine Sub-
stitution der verlangten Art ist (dies würde nicht ebenso vollstiin-
dig geschehen, ,venn man die (}leichun~ A(l- p,v = 1 dureh dip
andere Gleichung ap,2+2bp,Q+cQ2 = C ersetzen wollte; d(,tlJI
dann würde man rückwärts nur 8chlie8sen können, dass Ä() ~ v
=± 1 ist).
Wir behandeln diese drei Gleiehungen mit den vier l1nhe-
kannten Ä, p, 1', Q auf folgende \Veise.
Wird A,Q durch p,v + 1 ersetzt, so nimmt die Glcirhutlg CI}
die Form
aÄ~+2 blLv +CV~ === 0
an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und climinirt einmal
2b, dann c, so erhält man unter Berücksichtigung der Gleichung (1)
die heiden folgenden:
ap, + cv == 0; a (A - (J) +2lJv === o.
Da a von Null verschieden ist (weil sonst D eine Quadratzahl
wäre), so kann man folglich
*) GaUS8: D. A. art. 226.
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lt C
V:::::-ll u:::=::--uß 'r a'
2bA-Il =- -tt~t (J (4)
setzen, worin 'lt eine neue unbekannte, und zwar ganz(} Zahl hc-
deutet, weil 1', ft, A- Q ganze Zahlen sind, und ß der gl'()sstc
genH~illschaftliehe I)ivisor von a, C, 21J ist. SetZl'll wir die~e Aus-
dl'iieko nil' ft und v in die (~leiehullg (1), so erhalten ,viI'
A11 === _ ac 'lt'l -' ,. 1~ (j'l r,
und hieraus in Verbindung lllit deIn vorstehenden Ausdruek fUr
,t - () die (}leichung
(A + (J) 1 .= (A - (J) 2 + 4 ,t (J = 4 (D t~:+(2)
oder (O(A:- (J)y= Du2 + 0 2,
Hieraus ergiebt sicb, dass t (j Cl +()) jedenfalls eine ga>nze
Zahl sein nIUSS; bezeichnen wir sie mit t, so erhalten wir
(5)
'ViI" k()ullcn die vorstehende Untersuchung 'ulit Itiieksicht auf
(·l) ulltl ([) in Folgendenl znsullllnonfassell*):
Ist e.: ,~) ehlt? Substit /(ti01l, durch welch~! dü! Form (Cl, b, c) non
({(Ir Ih'I(lrll~iualllcD und VOllt1'hciler (j in sich selbst üh('r{Jt:/tt, ,'\0
"'.Io\t sf,'/.~
au
'11=-(J ,
ctt
I' ~ --(J
t +bu() ==--
<1
(I)
tOO t, tt zfvei ganze Zahlen bedeuten, 1(;~elclte der unbestirntntcn Glei-
CHfttl9
(11)
{; ()ni(ge leisten.
Aber dieser Satz lässt sich auch unlkehren:
Sind t, 11 zu~ei ganze, der Gleichung (11) genü!lellde Zahlen, so
Si1Zd cli,? (lurch die Gleichungen (I) bestitnmten Zahlen Ar, p" v, ~ die
*) V(\rgl. Gauss: D. Ä. art. 162.
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ganzzahligen Coefficienten einer SulJstitution (~~), dm'eh welche
die Form (a, b, c) ~·n sielt selbst übergeht. '
Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zunächst ist zu bc-
we~sen, dass ~, ft, v, (J ganze Zahlen werden; da (1 in a und in c
aufgeht, so sInd v und p, ganze Zahlen; du ferner (j 2 jn 4 D und
zufolge (11) auch in 4 t 2 aufgeht, so ist 2 t thcilb:tr «Inrel. (J, 11 ud
da (j auch in 2 b aufgeht, so sind 2 Ä und 2 ~ ehcnf:tlls ganze Znh-
len, deren SUIllme, == 4 t : <1, also eine gerade Zahl ist,; mithin sind
2,1. und 2 (J entweder beide gerade oder heide ungerade; da alter
ihr Product
t 2 -b2u2 (j2-acu,2 ( a c )
= 4 = 4 = 4: 1 - - - 14 26 2 (12 (J (J
gerade ist, so sind 2 A und 2 q gerade Zahlen, also Ä. und p ganze
Zahlen.
Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet nlan
leicht durch ,virkliche Substitution der Ausdrücke (1) unter lle-
rücksiclltigung der Gleichung (11), dass die drei Relationen (1),
(2) und (3) identisch erfüllt sind, dass also in der That die Fornl
(a, b, c) durch die Substitution (~', .~) in sich selbst übergeht.
Aus jeder bekannten Substitution (:", ~) kann daher .(z. Il. dur('h
die Gleichungen l' = C1v : a, t == (JA + bu) eine IJ(;f;ung t, 14 d(lr
Gleichung (11) gefunden werden, und uJngekehrt. I~:s ist al ... )'
wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen SuhstitutiolJ(ltl :t lI('1I
zwei verschiedene I..4ösuuHen (leI' G)cichtUlg (11) cut.sprp('hpll ~ 1I1lcl
umgekehrt zwei verschiedenen I.J()8ulJgcn der tileiehuug () I, Huch
zwei versehiedene rrransformationen der j·\,rrß (a, h, c) in l'-\)eh
seIhst. Denn die Itcln,tionen (I) sind dcrartiJ(, daRS gf'gC'lH 'lI(lll
Werthen t, u ein und nur ein Systenl von Werthen ~,p. l'~ (I. lind
umgekehrtgegebellen Werthen von ).,,11,1', f! ein und Bur Pll1 ~y~teln
von Werthen t, u entspricht.
Hiermit ist also unser Ilroblenl nicht voJlst:i)](lj~ gp].tst ~ ~on-
dern nur auf das andere reducirt:
Alle ganzzahligen Lösungen der uubr."fhlllutf'U (ilci('hung (11,
zu finden.
Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Seh\\~ierigkeit
dar, sobald die Deterlninante D urgat iv ist. 'V ('nn niünlich LI ihr
absoluter Werth, also D = - LI ist, so hat die (.ileichung (11)
t2 + L/1t2 == (j2
nur eine endliche Anzahl von IJösullgcn t, U; und zwar ist., ,,1('nn
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1. D = 0 (nlod. (12), die Anzahl der IJösungen der Gleichung
inlIner -== 2, sohal(l L1 :> <1'.! ist; diese IJl;suugCll silHl ofi'enhar
t === + <1, U =::: 0 und t::=:: - (1, 1t::::=: 0;
im I·'all LI = (fl ist aber die j\nzahl (leI' IJ()sllllgell == 4; diese SilHI
t = u, 'u::=: (); t == - (1, 1t:::::-. 0;
t ::= 0, n -::-:: 1; t:::::: 0, 'lt == - 1.
2. Ist 4 1) =6 2 (1110(1. 4 (j:J) UIHl folglich 4· L1 == ~ (j2 (Ifiod. 4 (f.l),
80 ist die Anzahl der IJ()sungell der (Heiehung stets == ~, so oft
4 LI > 3 (j'J, also ·1 il > 7 (j:J; diese sind
t==u, 'U==O; und t==-u, tt==O;
im l~all 4 L1 = 3 (j'! ist aber die ~\.nzahl der IJösungen = {); diese
sind
t = + (1, u. == 0; t === + ~ 0, 11, == + 1; t ~ + ~ 0, ft = - 1;
t = - tI, tt === 0; t = - ~ (J, U == - 1; t == - ~ u, tt == + 1.
§.63.
l~ei ,veitenl sch,vieri~er ist die 'rhcorie der ftleichung (11) fUr
den Fall eilter l)(),..;ifivf Ju I)et.ernlillante J), und hierin zei~t sieh
7.uerst clip grosso \T erschie(lcllheit in der Natur der l~'o)'nlen von
)lositivpr und (lpl"(,)" von ncg-ativcl·l)eterlnin:tllte. Wir lassen daher
(lit'se Irlltt'l"stl('htlng nil" jptzt fallen, unI sie spiiter (iu ~. HB) \vicder
a.uf7.tlll(,~hnH\Il, Il:H'hclp))) daR :uHlerp in ~. !)~J erwiihnte l)rohlenl der
IJehre von dpr i\ptluivah'llz seine Lösung gefunden hahen wird.
Auch hei dieseln stpllt sich et,vas Aehllliehcs heraus, indern eR
durehaus notlnvendig ,yjrd, die I~\)rnlen von positiver und negativer
Ileterminante yollstiindig gesondert zu behandeln; und da auch hier
die l·'ornlen von negativer Detel'lninante ,veit weniger Schwierig-
keiten darbieten, 80 behandeln ,viI" diese zunächst.
{TIn aber den Gang der Untersucllullg nicht zu unterbrechen,
ftehieken ,viI' eine Beluerkung voraus, welehc sich gleichnlässig auf
FOr1l1ell von positiver wie VOll negativer Deterlninallte hezieht..
()trenbar gehteine l'orrn (a, b, lt'), in ,velchcr wir absichtlich den
letzten (~oefficientcn nicht Dlit c, sondern mit a' bezeichnen, durch
eine Substitution von der F'orm (_~: ()) in eine äquivalente l~'orm
über, deren Coefficicnten
Qllauratisclle ~~Orn)en. 153
a', b'=-b-a'd, a".::=a+2bdta'{}2
sind; diese :F'orm (a', b', a") soll der l~"orln (a, b, (l,') 'I"al'lI rechts
benachbart *), und ehenso soll die letztere (a, b, (I') der anderen
(a', b', a,") nach links b(!nacltlJart heiss(~n. l)U,R (~harllkteri8tiR('he
der Beziehung zweier solcher benaehharter F'ormeJl qJ und 'P'
(forlltae contiyuac) besteht c'rstens darin, dass sie diet\elhc Iletcr-
minante habcll, zweitens, dass der letzte (~oeftieicnt a I der einen
Forn1 cp zugleich der erste Coeffieient der anderen 1~'orln q;' ist.,
drittens, dass die SUllnne il,rer mittleren (~oefficiellt('n b -~- b' tI 1Ireh
diesen gemeinschaftlichen (joefficicnten (t' theilbar ist. Denn bahen
zweI Formen cp und qJ' diese drei Eigenschaften, und set,zt man
b +b' === - a' ~, so geht in der That die Form rp durch die Sub-
stitution
( 0,1)
-1, ~
in eine neue Form über, deren erste heide C,oefficienten a', b I mit
denen der Form qJ' übereinstin1men; und da die neue Form jeden-
falls der Form cp äquivalent ist, also auch dieselbe Determinante
wie cp und folglich aucll wie cp' hat, so muss sie ßlit q;' identisch
sein **).
*) (;auss: I). A. art.. IHO.
**) I)a. (_~: :r) == (_~: ~) (:l: -~) iHt., RO ~.'t7.t "ich deo .. 1~."HT~!anJ.l \'on
(a, b, a') zu der uaeh reehf,g IH~nach hurt.."}) Fornl ((l', 11', 0") 7.Ut4RJntrl('U :'11"
dem lJehergaug-c von (a, b, a') zu d.~r (conlplenHont.Hfcou) For,.. ((l', lJ, 0)
und aus deInjf~njg'ell von (a', - b, a.) zn df'r (parallel.on) ForI)) (a'. 1/, 0");
vergl. §.56. - l)cr letzte Grund, wcsha.lh die Snh~t.ifntiouflll \"011 d('r Forrn
(_~: ~) eine so wichtige Rolle spielen, h('~t(lht (Jarin, daRM all'" lhH('ll a11 ..
anderen sich zusammeusetzen lassen; man ka,nu die c(H Oni(,l('lIh'll r" 111 lhn'r
Aufeinanderfolge noch gewissen Beschriillkung-en, IlHlTH'll1Jie'h in BflZllJ[ anf
ihre Vorzeichen, unterwerfen, in der Art, dass jede' hehf'higf' HnhRti111fion
sich auch nur auf eine einzige 'Veise aus solchen einfaehcn :-;111'f'titntionf'n
zusammensetzen lässt. Eine wichtige Anw(')](}uug find. o" di(lf1(l Be)n.'rknn~
z. B. in der Theorie der unendlich vielen Formell eier ,?-Fune1ioll('n. 1\la))
. erkennt ferner leicht, dass auch der in ~. 23 hehHJH1<'lte Alg:orithmus in
der Theorie dieser Substitutionen und ihrer ZUf'lanlnH'nS(otzun~ cntJlalt,('D
i8t. Man vergleiche ferner §. 81.
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~. G4.
'Vi .. ,venden uns nun zu der Untersuchung, ob z,vei gegehene
I·'orlnell von gleieher 'IIc[/ativcr I)ctcrlninante ]) =::: -.:'1 :iquivalcnt
sinti oder nicht. Zuniichst ist zu belnerken, dass die heiden äusscrcll
(~ocfficicntell a und c einer solchen I~ornl
rp = a x 2+ 2 lJ x /I +Cy2
nothwendig gleiche Vorzeichen haben, da a c == lJ2 + Ll p~sitiv
ist; da ferner
acp ::::::: (ax +by)2 +Lly2
ist, so zeigt sich, dass alle durch die }1'ornl rp darstellbaren Zahlen
dasselbe Vorzeicllen haben wie a und c. Sind daher (a, b, c) und
«(t', b', c') äquivalente F'ormen, so haben die äusserell Coefficienten
a', c' der letzteren Form dasselbe Zeicllen wie die der ersteren. Da
ferner aus der Aequivalenz dieser beiden Fornlen auch die der
heiden I·'orrucn (- a, - b, - c) und (- a', - b', - c') folgt, so
kÜHnen ,vir uns ilU Folgenden auf die Betrachtung der sogenannten
jJo8ifivtn 1·'orIHen beschr:inken, in ,velchen die heiden iiusscrCll
(~ol'fti('i('ntell (laspositil·(l, Vorzcichen haben.
1ft.. UUH tiher die j\cCJuivalenz z\vcier j.'ornlcn diescr Art zu
t'utscht'idell, vCl'glt'icht JlIHIl sie nicht dircet Init einullder, HOIHlrru
nJit. sog('lt:tlillten 'f,'d,u'irff'u *) 1·\)1"lnOI1. l\lan nennt cine 1·'01"11)
( .. I. 1/, (1) von lIegativer Iletpl"lllinHntp (und positiven :tUHSerpn (',ocf-
fleielltt'lJ) eiue re(lucirt(\ 'Vf'II11 der ll'tzt,p (1ocffieient (If nieht J{leincr
ist als der ('rst,c .oll, lI11d der prstc ../1 ,vi(~der nicht J\leiner als .leI'
uhsolute "rcrth des doppelte)) nlittlercn l\)cffieiclltcll 2 B, in
Zeichen, ,venn
C > A > 2(B)
ist, wo (B) den absoluten 'Verth von B bedeuten soll. 'Vir bc-
,reisen nun zunächst folgenden Satz:
~lc(le l?o,.n~ von nrga,tivcr DetentJinante ist einer }4cducirtcn
1'/01"111 (;'1" ivalent.
Zn delH Z,veck hetrachtc Inan die der gegehenen f'ornl (a, b, a')
nach rpchts benachbarten 1·'orl11en (a', 1/, a/'); unter diesen ,vird
*) (ja 1l8.fJ: D. A. nrt. 171. Die Bedingung A S V(/8 LI ist. scbon eine
F~olge der heideu n}lch.'r(\n (vcrgl. §. 65).
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es ilnmer eine (bisweilen aueh zwei) gehell, in welchen wenigstens
die eine I3edingung a' > 2 (b') erfiillt ist. I)pnn unter alleu Juit
-lJ llach den1 Modul u' eon~ruentcnZahlen ~ieht es eilll~ 1/, dertHl
absoluter Werth an1 kleinsten, lll1(1 zwar kleitu-.. odt-r WOlJi~f'it'(~IIH
nicht gl'össer als ~. u' ist (falls u' gerade UJltl h = .~ (I' (Inud. (1/) ito\t.,
würde es z,vei solehe Zahlen 1/ gehen, u:ilnlieh ± .~ fI'), so dU,SR
jedenfalls u' =- b (1110(1. a.') und HusscrdclH ~ (1/) ~ fI' ist.. Ist
b' auf diese \Veise gefunden, und b + l/ == - a' (), so geht dil- 1~"orJlI
(a, b, a.') durch die Substitution
( 0, I)
-I, h
in die nach recllts benachharte Fornl (a', b', a") tiher .. in ,,"eIcher
2 (b') < a/ ist. 'Venn nun gleichzeitig sich herausstellt dass a' < a"
ist, so ist (a', b', a") eine rcducirte F'orm und der I'rocess geschlossen.
Findet sich aber, dass das Gegentheil
a' > a"
Statt findet, so ist (a', b', a") noch keine reducirtc F'orul. l\lit dieser
verfahre nlan ebenso ,vie Init (a, lJ, a'), d. h. Illan trallsforlnire si(-
in eine nach rechts benachbart.e l;'ornl (a", 1/', (1''')-: in ,,'(-'l('JI(~r
2 (b") < a" ist; sobald dann gleichz~")itig a" ::5: a'" ist.. so ist (0",//'. 0'" ~
reducirt, folglich der Ilroccss geschlossen; ist .Iies alter Hi('ltt clf')'
F'all, also
a" :> a"',
so setze Innn dCll !)rocess in derselhell 'Veis(\ fort. IJlllllf'r alH'r
wird er nach einer (~ndlichcn Anzahl von ()peratiOJH'1I s('l,1ic 'ssC 'll ~
denn wärc dies nicht der 1~':t1J, 80 hätte l11an (-inc\ Hip a1.1,,'.'c'11(')I()(I
Reihe von positiven ganzen Zahlen
a', (l', a/" ... a,(fl), a(n +1) ••• ,
in welcher jede folgende lllindestens unI eine l~:illheit klc 'l1H l r "':irp,
als die unmittelbar vorausgehende, ,vas unnlöglieh i~C da CiS inl11H.'1'
nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen gieht, "'pIche
kleiner sind als eine gegehene.
Auf diese Weise ist bewiesen, dass JlIUll endlich zu ein()r 11"ornl
(aJn ), ben>, a(n +1») gelangen IDUSS, in ,vcleher nicht nur 2 (!.J(71') S 0(1',),
80ndern auch l~ (n) :::;: a (n + 1) ist.
Zugleich ergieht sich jedesmal durch die ,virkliehc AlIs~iill­
rung der ()perationell eine Substitution, wclehc aus den 8ueCC8SIveH
Substitutionen von der l~'orm
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( 0, I)
-1, ~
zusamlncngesetzt ist, und durch welche die gegebene l'ornl (ll, b, a')
in die ihr äquivalente reducirte J.'orm (n(n), /)(1&), a(n + J) ühergeht.
Nelunen wir als 11eispiel die I~"orm (200, 100, 51), deren De-
terminante D = - 200 ist, so haben wir 1/ =- 100 (mod. 51) zu
setzen und finden hieraus b' === 2 und ~ == - 2; die Substitution,
durch welche die gegebene l~'orm (200, 100,51) transformirt werden
muss, ist daher gefunden; da wir aber den ersten und zweiten
Coefficienten a' und b' und die l)eterlninunte]J kennen, so brauchen
wir diese Transformation uicllt wirklich auszuführen, sondern wir
berechnen den letzten Coefticienten a/' durch die Formel
b'2_D
a" == , == a + (b - b') J;
l~
in unserem Fall finden wir also a" = 4. Die benachbarte Form ist
daher (51, 2, 4); sie ist nicht reducirt, weil der letzte Coefficient
kleiner ist als der erste. Wir wiederholen daher dieselbe Ope-
ration, indem wir b" =- 2 (mod. 4) und folglich b" = +2 setzen,
wo beide Zeichen zulässig sind; dann ergiebt sich d' === -1 oder
= 0, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen wird,
und ausserdenl a'" = 51; also ist die neue Form (4, + 2, 51), und
diese ist, lllag luan das obere oder das untere Zeiehcll wählen,
redneirt. f\~rller geht die gegehene I~'orln (200, 100, 51) dureh die
Suhst.itution
(. 0, + 1) ( (.>' + 1) _ (-1, - 1.)
- 1, - ~ - 1, - 1 -- -l- 2, + 1
in die I·'ornl (Ll, :l, 51), dagegen durch die Substitution
( 0, +1) ( 0, 1) _ (- 1, 0)
- 1, - 2 - 1, 0 .- +2, - 1
in die Form (4, - 2, 51) über. ~fall sieht aus diesem Beispiele,
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet.
§.65.
"Tir sehen ferner an dem eben behandelten Beispiele, dass
eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen
äquivalent sein kann, woraus folgt, dass auch zwei verschiedene
1
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reducirte Formen unter einander ä(lllivalent sein, also derseIhen
Classe angehören können. I)a es VOll grosser Wichti~keit ist, dies
allgemeill zu untersuchen, so stellen wir uns die ~'ruge:
Wan1l sind zwei reduci'rtl>' Forl1u'u (a, b, c) 1Uld (a', b', c') VOll
gleicher 1legativer D(]t(!nn1~nant(} [) = - LJ r;lI11tui,'r iiqt4if'1llerlt 11
Zuniichst ziehen wir einige ~"olgerungen UllS den heid(~n )I(~­
dingungen
2 (b) S a, a::;: c,
welche ausdrücken, dass die Forlll (a, b, c) eine reducirt.e ist ~:s
ergiebt sich nälnlich aus der ersteren 4: b'l S ai , aus der letzteren
a'l S a c, also auch 4: b2 S ac oder 3 b'l < ac - b', folglich
(b) s: Vi LJ•
Hieraus folgt weiter, dass 3 ac = 3 L1 +3 b'J S 4: L1 und, da
a2 S ac ist, dass
ist.
Nehmen wir jetzt an, die heiden reducirten Formen (a, b, c),
(a', b', c') seien äquivalent, so dUrfen wir, ohne die Allgemeinheit
zu beeinträchtigen, voraussetzen, dass
a' ::;: a
ist. Es sei nun (r:~) die Substitution, durch welche «(/., lJ, C, iu
(a', b', c') übergeht, also
1 = u~-ßr (1)
a' == au i + 2 bur +C,,2 (2)
b' == auß +b(aß -+- Pr) + r,,6. (:-l)
Multipliciren wir die Gleichung (2) mit a, 80 crgiebt 8ich
aa' = (aa+by)'l + L1j'2;
da nun sowohl a, als auch a' S V ~ LJ, und also
aa' S ~ LJ
ist, so folgt, dass in der vorstehenden Gleichung ,,2 entweder == 0
oder = 1 sein muss; denn wäre r 2 ~ 4, so wäre a a' > 4 L1, ,,'as
mit der Bedingung aa'::;: t L1 streitet. Wir unterscheiden nun
diese beiden ~"älle:
I. r = o.
Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgenderlnaassen:
u~ = 1; a' = au 2 ; b' ::::: aafJ +b;
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aus der ersten folgt a == ~ ::=: +1; also ist a' == a, und die dritte
Gleichung ~ehrt, dass b' - b ==+ aß durch a == a' theilbar ist;
da nun aber (b) < ~ a und (b') < i a', also auch (b') < l a ist, so
sind nur zwei Fälle möglich; entweder ist b' - b = 0, also b' == b
und folglich, da schon a' == a ist, auch c' === c, d. h. die Formen
sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst
versteht; oder es ist der absolute Werth von b' - b, da er unmöglich
grösser als a sein kann und doch durch a theilbar sein m.uss, gleich
a; in diesem Fall muss eine der beiden Zahlen b, b' gleich + ~ a,
die andere gleich -! a, und also c' == c sein; wir werden daher
auf zwei nicht identische ambige Formen (a,ia,c) und (a,-!a,c)
geführt. Diese sind aber. in der That äquivalent, und die erstere
geht in die letztere durch die Substitution (~: "+~) über.
11. r == + 1.
In diesem Fall lautet die Gleichung (2) folgendermaassen
a' === aa2 + 2 ba + C;
da wir angenommen haben, dass a' nicht grösser als a, und folg-
lich auc]1 nicht grösser als c ist, so folgt, dass
aa2 + 2 ba ::;: °
ist. Da nun andererseits 2 (b) < a und stets (a) S a2, also auch
der absolute Werth von 2 ba nicht grösser ist als a a2 , so ist ganz
gewiss
aa 2 + 2ba > o.
}~s kann also a a 2 + 2 ba weder positiv noch negativ sein, und
folglich ist
aa2 + 2ba == 0,
also a' == C; da aber a/ < a und a S c, so folgt weiter, dass so-
wohl a' == a, als auch c == a ist. Nun kann Inan die Gleichung
(3) mit Hülfe ~er Gleichung (1) in die Form
b -+~ b' == aaß + 2 ba8 + c~
bringen, und da c === a, und 2 ba == + aa2 ist, so ergiebt sicll
b+b' == a(a{3 + a 2 h + d)
d. h. b +. b' ist theilbar durch a. Hieraus folgt ganz ähnlich wie
im :Fall I, dass b +. b' entweder === 0, oder dass der absolute Werth
von b +b' gleich a sein muss. Im letzteren Fall müssen bund b'
einander gleich, nämlich == + ta sein, dann erhielte man also
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wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein Interesse
darbietet. Im ersteren Fall dagegen ist b' = - b, folglich da a' = a,
und auch c = a ist, auch c' = c = a; wir haben daher folgende
zwei Formen (a, b, a) und (a, -b, a), welche (wenn b von Null
verschieden ist) nicht identisch sind; diese sind wirklich äquivalent,
und die erstere geht in die letztere durch die Substitution (0, -1)
1, °über.
Wir fassen das Resultat der Untersuchung in Folgendem zu-
sammen:
Die heiden einzigen :Falle, in denen zwei nicht identische re-
ducirte Formen derselben Glasse angehören, sind die jol,qenden:
die Ijorn~en (a, t a, c) und (a, b, a) gehen resp. durch dlle Substitu-
tionen
(1-1) (0 -1)0; + 1 und 1: 0
in die entgegengesetzten Forrnen (a, -! a, c) und (a, - b, a) übe-re
§.66.
Hiermit ist nun auch die Aufgabe gelöst, zu entscheiden, ob
zwei Formen von gleicher negativer Determinante äquivalent sind
oder nicht. Sind rp und 1/1 die beiden Formen, so transfornlire
man jede derselben, falls sie noch nicht reducirt sein sollte, nacl1
der oben (§. 64) angegebenen Methode in eine reducirte Form, cp
in ep', 1/J in 1/1'. Stellt sich dann heraus., dass p' und 1/1' identisch
ausfallen, oder dass sie einen der heiden eben untersuchten I~'älle
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen den-
noch äquivalent sind (was durch den Anblick der heiden Fornlen
augenblicklich erkannt wird), so sind die gegebenen }~ornlen cp
und t/J gewiss äquivalent. Und zugleich ergiebt sich eine Sub-
stitution, durch welche die eine Form in die andere übergeht;
denn durch den Process der Reduction ergeben sich Substitutionen
S, durch welclle rp in rp', und T, durch welche 1/J in w' übergeht.
Sind daher p' und 1/J' identisch, so geht, wenn T' die inverse Sub-
stitution von T bedeutet, die ~-'onn qJ durch die zusammengesetzte
SUbstitution S T' in die Form t/J über. Sind dagegen q/ und 'ljJ'
nicht identisch, aber doch äquivalent, so ist, wie wir oben gesehen
haben, immer eine Substitution U bekannt, durch welche q/ in t/J'
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übergeht; und danl1 geht rp durch die. zusammengesetzte Substitu-
tion S TJT' in 1/J .iiber.
Zeigt sich aber, dass die Formen cp' und 1/J' nicht identisch
sind, und dass sie auch keinen der beiden im vorigen Paragraphen
erwähnten singulären Fälle darbieten, sind also diese beiden
reducirten Formen nicht äquivalent, so sind auch die beiden ge-
gebenen Formen cp und 1jJ nicht äquivalent, wie unlllittelbar aus
§. 56 folgt.
Hiermit sind für negative Determinanten die beiden in §. 59
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollständig
gelöst: soeben das erstere, welches darin besteht, über die Aequi-
valenz oder Nichtäquivalenz zweier gegebenen ~-'ormen zu entschei-
. den; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entscheidung für
die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden gelehrt , durch
welche die eine Form in die andere übergeht. Das z,veite Problem,
aus einer gegebenen Substitution, durch welche eine gegebene
Form in eine (hierdurch schon völlig bestimmte) äquivalente Form
übergeht, alle Substitutionen zu finden, durch welclle die erstere
Form in dieselbe zweite Form übergeht, ist in den §§. 61, 62 eben- .
falls vollständig gelöst.
§. 67.
Die Theorie der reducirten Formen setzt uns TI.un auch in den
Stand, für jede gegebene negative Determinante ein vollständiges
System n~~cht-äquivalenter Formen (§. 59) aufzustellen, wobei wir
uns wieder auf solche F'ormen beschränken wollen, deren äussere
Coefficienten positiv sind. Da nämlich jede F'orm von negativer
Determinante D == - L1 einer reducirten Form und im Allgemei-
nen auch nur einer solchen reducirten Form äquivalent ist, so
brauchen wir, um ein vollständiges Formensystem zu erhalten, nur
die sämmtlichen reducirten Formen aufzusuchen und jedesmal,
wenn zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in §. 65
erwähnten Fälle darbieten, eine von ihnen nach Belieben fortzulassen,
die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so übrig bleiben-
den nicht äquivalenten reducirten Formen endlich ist, ergiebt sich
leicht aus den Bedingungen
2(b) sa< c,
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denen eine reducirte Forln (a, b, c) genügen muss, und der hier-
aus (in §. 65) gezogenen Folgerung
(b) S V~LI.
Bezeichnet man nämlich die grösste ganze in Vfd enthaltene Zahl
mit Ä. (so dass Ä. < Vi LI< Ä+ 1), so kann der mittlere Coefficient
b keine anderen, als die folgenden 2 Ä. +1 Werthe
0, + 1, + 2 ... + Ä.
haben; und wenn man dem mittleren Coefficientell b irgend einen
dieser Werthe beigelegt hat, so ist ac == b2 +LI; also hat man die
Zahl b2 +LI auf alle mögliche Arten in zwei positive Factoren zu
zerlegen, und jedesmal denjenigen, welcher den anderen an Grösse
nicht übertrifft, für a, den letzteren für c zu nehmen; stellt sich
dann gleichzeitig heraus, dass 2 (b) S a ist, so ist die so gebildete
Form wirklich eine, reducirte und deshalb aufzuschreiben, im ellt-
gegengestzten }~all aber fortzulassen. Auf diese Weise erhält man
nothwendig alle reducirten Fornlen; ihre Anzahl ist aber noth-
wendig eine endliche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der
(2 Ä. +1) Zahlen von der Form (b 2 + LI) in zwei Factoren ist selbst
endlich. Wir haben daher das Resultat:
Die Anzahl aller n·icht äquivalenten reducirten Formen von
negativer Dete-r1ninante, d. h. die Classenanzahl selbst ist endlich.
Beispiel 1: Für die Determinante D == - 12 ist LJ == 12;
hieraus Ä. == Vi LI == 2; wir haben daher b folgende Werthe durch-
laufen zu lassen
0, + 1, + 2,
und dann die Zahlen b2 +LJ, d. h. die Zahlen
12, 13, 16
auf alle möglichen Arten in zwei Factoren zu zerlegen; es ist
12 == 1 . 12 == 2 . 6 === 3 . 4
13 === 1 . 13
16 == 1 . 16 == 2 . 8 == 4 · 4.
Dies giebt, indem der erste Factor immer == a, der zweite == c
gesetzt wird, die eilf Formen
(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4);
(1, + 1, 13);
(1, + 2, 16), {2, + 2, 8), (4, + 2, 4).
Dirichlet, Zahlentheorie. 11
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Von diesen sind die folgenden nicht reducirt
(1, + 1, 13), (1, + 2, 16), (2, + 2, 8),
weil in ihnen die Bedingung 2 (h) < a nicht erfüllt ist; als wirk-
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden fünf übrig
(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, + 2, 4);
allein die heiden Formen (4, 2,4) und (4, - 2, 4) gehören unter
die Ausnahmefälle des §. 65, sind also äquivalent. l\iithin enthält
da.s .vollständige :Fornlensystem nur vier :Formen, nämlich
(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, 2, 4),
die als Repräsentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen
vier Formen sind nur die beiden folgenden
(1, 0, 12), (3, 0, 4)
ursprünglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide
von der ersten Art. .
Beispiel 2: Ist D == - 35, also' LI == + 35, so ist Ä = 3,
also kann b nur die sieben Werthe
0, + 1, + 2, + 3
durchlaufen; diesen entsprechen die Zahlen b 2 +Li:
35, 36, 39, 44;
die Zerlegungen derselben in zwei Factoren sind folgende:
35 == 1 . 35 === 5 . 7
36 == 1 . 36 === 2 . 18 === 3 . 12 == 4 . 9 == 6 . 6
39 == 1 . 39 == 3 . 13
44 == 1 . 44" == 2 . 22 === 4 . 11.
Aber von den 22 entsprechenden Formen erfüllen nur· die folgen-
den 10 die Bedingung 2 (b) < a:
(1, 0, 35), (5, 0, 7), (2, + 1, 18)
(3, + 1, 12), (4, + 1, 9), (6, + 1, 6).
Da ferner die beiden Formen (2, + 1, 18) den ~Fall I, die heiden
:Formen (6, + 1, 6) den Fall 11 des §. 64 darbieten, so existiren
nur acht nicht äquivalente reducirte Formen
(1, 0, 35), (5, 0, 7), (2, 1, 18)
(3, + 1, 12), (4, + 1, 9), (f), 1, 6);
diese sind alle ursprünglich; sechs, nämlich
Quadratische Formen.
(1,0,35), (5,0, 7), (3, + 1, 12), (4, + 1,9)
sind von der ersten, die beiden anderen
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. (2, 1, 18), (6, 1, 6)
sind von der zweiten Art.
Beispiel 3: Ist.D::::: - 48 == - LI, so ist Ä == 4, so dass b
folgende Zahlen
0, + 1, + 2, + 3, + 4
durchlaufen muss; die Zerlegungen der entsprechenden Zahlen
b2 +.d sind folgende:
48 ==,1 . 48 = 2 . 24 == 3 . 16 === 4 · 12 == 6 · 8
49 === 1 . 49 === 7 . 7
52 == 1 . G2 === 2 . 26 == 4 . 13
57 == 1 . 57 === 3 . 19
64 :::= 1 . 64 == 2 . 32 == 4 . 16 == 8 · 8.
Von den entsprechenden 27 Formen sind nur folgende eilf re-
ducirt:
(1, 0, 48), (2, 0, 24), (3, 0, 16), (4, 0, 12),
(6, 0, 8), (7, + 1, 7), (4, + 2, 13), (8, + 4,8).
Unter diesen besteht jedes der drei Paare (7, + 1, 7), (4, + 2, 13),
(8, + .4, 8) aus je zwei äquivalenten Formen; also bleiben nur acht
nicht äquivalente Formen
(1, 0, 48), (2, 0, 24), (3, 0, 16), (4, 0, 12),
(6, 0, 8), (7, 1, 7), (4, 2, 13), (8, 4, 8).
Ursprünglich von der ersten Art sind die folgenden vier:
(1, 0, 48), (3, 0, 16), (7, 1, 7), (4, 2, 13),
die anderen vier sind derivirte Formen.
§.68.
Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen die
gewonnenen Resultate mit der in §. 60 vorausgeschickten Theorie
der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadratische Formen,
11*
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belnerken jedoch gleich, dass die folgenden Sätze nur specielle
Fälle eines grossen allgemeinen,Satzes sind.
Die Formen der Determinante D == - 1 bilden nur eine ein-
zige Classe, denn es giebt für diese Determinante, wie man leicht
erkennt, nur die einzige reducirte Form
(1, 0, 1) == x 2 + y2.'
Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell-
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen nt; Uln aber
die frühere Theorie unmittelbar anwenden zu können, lassen wir
nur eigentliche Darstellungen (x, y) gelten, in denen die beiden
darstellenden Zahlen x, y relative Primzahlen sind; ferner wollen
wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen
m beschränken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade
Zahl, so ist zunächst m positIV. Da ferner die Determinante - 1
quadratischer Rest von m ist, so müssen alle in m aufgehenden
Primzahlen von der Form 4 h + 1 sein. Umgekehrt, ist diese Be-
dingung erfüllt, so ist die Determinante - 1 quadratischer Rest
von 'Yn, und die Congruenz
Z2 =-1 (mod. m)
hat im Ganzen (nach §. 37) 2ft incongruente Wurzeln, wenn ~ die
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim-
zahlen bedeutet (dies gilt selbst für den Fall, in welchem p, :=::; 0,
m == 1 ist). Es sei n ein bestimmter Repräsentant einer bestimmten
dieser Wurzeln, und n2 + 1 == ml, so bilde man die quadratische
:Form (m, n, 7) von der Determinante - 1; da nur eine einzige
Formenclasse existirt, so ist diese Form der reducirten Form (1,0,1)
nothwendig äquivalent, und man wird dureil die in §. 66 ange-
gebene Methode eine, und hieraus nach §§. 61,62 alle ,Transforma-
tionen finden, durch welclle (1, 0, 1) in (m, n, l) übergeht. Die
Anzahl dieser von einander v.erschiede~en Transformationen (;: ~)
ist (nacll §§. 61, 62) stets == 4; ebenso viele I)arstellungen (x, y)
der Zalll m existiren daher, welche zu derjenigen Wurzel gehören,
deren Repräsentant n ist. Und da dasselbe Raisonnement auf
jede der 2,U Wurzeln der obigen Congruenz passt, so existiren im
Ganzen
4 . 2ft = 2ft+ 2
V"erschiedene Darstell~ngen der Zahl 1n.
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Stellt man aber die Frage, auf wie viele verschiedene Arten
eine solche' Zahl rn in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne
Rücksicht auf die Ordnung der heiden Quadrate und auf die Vor-
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstellungen
von der Form
(+ x, + y) und (+ y, + x)
nur eine einzige Zerlegung 1n === x 2+y2 (von diesen acht Dar-
stellungen gehören vier, nämlich
(x, y), (- x, - y), (- y, x),. (y, - x)
zu einer, und die anderen vier
(x, -y), (-x, y), (-y, -x), (y, x)
zu der ihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl dieser
verschiedenen Zerlegungen
=== 2,u-l,
mit einziger Ausnahme des Falles !Jn == 1, weil dann nicht acht,
sondern nur vier verschiedene Darstellungen
(+ 1, 0) und (0, + 1)
existiren, die sich zu der einzigen Zerlegung 1 === 12 +02 ver-
einigen.
In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der
berühmte von J/errnat aufgestellte" zuerst von Euler*) bewiesene
Satz enthalten:
Jede (positive) Primzahl von der Form 4 h +1 lässt sich stets,
und ztvar nur auf eine einzige Weise in zwei Quadratc zcrjällen.
Die Bedingung, dass die Quadrate keinen genleinschaftlichen
Factor haben, fällt hier fort, da sie sich von selbst versteht.
Beispiel 1: Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form
4 h +1; die heiden Wurzeln der Congruenz Z2 , - 1 (luod. 37)
findet Ulan (z. B. mit Hülfe des Wilson'scllen Satzes) =+6;
*) Demonstratio theoreuzatis lI'ermatiani, on~nen~ nU1ne1'u:rn pri1nul1~
fortnae 4n + 1 esse 8lUnmall~ du,orutn quadratoru'1n, Nov. Comm. Petrop.
v. p. 3. - Unter den zahlreichen späteren Beweisen zeichnet sich der von
H. J. S1nith durch grosse Einfachheit aus: De cO'U~1Jositione numeroru'U~
primorum for'tnae 4Ä + 1 ex duobus quadratis (Crelle's Journal, Bd. 50). -"
Vergl. auch §. 83, Anmerkung.
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nimmt man n == 6, so hat man die ~'orm (37, 6, 1) zu betrachten,
welche durch die Substitution (_~: ~~) in die reducirte Form (1,0, 1)
übergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1) durch die inverse Substi-
tution (+~: -~) in (37, 6, 1) über. Also ist die gesuchte Zerlegung
folgende: 37 == 62 + 12 ; es ist nicht nöthig, die vier zu dieser
Wurzel + 6, und die anderen vier zu der entgegengesetzten 'Vurzel
- 6 gehörenden Darstellungen hier einzeln aufzuschreiben.
Beispiel 2: Die Zahl ~n === 65 == 5 . 13 ist das Product aus
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 4 h + 1
haben. Mithin giebt es 24 == 16 verschiedene Darstellungen, also
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Vtlurzeln
der Congruenz Z2 == - 1 (Illod. 65) sind + 8 und + 18; wir bilden
daher die beiden Formen (65, 8, 1) und (65, 18, 5), welche durch
die Substitutionen (_~: ~~) und (+~: +;) in die reducirte ~'orm
(1, 0, 1) übergehen; die inversen Substitutione~l sind (+~: -~) und
(~~: '-:~), und folglich sind die beiden gesuchten Zerlegungen fol-
gende:
§.69.
Alle Formen der Determinante D = - 2 bilden ebenfalls
nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form
(1, 0, 2) == x 2 ·t 2 y2
vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch
diese li'orm darstellbaren ungeraden Zahlen m; die erste Bedin-
gung ist die, dass - 2 quadratischer I{est von m sein muss; dazu
ist erforderlich und hinreichend, dass für jede in m aufgehende
(also ungerade) Primzahl p
,: (p2) =+ 1,
also p von einer der beiden ~'orrnen 8 h + 1 oder 8 h + 3 sei. Um-
gekehrt: sind die särnmtlichen f" in m aufgeIlenden Primzahlen P
alle von der :Form 8 h + 1 oder 8 h + 3, so hat die Congruenz
Z2 =- 2 (mod. m)
stets 2ft incongruente Wurz~ln. Ist nein bestinlmter Repräsen-
tant einer solchen Wurzel, und n2 +2 == m l, so ist die :Form (m, n, l)
r·
Quadratisclle Formen. 167
nothwendig der Form (1, 0, 2) äquivalent; man findet daher (nach
§. 66) eine Substitution (;,' ~), durch welche die letztere in die er-
stere übergeht; ausser dieser existirt (nach §. 62) nur noch die andere(=:,' =~), welche dieselbe Eigenschaft hat; es gieht daher zwei ver-
schiedene Darstellungen (x, y) und (-x, -y) der Zahl m, die zu
dieser Wurzel gehören. Inl Ganzen giebt es daher
2 . 2,U == 2,u+l
verschiedene Darstellungen der Zahl1n durch die Form (1, 0, 2).
~lan erkennt ferner leicht, dass, wenn die heiden Darstellungen
±(x, y) zu der Wurzel n gehören, entsprechend die heiden Dar-
stellungen + (x, -y) zu der entgegengesetzten Wurzel - n gehören.
Je vier solche Darstellungen geben eine und dieselbe Zerlegung
der Zahl nt in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat; mithin ist
die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen
= 2p-l;
die einzige Ausnahme bildet wieder der Fall, in welchem ft == 0,
also m === 1 ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen
Darstellungen (+ 1t ist =- n (mod. 1)) zu der einzigen Zcrlegung
1 == 12 ·t 2 . 02• Der interessanteste specielle .Fall ist wieder der,
in welchem p, == 1 ist:
Jede Pt'itnzahl p V01~ einer der beiden FortJ1~en 8 h +- 1 ode1~
8 h + 3 lässt sich stets und nur auf eine einzige WC1~SC in eilt (JU(t-
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen.
Beispiel 1: Ist 1n ::::: 41, so ist die Bedingung erfüllt; rist
= 1; die beidenWurzeln der (~ongruenz Z2 =- 2 (InOtl. 41) sind
± 11; die F'orln (41, 11, 3) geht durch die Substitution (~;~: +~)) in
die Form (1, 0, 2) über, diese also rückwärts in jene <lurch die
Substitution (+ 3, +1). also ist x = 3, Y == - 4, und folglieh
-4, -1 ,
41 == 32 +2.42•
Beispiel 2: Ist lJ'n == 33 === 3 . 11, so ist die 13edillgung er-
füllt; p, ist == 2, und folglich 111USS es zwei versclliedene Zerlegun-
,gen geben. Die Wurzeln der Congruenz Z2 = - 2 (luod. 33) sind
+ 8 und + 14: wir bilden daher die beiden 11'ornlcn (33, 8, 2) und
(33, 14, 6~welche resp. durch die Substitutionen
(+ ~: _~) und ( +~; +;)
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in die Fornl (1, 0, 2) übergehen; die inversen Substitutionen sind
(- 1, . 0) und (- 5, - 2)
-4, -1 -2,-1
und folglich ist
33 == 12 + 2 . 42 == 52 + 2 . 22•
§.70.
Alle Formen der Determinante D == - 3 bilden zwei Classen,
als deren Repräsentanten man die reducirten Formen
(1, 0, 3) == x 2+ 3 y2
und
(2, 1, 2) = 2 x 2+ 2 xy +2y2
annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art.
Ungerade Zahlen können offenbar nur durch die erstere dargestellt
werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit wegen
durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form (1, 0, 3)
darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine in ihr
aufgehende Prinlzahl ist,
folglich p von der }-'orm 3 h + 1 sei. Umgekehrt, sobald diese
Bedingung für alle p, in m aufgehenden Primzahlen p erfüllt ist,
so hat die Congruenz
Z2 =- 3 (mod. m)
stets 2,U incongruente Wurzeln; ist n ein bestimmter Repräsentant
einer solchen, und n 2 +3 == m l, so ist die Form (m, n, l) von der
ersten Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1, 0, 3)
äquivalent. Es giebt also (nach §. 62) zwei Substitutionen
(;;~) und (=;: =~)
durch welche die Form (1, 0, 3) in die Form (1n, n, 1) übergeht,
und folglich auch zwei Darstellungen (x, y) und (- x, - y) der
Zahl 1n, welche zu dieser Wurzel gehören. Im Ganzen giebt es
daher
r
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verschiedene Darstellungen einer solchen ·Zahl m durch die Form
(1, 0, 3), die sich aber wieder auf nur
~ . 2,U+l == 21.l-1
verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall !.t = 0, also m == 1
passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders bemerkenswerth
ist der specielle Fall:
Jede Primzahl von der Form 3h +1 ist stets und nur auf
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat
zerlegbar.
Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar-
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen über; wir beschränken uns
auf diejenigen von der Form 2 m, wo m wieder eine ungerade und
durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann erkennen wir leicht,
dass der Complex dieser Zahlen m mit dem eben behandelten voll-
ständig identisch ist. Denn aus der ~Iöglichkeit der Congruenz
Z2=- 3 (mod. m) folgt auch die der Congruenz Z2 =- 3 (mod. 2 1n),
und umgekehrt (§. 37), und ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln
wieder == 2"-1. Ist ferner n' ein bestimmter Repräsentant einer
solchen, und 1~'2+3 = 2 m l, so ist die Form (2 m, n', 1) nothwendig
von der zweiten Art (denn der mittlere Coefficient n' ist ungerade,
folglich 1 gerade) und also gewiss der Form (2, 1, 2) äquivalent;
man kann daher (nach ~. 62) sechs verschiedene 'Transformationen
der letzteren Form in die erstere finden, aus welchen folgende sechs
Darstellungen
+ (x, y), +. (y, -x -y), + (x+y, -x)
entspringen, die alle zu derselben Wurzel n' gehören (die sechs
zu der entgegengesetzten Wurzel - n' g~hörendell Darstellungen
entstehen aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden
Zahl mit der zweiten)*). Im Ganzen existiren daher
*) Da von den Zahlen x, y, x + y stets eine und nur eine gerade ist,
so gieht es unter den sechs zu der Wurzel '11,' gehörenden Darstellungen der
Zahl 2 m immer zwei + (x', y'), in welchen y' gerade ist = 2 u; setzt
man ferner x' + u == ~-;-so geht die Gleichung x' x' + x' y' + y' y' == 11t
über in tt + 3 u U == 'In, d. h. man erhält eine Darstellung (t, u). der Zahl
m durch die Form (1, 0, 3), und zwar gehört diese Darstellung zu derselben
Wurzel n'. Hierin besteht der Zusammenhang zwischen den Darstellungen
der Zahlen mund 2 m resp. durch die Formen (1, 0, 3) und (2, 1, 2),
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6 . 2!" == 3 . 2.U +1
verschiedene Darstellungen der Zahl 2 nt durch die Form (2, 1, 2),
oder, was dasselbe ist, der Zahl rn durch die Form x 2 + xy'+ y2.
Sieht man je vier zusammengehörige Darstellungen von der }--'orm
(x, y), (-x, ~y), (y, x), (-y, -x)
als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent-
lich verschiedenen Darstellungen nur noch
==3.2Iu - 1 •
Für eine Primzahl p von der Form 3 h + 1 gieht es daher immer
drei wesentlich verschiedene Darstellungen dureIl die Form
x 2+xy + y2.
Beispiel; Ist m === 13, so sind n == + 7 die \","urzeln der
Congruenz Z2 =- 3 (mod. 26) und ~llso auch der Congruenz
Z2 =- 3 (mod.I3). Wir bilden daher die beiden Formen (13, 7,4)
und (26, 7, 2). Sie gehen resp. durch die Substitutionen
(+k+ D und ( - ~: + ~)
in die Formen (1, 0, 3) und (2, 1, 2) über. Die beiden inversen
Substitutionen sind
(+ 1, + 1) d (- 4, - 1)
- 2, - 1 UD + 1, 0
und folglich ist
13 == 12 + 3 (-2Y~:::::: (-4)2+(-4).1 + 12 ;
hieraus findet man leicht die heiden anderen Darstellungen
13 == 42+4. (-3)+(-3)2
== 32 + 3 . 1 -t 12,
§. 71.
Als letztes Beispiel ,vählen wir die Determinante D ::::::: - 5 ;
es gieht zwei nicht äquivalente redueirte Formen
(1, 0, 5) ulid (2, 1, 3),
heide sind ursprünglich und von der ersten Art. ""Vir suchen
wieder das Systenl ~ller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren
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Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin dass für
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung ,
( p 5) = (_ 1)'/2(P-I) ({) = + 1
Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, 11), dass jede solche Prim-
zahl von einer der vier Formen
20 h + 1, 20 h + 9, 20 h + 3, 20 h + 7
sein muss. Ist diese Bedingung erfüllt, und ft die Anzahl der
versclliedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz
Z2 =- 5 (mod. rn)
wieder 2f-l incoll.gruente Wurzeln; ist nein bestilnmter Repräsen-
tant einer solchen, und n 2 +5 :::::: m l, so ist die Form (m, n, l) noth-
wendig einer und nur einer der beiden obigen reducirten Formen
äquivalent; es giebt dann jedesmal (nach §. 62) zwei Substitutionen,
durch Vielehe diese reducirte ForIn in (in, n, l) übergeht, also auch
zwei zu der Wurzel n gehörige Darstellungen der Zahl m durch
diese reducirte :Form. Im Ganzen giebt es also
2. 2f-l == 2fl+ 1
Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten
Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der beiden
reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel n gehörigen
beiden Darstellungen erfolgen; und eine ähnliche }'rage wird jedes-
mal da auftreten, wo es mehrere nicht äquivalente :F'orrnen der-.
selben Art gieht. In unserem Fall ist es nicht schwierig, diesen
Zweifel zu heben.
Ist nämlich die Zahl '1n darstellbar durch die l~'orm (1, 0, f»),
also z. B. m == x 2 +5 y2, so folgt hieraus m =.1;2 (nlod. [»), d. 11.
m ist quadratischer !{est von 5; ist dagegen die Zahl 1Jt darstellbar
durch die zweite Form (2, 1, 3), also z. B. 1n == 2 x 2 + 2 :1; y + 3 y2,
so ist 2nt = (2X+y)2+ 5y2 =(2X+y)2 (mod. 5), und, da 2
quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls quadratischer
Nichtrest von 5. Es tritt also hier die besonders einfache Erschei-
'nung auf, dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch
die Form (1, 0, 5) oder nur durch die ITornl (2, 1, 3) geschehen, je
nachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d. b. je nach-
dem m = + 1, oder =+2 (mod. 5) ist. llieraus folgen die spe"
eielien Sätze; .
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Jede Pr1hnzahl von einer der heiden Formen 20 h + 1, 20 h + 9
ist auf vier Arten durch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we-
sentlich nu'r eine einzige Zerlegung in ei1~ einfaches und ein fünf-
faches Quadrat bilden); jede Pri1nzahl von einer der beiden Formen
20 h + 3, 20 h + 7 1:St auf' v~·er Arten durch die Fortn (2, 1, 3)
darstellbar.
Beispiel 1: Ist m = 29, so sind n = + 13 die beiden Wurzeln
der Congruenz Z2 ==- 5 (mac!. 29); die hieraus gebildete Form
(29, 13, 6) geht durch die Substitution
(-1 + 1)
-t- 2: - 3
in die reducirte Form (1,0,5) über; durch Umkehrung dieser Sub-
. stitution erhält man die Zerlegung
29 = 32 1-- 5 . 22•
Beispiel 2:. Für m === 27 findet man n = +7; die beiden
entsprechenden Formen (27, 7, 2) und (27, - 7, 2) gehen bezüglich
durch die Substitutione:o.
(-~: ~~) und (-~:D
in die reducirte Form (2, 1, 3) über; durch Umkehrung derselben
erhält man daher die vier Darstellungen
27 == 2 (+4)2+2(+4) (+1)+3 (+1)2
27 == 2 (+3)2+2(+3) (+1)+ 3 (+1)2
von denen die beiden ersteren zu der Wurzel + 7, die beiden letz-
teren zu der Wurzel- 7 gehören.
§.72.
Wir wenden uns nun zu den Formen mit positiver Determi-
nante D, um auch für sie die Hauptprobleme der Theorie der
Aequivalenz zu lösen. Das zweite Problem (§. 59), aus einer Trans-
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der
ersteren in die letztere zu finden, ist durch unsere frühere Unter-
suchung (§. 62) auf die Aufgabe zurückgeführt, alle ganzzahligen
Lösungen der Gleichung
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zu finden. Dieselbe ist für positive Determinanten bei weitem
schwieriger zu lösen, als für negative. Dasselbe gilt von dem
ersten Hauptproblem : zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher
Determinante äquivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur Lö-
sung desselben einen ganz anderen Weg ein, wie früher bei nega-
tiven Determinanten, einen "\\Teg, der aber zugleich die Mittel
an die Hand geben wird, auch die obige Gleichung vollständig
aufzulösen *).
Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass
wir auch irrationale Grössen in den Kreis unserer Betrachtungen
ziehen. Ist nämlich (a, b, c) oder
a x2+ 2 bx y +Cy2
eine }1'orm, deren Determinante b2 - ac == D positiv ist, so hat
die entsprechende quadratische Gleichung
a +2 b fiJ + C fiJ2 = 0
zwei reelle Wurzeln
-b+VD a
fiJ == --c-- = -b+VD'
die wir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen
wird, als die erste oder zweite Wurzel der Forrn (a, b, c) bezeichnen
und von. einander unterscheiden wollen, indenl wir ein für alle
Mal festsetzen, dass das Zeichen 11]) stets die l)ositive Quadrat-
wurzel aus der Determinante bedeuten soll. !)urch die Coeffi-
cienten der Form (a, b, c) ist also jede ihrer heiden Wurzeln voll-
ständig, ohne Zweideutigkeit bestimmt. Aber umgekehrt ist auch
jede Form (a, b, c) der Determinante D durch Angabe einer ihrer
Wurzeln vollständig charakterisil't, in der Weise, dass zwei F'ormen
(a, b, c) und (a', b', c') derselben Deterlninante D noth"rendig iden-
tisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite 'Vurzeln
haben; denn aus der Gleichung
-b'+lID _ -b=FVD
c' - c '
worin entweder die beiden oberen, oder die beiden unteren Zeichen
zu nehmen sind, ergiebt sich in ITolge der Irrationalität von VD
zunächst c' == c, und dann b' :=:: b, also auch a' == a..
*) Lejeune Dirichlet : Verez'nfachung der Theo1'ie de1· b~'nären qua-
dratischen J/'ormen von positiver Detef'1ninante (Berliner .A.kad. 1854).
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identisch
Im Folgenden nennen wir zwei Wurzeln ID, w' zweier Formen
resp. (a, b, c), (a', b', c') -gleichnamig, wenn beide erste, oder beide
zweite Wurzeln sind, ungleichnamig dagegen, wenn die eine die
erste, die andere die zweite Wurzel ist. Wir können dann das
eben erhaltene Resultat auch so aussprechen: Wenn zUJei Formen
dieselbe (positive) Determl~nante bes1~tzen, ur/ld wenn eine Wurzel
der einen 1?or1n ml~t der gleichnamigen Witrzel der anderen Form
übereinstirtunt, so sind beide Formen identisch.
§.73.
Wir wollen nun annehmen, es seien (a, b, c) und (a', b', c')
zwei äquivalente Formen, und zwar wollen wir für einen Augen-
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen, weil da-
durch der Nerv der Betraclltung deutlicher hervortritt. Es sei
(r:~) eine Substitution, durc~ welche (a, b, c) in (a', b', c') über-
geht, also
u~-ßr=E==+l.
Da durch diese Substitution
x = ux' + ßy', y == 'Yx' + ~y'
ax 2 + 2 bx y + Cy2 == a'x' 2 + 2 b' x' y' +c' y'2
wird, so leuchtet ein, dass vermöge der Formeln
r+hw' , - l' + lX ID
Ci)== ß" Ci) = ..\' ßa+ w u- ID
aus einer Wurzel ro' der Form (a', 1/, c') eine Wurzel Ci) der Form
(a, b, c) gefunden werden kann, und umgekehrt; denn die Wurzeln
dieser Formen sind ja die Wertlle der Verhältnisse y: x und y': x',
für welche die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen
Dingen, ob zwei so verbundene Wurzeln ID und Ci)' gleichnamig
sind, oder nicht. Da nun
-b+VD
ro =:: --~-
C
ist, so folgt
ro' == l' c- u (- b+= VD) == bu +er± u VD .
. -hc+ß(-b+VD) -bß-c~+ßVD'
machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch durch
- bß- eh + ß VD erweitern, und berücksichtigen, dass
Qu~dratische Formen.
a a ß+b (a ~+ßr) +cr ~ == b'
a ß2 + 2 bß~ +C~2 === c'
ist, so ergiebt sich
, -b'+cVD
ro == ·
c'
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Wir haben daher folgendes Resultat erhalten: Wenn e~~ne For1n
(a, b, c) durch eine Substitution (r: ~) in eine äquivalente Form
(a', b', c') übergeht, so ist je eine Wurzel ro der ersteren nu·t je einer
Wurzel ro' der letzte/ren Porm durch die Relation
r + ~ ro' , - r + a ro
ro === a + ß ro" ro == ~ - ßro
verbttnden; und z'war bilden ro, ro' ein Paar gleichnamiger oder un-
gleichnatniger 'Wurzeln der be1~den Formen, je nachdent die Substi-
tution eine eigentliche oder uneigentliche ist.
Wir schliessen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und
uneigentliche Substitutionen gänzlich aus; es sind dann also stets
zwei gleichnamige Wurzeln der beiden äquivalenten ~-'ormen in der
angegebenen Weise mit einander verbunden. Dieser Satz lässt
sich in folgender Weise umkehren:
Wenn zwei Formen (a, b, c), (a', b', e') dieselbe Determinante
haben, und wenn zwei gleichnamige Wurzeln ro und ro' derselben
durch die Gleichung
r+ ~fiJ'
ro -..:.---
- a+ßro'
verbunden sind, in welcher die vier ganzen Zahlen a, ß, ", ~ der
Gleiehu1~g
tx~-ßr = 1
genügen, so sind die beiden Formen äquivalent, und zwar geht die
erstere durch die Substitut'ion (r: ~) in d1:e letztere über.
Denn durch diese Substitution geht (a, b, c) in eine äquiva-
lente Form (a", b", e") über, und bezeichnet man mit ro" ihre mit
ro gleichnamige Wurzel, so ist nach dem eben bewiesenen Satze
r +~ ro" d- J" 1 1· h' "ro == ß'" un 10 g lC m == ro ;a+ fiJ •
da' ferner der Voraussetzung nach ro' mit fiJ, folglich auch mit ro"
gleichnalnig ist, und da endlich (a', b', c') dieselbe Determinante
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wie (a, b, c), und, folglich auch wie (a", b", c") hat, so ist zufolge
der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen (a', b', c') identisch
mit (a", b", c"), d. h. (a, b, c) geht .durch die obige Substitution in
(a', b', c') über.
Von besonderer Wichtigkeit für das :Folgende ist die Betrach-
tung zweier benachbarten Forlnen (a, b, a') und (a', b', a"), in welchen
der Definition zufolge (§. 63) die Sunlme b + b' durch a' theilbar,
also b + b' = - a' 0 ist, und von welcl1en die erstere in die letztere
durch die Substitution (_~:~) übergeht. Die gleichnamigen Wur-
zeln ro und ro' dieser beiden Formen hängen durch die Gleichungen
UJ = ~ - J" UJ' - _1_
m - o-ro
zusammen.
§.74.
Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For-
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar
mit einander, sondern man transformirt jßde von ihnen in eine
sogenannte reducirte *) Form; der Begriff einer solchen ist aber
hier wesentlich verschieden von demjenigen, welcher früher (§. 64)
für negative Determinanten aufgestellt ist.
Eine Form (a, b, c) von positiver Determinante D heisst eine
redu,cirte Form, wenn, abgesehen vom Zeichen, ihre erste Wurzel
-b-VD
----> 1,
c
ihre zweite HTurzel
-b+VD<l
c
ist, und wenn ausserdem beide Wurzeln entgegengesetzte Zeichen
haben.
Ziehen wir zunächst einige Folgerungen aus dieser Erklärung.
Da die erste Wurzel.numerisch 'grösser als die zweite, also auch
die Surilnle der beiden Grössen b und VD numeriscll grösser als
ihre Differenz sein soll, so nIuss,,Ja VD positiv ist, auch b positiv
sein (nicht == 0);. d~ ferner die beiden Wurzeln entgegengesetzte
Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden Grössen
*) Gauss: D. A. art. 183.
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also
dass
ist*).
-(b + YD) und -b + YD;
und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv
sein; es ist daher
o < b < YD.
Bezeichnen wir ferner mit (c) wieder den absoluten Werth
des Coefficienten c, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. mit
Rücksicht auf die Vorzeichen)
b+YD -b+VD(e) > 1 und 0 < (e) < 1,
d. h. es muss
o < VD-b < (c) < VD+b (1)
sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (a, b, c), deren
Coefficienten diesen letzteren Ungleichungen genügen, sicher eine
reducirte Form ist, weil aus ihnen rückwärts die ursprünglichen
Bedingungen sich ableiten lassen.
Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen.
Da D = b2 - ac und b2 < D ist, so müssen a und c entgegen-
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und c eben-
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel
dasselbe Vorzeichen wie der erste Coefficient a der Form. Nun
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient
c der F'orm, ,vas sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass YD - b
positiv ist.
Für den absoluten Werth des ersten Coefficienten a gelten
dieselben Bedingungen, wie für den von C; denn da
D = b2 +(a) (e),
( ) _ CVD + b) (VD - b)a - (e)
ist, so ergiebt sich aus den Bedingungen
VD+b YD-b(e) > 1, 0 < (e) < 1,
(a) > VD - b, und (a) < VD +b
*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die erste Wurzel einer
Form (a, b, c) der reciproke Werth der zweiten Wurzel ihres Gefäh1·ten
(c, b, a) ist; mithin sind entweder beide Formen reducirt, oder heide nicht
reducirt. I
Dir i c 11 1e t, Zahlentheorie. 12
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Für das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth,
in welchem
VD-(a) < b < VD und (e) > (a) (2)
ist; aus diesen Bedingungen kann man nämlich stets schliessen,
dass die Form (a, b, e) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die
Forln
o < VD - b < (a) < (e),
so ergiebt sich zunächst, dass die zweite Wurzel
-b+VD
c
numerisch< 1, ferner dass die erste Wurzel
-b- VD a
e = YD-b
numerisch> 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben, dass b positiv
ist, weil VD +b numerisch grösser als YD-b ist; und folglich
haben, da ausserdem b < VD ist, heide Wurzeln entgegengesetzte
Zeichen. Also ist die Form gewiss eine reducirte.
§.75.
Aus der Erklärung einer reducirten Form ergiebt sich ferner
der folgende wichtige Satz *) (vergl. §. 67):
Für }ede positive Determinante giebt es nur eine endliche An-
zahl reducirter liormen.
Denn, bezeichnen wir mit Ä, die grösste ganze in VD enthal-
tene Zahl, so dass Ä, < VD < Ä, + 1 .und also A mindestens = 1
ist, so kann der mittlere Coefficient b einer reducirten Form (a, b, c)
nur die Ä verschiedenen Werthe 1, 2 ... Ä, haben; für jeden dieser
Werthe von bist D-b2 = (a) (e) auf. alle mögliche Arten in zwei
Factoren zu zerlegen, welche zwischen A- bund A+1 +b exclu-
sive (oder zwischen A+1-b und A + b inclusive) liegen; je zwei
solchen Factoren a und c hat man entgegengesetzte. Zeichen zu
geben, und man muss sie permutiren, wenn sie ungleich sind. Dann
*) GaUS8: D. A.. art. 185.
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sind aber wirklich alle reducirten Formen gefunden, und es giebt
deren offenbar nur eine endliche Anzahl.
Beispiel 1: Ist D = 13, so ist Ä = 3; wir haben daher fol-
gende Fälle und Zerlegungen:
b=l; 12=3.4
b == 2; 9 = 3 . 3
b == 3; 4 = 1 .4= 2 . 2
und diese liefern die folgenden 12 reducirten Formen:
(+3,1,+4), (+1, 3,+4), (+3,2,+3),'
(+4, 1,+3), (+4, 3,+ 1), (+2,3,+2).
Beispiel 2: Für D = 19 istÄ = 4; wir bilden daher folgende
Tabelle:
b = 1; 18 giebt keine Zerlegung;
b = 2; 15 = 3 . 5;
b = 3; 10 = 2 . 5;
b = 4; 3'= 1 . 3;
hieraus ergeben sich folgende 12 reducirte Formen:
(+3,2,+5), (+2,3,+5), (+1,4,+3),
(+5,2,+3), (+5,3,+2), (+3, 4,+1).
Beispiel 3: Für D = 35 ist A == 5; also bilden wir die Tabelle
b = 1; 34 giebt keine Zerlegung;
b = 2; 31"" "
b == 3; 26"" "
b = 4; 19"" "
b=5; 10=1.10=2.5;
wir erhalten daher 8 reducirte Formen:
(+ 1, 5, + 10), (+ 2, 5, + 5);
(+ 10, 5, + 1), (+ 5, 5, + 2).
Beispiel 4: Für D = 79 ist Ä = 8; wir bilden daher folgende
'fabelle:
b = 1; 78 giebt keine Zerlegung;
b = 2; 75" " ."
b=3;70=7.10;
b = 4; 63 == 7 . 9;
b = 5; 54 = 6 . 9;
b = 6; 43 gieht keine Zerlegung;
b = 7; 30 = 2 • 15 = 3 ."10 = 5 • 6;
b = 8; 15 - 1 . 15 = 3 . 5;
12*
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wir erhalten daher 32 reducirte Formen:
(+ 7, 3, + 10), (+ 7, 4, + 9), (+ 6, 5, + 9), (+ 2, 7, + 15),
(+ 3, 7, + 10), (+ 5, 7, + 6), (+ 1,8, + 15), (+ 3, 8, + 5),
und
(+ 10, 3, + 7), (+ 9, 4, + 7), (+ 9, 5, + 6), (+ 15, 7, + 2),
(+ 10,7, + 3), (+ 6, 7, + 5), (+ 15, 8, + 1), (+ 5,8, + 3).
§. 76.
Aehnlich wie bei negativen Determinanten (§. 64) beweisen
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes *):
Jede Form von positiver Determinante ist einer reducirten
Form äquivalent. .
Bezeichnen wir die gegebene Form von positiver Determinante
D mit (a, b, a'), so suchen wir eine ihr nach rechts benachbarte
Form (a', b', a") so zu bestimmen, dass
YD-(a') < b' < VD
wird. Da zufolge' der Erklärung einer benachbarten Form der
mittlere Coefficient b' jeden Werth erhalten kann, welcher = - b
(mod. a') ist, und keinen anderen, so fragt sich nur, ob zwischen
den Grenzen YD - (a') und YD stets ein solcher Werth existirt;
dies ist offenbar der Fall, da die sämmtlichen zwischen diesen bei-
den Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen
l+l-(a'), A+2-(a') ... Ä-1, Ä
ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modulus a' bilden;
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine· einzige solche
Zahl b' existirt. Nachdem b' = - b - a' h bestimmt ist, geht die
Form (a, b, a') durch die Substitution (_~:~) in die benachbarte
Form (a', b', a") über, deren Coefficienten a', b' der obigen Be-
dingung Genüge leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit
(a") > (a') wird, so ist nach dem am Schlusse des §. 74 besonders
hervorgehobenen speciellen Fall (2) die gefundene Form (a', b', a")
eine reducirte. Ist dagegen
(a') > (a"),
80 verfahre man mit der gefundenen F"orm (a', b', a") genau so wie
*) Gauss: D. .d. art. Isa.
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als auch
mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts be-
nachbarte Form (a", b", a"'), in welcher
YD-(a") < b" < YD
ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (a/") > (a") ist.
Sollte aber wieder
(a") > (a"')
sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort· da,
unter einer gegebenen positiven Zahl (a') nur eine endliche An-
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so lTIUSS man nach einer
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form
(a (n), b (n), a (n +1)), in "TeIcher sowolll
VD- (a(n)) < ben) < YD
(a(n+1» > (a(n»)
ist, also zu einer reducirten Form gelangen, was zu beweisen war.
Es verdient belnerkt zu werden, dass bei diesem Process nicht
gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, denn
es giebt reducirte ~-'ormen, in welchen die zweite Bedingung des be-
sonderen hier benutzten speciellen Falles nicht erfüllt ist. Von
grösserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerksam zu
machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes Mal eine
Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene ForIn in
die reducirte Form übergeht, und zwar erhält man diese Substi-
tution durch Composition der successiven Substitutionen, welche
in dem Processe auftreten. Der AlgoritlnTIus selbst ist durchaus
nicht beschwerlich (vergl. §. 64), wie folgende 13eispiele zeigen.
Beispiel 1: Die :Form (4, 6, 7) hat die I)eterminanteD == 8;
es ist also Ä. ::=: 2. Unter den Zahlen
- 4, - 3, - 2, - 1, 0, 1, 2
ist b' = 1 =- 6 (mod. 7); dies gieht die benachbarte }1'orm
(7, 1, - 1), welche noch nicht reducirt ist. Da (a") == 1 ist, so
ist b" === Ä == 2, und folglich erhält man die benachbarte l~'orm
(- 1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitution
( 0, +1) ( 0, 1) _ (-1, +3) geht die gegebene Form in die gefundene
-1, -1 -1,3 - +1,-4
über.
Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante
D = 35; man findet nach der angegebenen Methode die nach
rechts benachbarte Form (5, 5, - 2), und zu dieser wieder die Form
(- 2, 5, 5), in welcher der letzte Coefficient in der That grösser ist
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als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon die vorher-
gehende Form (5, 5, - 2) reducirt. Die gegebene Form geht durch
die Substitution (_~: ~1~) in (5, 5, - 2) und durch die Substitution
(_~: ~l~) (-~: ~) = (1~: ~6:) in (- 2, 5, 5) über.
Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante
D = 35, geht durch die folgenden succ~ssiven Substitutionen
( 0, 1) ( 0, 1) ( 0, 1) ( 0, 1)
- 1, 0' - 1, 2 ' - 1, 2 ' -1, 4
successive in die Formen
(145, - 95, 62), (62, - 29, 13), (13, 3, - 2), (- 2, 5, 5)
über, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung
dieser Substitutionen giebt die Substitution (+~: ~1~), durch welche
(62,95, 1(5) in (- 2, 5, 5) übergeht.
§.77.
Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen dar-
gethan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer re-
ducirten Form äquivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl
von reducirten Formen für jede gegebene Determinante existirt,
so folgt hieraus unmittelbar:
Die Olassen-Anzahl der Formen von positiver Determinante
ist stets endlich.
Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu beantworten, ob zwei
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante einander
äquivalent sein können; denn erst dann haben wir (wie in §§. 65, 66
für negative Determinanten) die Mittel gewonnen, um über die
Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben positiven De-
terminante entscheiden zu können. Diese Untersuchung stösst bei
positiven Determinanten auf bedeutende Schwierigkeiten, da in
der That immer mehrere nicht identische und doch äquivalente
reducirte Formen existiren.
Um einen sicheren Boden für diese Untersuchung zu gewinnen,
stellen wir zunächst die bestimmte Frage *) :
Kann eine reducirte Form (a, b, a') eine ihr nach rechts be-
nachbarte Form (a', b', a") haben, welche ebenfalls reducirt ist?
*) Gauss: D. A. art. 184.
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Nehmen wir einmal an, dies sei möglich, und es sei (_ 0, 1 )
die Substitution, durch welche die reducirte Form (a, b, 'a') inlld~e
ebenfalls reducirte Form (a', b', a") übergeht. Sind dann wund
m' zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form
so hängen diese (nach §. 73) durch die Gleichungen '
ro=J-~, ro'=~
m u-m
mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit halber fest-
setzen, dass wund 00' die beiden ersten Wurzeln der beiden Formen
bedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den beiden
zweiten Wurzeln Statt findet). Da in einer reducirten F'orm die
beiden äusseren Coefficienten entgegengesetzte Zeichen haben, und
die erste Wurzel stets das Zeichen des ersten Coefficientell besitzt,
so haben die beiden unechten Brüche ro und ro' bezüglich die Vor-
zeichen von a und a', also entgegengesetzte Vorzeichen, da der erste
Coefficient a' der zweiten Form zugleich der letzte Coefficient der
ersten Form ist. Zufolge der obigen Relationen muss daher ro - ~
ein echter Bruch sein von gleichem Vorzeichen wie W; es muss da-
her J diejenige vollständig bestimmte gapze Zahl sein, welclle dem
absoluten Werth nach nächst kleiner als ro ist und dem Vorzeicllen
nach mit ro übereinstimmt. Wir schliessen hieraus, dass eine redu-
cirte Form (a, b, a') höcllstens eine einzige nach rechts benacllbarte
Form (a', b', a") hat, welcl;te ebenfalls reducirt ist.
Aber es existirt auch wirklich immer eine solche der reducir-
ten Form (a, b, a') nach rechts benachbarte und reducirte }i-'orm
(a', b', a"). Denn es sei ro die erste Wurzel der reducirten Form
(a, b, a'), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen nlit dem
von a übereinstimmt; so wähle man die ganze Zahl ~ so, dass ihr
absoluter Werth (<l) die grösste ganze in (m) entllaltene ganze Zahl
(also nie = 0) wird, und gebe <l das Vorzeichen von m; dann geht
die gegebene Form (a, b, a') durcll die so bestimmte Substitution
(_~: ~) in eine benacllbarte Form (a', b', a") über, deren erste Wurzel
1
ro' ----~-ro
ein unechter Bruch ist dessen Vorzeichen dem von ro und a ent-, .
gegengesetzt ist und also mit dem von a' übereinstimmt. BezeIch-
nen wir nun mit 001 und 00'1 die heiden zweiten Wurzeln, so besteht
zwischen ihnen dieselbe Relation
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, 1
Wl =-,S'-;
u- W l
da nun 001 ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von 00,
und also auch dem von ~ entgegengesetzt, und da ß eine von Null
verschiedene ganze Zahl ist, so folgt, dass ~ - 6)1 ein unechter
Bruch, und also ro'l ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit
dem von ~, ro und a übereinstimmt, also dem von 00' und a' ent-
gegengesetzt ist. Es ist also bewiesen, dass die beiden Wurzeln
ro' und 00'1 der neuen Form (a', b', a") entgegengesetzte Zeicllen
haben, ferner dass die erste 00' ein unechter, die zweite 6)'1 ein
echter Bruch ist; folglich ist diese Form in der That eine reducirte,
was zu beweisen war..
Jede reducirte Form hat daher eine und nur eine nach rechts
benachbarte Form, welche ebenfalls reducirt ist, und diese kann auf
die angegebene Weise immer leicht gefunden werden.
Genau ebenso liesse sich nun auch beweisen, dass jede redu-
cirte Form eine und nur eine nach links benachbarte reducirte
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben be-
handelten durch die einleuchtende Bemerkung (§. 74 Anm.) zurück-
zuführen, dass die beiden Formen (a, b, a') und (a', b, a) gleichzeitig
reducirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Wenn
nun die reducirte Form (a, b, a') eine nach links benachbarte und
ebenfalls reducirte Form ('a, 'b, a) besitzt, so hat die reducirte
Form (a', b, a) die nach rechts benachbarte Form (a, 'b, 'a),
welche ebenfalls reducirt ist; und umgekehrt, sobald die Form
(a, 'b, 'a) der reducirten Form (a', b, a) nach rechts benachbart
und zugleich reducirt ist, so ist die Form ('a, 'b, a) ebenfalls redu-
cirt und der Form (a, b, a') nach links benachbart. Da wir nun
gesehen haben, dass eine reducirte Form (a', b, a) immer eine und
nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form (a, 'b, 'a) hat,
so folgt:
Jede reducirte Form (a, b, a') besitzt stets eine und nur eine I
nach links benachblJrte reducirte Form ('a, 'b, a).
§. 78.
Aus den soeben bewiesenen Sätzen über die nach rechts und
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man
sämmtliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in
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Perioden *) eintheilen kann, die auf folgende Weise zu bilden sind.
Man wähle irgend eine reducirte J4'orm qJo und bilde die nach rechts
und links fortgesetzte Reihe
• • • • qJ-2, qJ-l, rpo, fJJl, qJ2 • • • •
der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu-
cirten Formen, welche durch das eine Glied qJo vollständig. be-
sti~mt sind. Da es nur eine endliche Anzahl von reducirten
Formen der Determinante D giebt, und die ersten Coefficienten
z~eier auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte
Zeichen haben, so muss einmal auf eine Forin qJfl dieser Reihe nach
einer geraden Anzahl 2 n von Gliedern eine mit qJu identische
Form CfJfl+2 n folgen; und da eine Form CfJfl oder CfJ.u~2n nur eine
einzige nacll rechts, und nur eine einzige nach links benachbarte
reducirte Form besitzt, so müssen auch die beiden Formen qJfl +1
und qJ.u+l+2n, ebenso die beidenFormen qJ
j
U-l und qJ ju-l+2n, und
also auch allgemein je zwei Formen dieser Reihe identisch sein,
deren Indices dieselbe Differenz 2n haben. In der ganzen Reihe
sind daher höchstens 2n verschiedene Formen
qJo, !PI' cp'J • • • CP2n - 2, CP2n-l;
und diese werden in der That alle von einander verschieden sein,
wenn keine der Formen CP2' qJ4 ••• cp2n-2 mit CPo identisch ist;
denn wären qJv und qJlI+2n' zwei identische Formen, so müsste
auch fJJ2n' mit qJo identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2 n
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reille ist,
so besteht dieselbe aus einer nach heiden Seiten sich unendlicll oft
periodisch wiederholenden Folge dieser 2n Formen; je zwei Formen
CfJ1u, und qJ", deren Indices eine durch 2n theilbare Differenz !L - v
haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die Formen fPp- und
qJ" identisch, so ist fL =v (mod. 2n).
Es kann nun sein, dass diese 2n Formen alle reducirten For-
men der Determinante D erschöpfen; aber es ist auch möglich,
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter-
minante existiren. Im letzteren Fall sei 1/10 eine solche, in der obi-
gen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht ihr
ebenso eine Periode von 2 m unter einander verschiedenen Formen
Wo, 1/11' 1P2 • • • tP2m-2, 1P2m-l;
alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen der
*) Gauss: D. A. art. 186.
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ersten verschieden sein; denn besässen beide Perioden eine ge-
meinschaftliche Form, so wären beide Reihen vollständig identisch,
da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur auf eine
einzige Weise nach rechts und links fortgesetzt werden kann.
In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re-
ducirten ~'ormen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die
Anzahl der Perioden ist nothwendig eine endliche; die Anzahl der
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden-
falls ist sie stets gerade *).
*) Von besonderem Interesse sind noch folgende Bemerkungen (Gauss:
D. A. artt. 187, 194). Wenn (a, b, c) eine reducil'te Form ist, so gilt Das-
selbe von ihrem Gefährten (c, b, a) (§. 74); sind die Perioden dieser heiden
Formen entwickelt, und die beiden Formen selbst nach den Plätzen, welche
sie in diesen Perioden' einnehmen, mit CfJ,u und tPlI bezeichnet, so leuchtet
ein, dass auch ffJl-t +1 und ffJJI-l, allgemeiner je zwei Formen ffJp, +hund tPlI- h
Gefährten sind, wo h jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Hieraus
geht hervor, dass beide Perioden aus gleich vielen Gliedern bestehen
werden.
Es ist nun möglich, dass beide Perioden identisch sind, dass also ..pli
selbst ein Glied in der Periode der Form cpu ist; und dann wird offenbar
der Gefährte einer jeden Form dieser Periode ein Glied derselben Periode
sein. Ist nun CfJ,. der Gefährte von CfJo, so ist, ,veil die äusseren Coefficienten
einer reducirten Form entgegengesetzte Vorzeichen, und ausserdem die ersten
Coefficienten der auf einander folgenden Formen abwechselnde Vorzeichen
haben, nothwendig r ungerade=2m-l; da nun CfJo und CfJ2m-1 Gefährten
sind, so gilt Dasselbe von ffJh und CfJ2m-l-h, also auch von cpm und CfJm-l, und
ebenso, wenn 2 n die Anzahl der Glieder der Periode bedeutet, von CfJm +n
und CfJm-1- n = CfJm +n-1; bezeichnet man daher irgend eine der beiden ~"or­
men CfJm oder CfJm+ n mit (A, B, 0), so' ist die ihr nach links benachbarte
Form identisch mit (0, B, A), und folglich ist 2 B = 0 (mod. A), d. h.
qJm und CfJm +n sind ambige Formen; und sie sind verschieden, weil m ni6ht
== m+n (mod. 2n) ist.
Umgekehrt, ist in einer Periode eine ambige Form (A, B, C) enthalten,
so ist ihr li,nker Nachbar ihr Gefährte (0, B, A), und folglich findet sich in
derselben Periode noch eine zweite ambige Form. Ausser diesen beiden
ambigen Formen CfJm und ljJm +n giebt es aber keine andere ambige Form in
derselben Periode; denn, wenn qJs eine ambige Form ist, so sind qJs-l und
ffJs, und folglich auch qJ2,-1 und fJJo Gefährten; mithin ist CfJ2s-1 identisch
mit tp2m-l, folglich 28 =2 m (mod. 2 n), also s =m, oder s =111, + n
(mod. 2n). .
Dieser .Fall kann offenbar nur bei der Periode einer solchen Form ein-
treten (§§. 56, 58), welche ihrem Geiährten eigentlich und folglich sich selbst
uneigentlich äquivalent ist, d. h. nur dann, wenn die Form einer sogenannten
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Beispiel 1: Wir haben (§. 75) das System der reducirten
Formen für die Determinante D = 13 aufgestellt; nehmen wir
z. B. für CPo die Form (3, 1, - 4), so erhalten wir folgende Periode
von zehn Formen
fJJo = (3,1, -4); qJI == (-4,3,1);
qJ2 = (1, 3, -4); q>3 = (-4,1,3);
fJJ4 == (3,2, -3); qJ5 == (- 3,1,4);
fJJ6 == (4, 3, -1); qJ7 === (-1, 3, 4);
fJJs == (4, 1, - 3); CP9 == (- 3, 2, 3).
Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art;
um aus der reducirten Form (a, b, a') die ihr nach rechts benach-
barte reducirte Form (a', b', a") zu finden, braucht man nur illren
mittleren Coefficienten b' zu suchen, welcher durch die Bedingung
b' = - b - a' 6 =- b (mod. a') und die Nebenbedingungen
,\ + 1 - (a') ~ b' < Ä
stets vollständig bestimmt ist und durch den blassen Anblick der
Form sogleich erkannt wird. In unserem Fall ist A = 3; man
findet daher den mittleren Coefficienten b' der Form CPI durch die
Bedingungen
b' =-1 (mod. 4), 0 <b'< 3,
nämlich b' = 3. Und nachdem so b' und ~ === 1 gefunden sind,
ergiebt sich
b'2_D
a" = , = a + (b-b')6,
a
also in unserem Fall a" = 1. In derselben Weise ist fortzufahren,
bis die erste Form CPo sich reproducirt; in unserem Beispiel wird
der mittlere Coefficient von CPIO dadurch bestimmt, dass er =- 2
(mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der Grenzen 1 llUd
3 liegen muss, woraus folgt, dass er = 1 ist; also wird fJJIO iden-
tisch mit CPo.
Die so gefundenen zehn ursprünglichen Formen der ersten
Art erschöpfen aber noch nicht alle reducirten E'ormen der De-
a1nbigen Olasse angehört. Dass umgekehrt jedes Mal, wenn diese Bedingung
erfüllt ist, die Periode der Form auch ihren Gefährten und folglich zwei
ambige Formen enthalten muss, ist eine unmittelbare Folge des weiter unten
(§. 82) bewiesenen Hauptsatzes dieser ganzen Theorie. - Man vergleiche die
Beispiele im Text.
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terminante 13; es bleiben noch zwei ursprüngliche Formen der
zweiten Art übrig
Wo == (2,3, -2), 1/11 == (-2,3,2),
welche offenbar noch eine zweite Periode bilden.
Beispiel 2: Für D == 19 erhalten wir folgende zwei Perioden,
jede von sechs Gliedern:
qJo === (3, 2, - 5); qJ1 - (- 5, 3, 2)
qJ2 === (2,3, -5); qJ3::::::: (-5,2,3)
CP4 == (3,4, -1); qJ5::::::: (-1,4,3)
und
Wo == (-3,2,5); #Jl == (5,3, -2)
tP2 == (-2,3,5); 1P3 == (5,2, -3)
W4 = (-3,4,1); 1/J5 == (1, 4, -3)~
Beispiel 3: Für D === 35 erhält man folgende vier Perioden,
jede von zwei Gliedern:
CPo = ( 1,5, -10), CfJ1 === (-10,5, 1)
1Po == (10,5, - 1), 'l/J1 === (- 1, 5, 10)
Xo = ( 2, 5, - 5), Xl == (- 5, 5, 2)
()o = ( 5, 5, - 2), 01 == (- 2, 5, 5).
Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Deterlninante
D == 79 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und zwei
Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Perioden
ist folgende:
fPo === (7,3, -10); CPl::::::: (-10,7,3)
rp2 == (3,8, - 5); qJ3 == (- 5,7,6)
fP4:::::::(6,5,- 9); CPa:::::::(- 9,4,7);
aus ihr entstehen die drei anderen durch Vertauschung der äusseren
Coefficienten (womit die Vertauschung von rechts nach li!1ks in der
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der
Vorzeichen der äusseren Coefficienten in die entgegengesetzten.
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist
tPo == (1,8, -15); Wl::::::: (-15,7,2)
W2 == (2,7, -15); 1P3 === (-15,8, 1);
aus ihr entsteht die andere durch die Zeichenänderung der äus-
seren Coefficienten.
Quadratische Formen.
§.79.
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Die vorhergehenden Untersuchungen über die Perioden der
reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der eng-
sten Bezie11ung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in
Kettenbrüche. Nehmen wir für die Anfangsform fPo einer Periode
immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so ist auch
ihre erste Wurzel Wo positiv. Wir bezeichnen mit wfl die erste
Wurzel der Form ffJp' mit ßfl den vierten Coefficienten der Sub-
stitutio11
( 0, +1)
. -1, ßfl '
durch welche rpu in die nach rechts benachbarte Form ffJl-l+l über-
geht, und endli~h mit klU den absoluten Werth von ßfl. Da (nach
§. 77) der Coefficient ßfl seinem Zeichen nach mit wfl übereinstimmt,
und dem absoluten Werth nach die grösste in dem absoluten Werth
von wfl enthaltene ganze Zahl ist, U11d da die Wurzeln 00o, 001' 002 • • •
abwechselnd positiv und negativ sind, so ist (- l)flWfl stets positiv,
und 'folglich
kfl == (- l)U~fl;
zwischen den successiven Wurzeln fiJfl' wfl +1 ••• bestehen aber fol-
gende Relationen (§. 77):
1 1
fiJfl = 6p. - --; fiJfl +l = 6P.+l--- · · ·O1p +l tU,u+2
multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit + 1, + 1
u. s. w. der Art, dass die linke Seite. stets positiv wird, so er-
hält man
+ (;)'" = k", + 1 j + (;).u+ 1 = kp+l ++ 1+ Wfl+1 _ OOfl+2
und hieraus ergiebt sich für den positiven irrationalen unechten
Bruch (- l)flfiJfl der folgende unendliche Kettenbruch (§. 23):
(- l)flWft = (kf-t, kfl+l' kp+2 • · .).
Ofl"enbar ist dieser Kettenbruch periodisch; denn besteht die Pe-
riode der reducirten Formen rp aus 2n Gliedern, so ist 8p,+2n=6fl
und also auch kft+2n = kfl; es wiederholt sich daher die Reihe der
Zahlen k immer nach höchstens 2n Gliedern von Neuem.
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Beispiel 1: Nehmen wir D === 13, so haben wir, um .die erste
Wurzel Wo der Form Po === (3, 1, - 4) in einen Kettenbruch zu
entwickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78):
Po === (3,1, - 4); PI === (-4,3,1)
P2 === (1,3, -4); P3 === (-4,1,3)
P4 === (3, 2, - 3); P5 === (- 3, 1, 4)
tp6 === (4,3, -1); P7 == (-1,3,4)
Ps === (4,1, - 3); pg === (- 3,2,3);
die successiven Werthe der Substitutionscoefficienten ß sind fol-
gende:
~o == + 1, 61 == - 6, B2 == + 1, ß3 == - 1, ß4 == + 1,
85 == - 1, B6 === +6, ß7 === - 1, Bs == + 1, ßg === - 1;
daraus ergeben sich die absoluten Werthe
ko == 1, k1 == 6, k2 == 1, k3 == 1, k4 == 1,
k5 == 1, k6 == 6, k7 == 1, ks == 1, kg == 1.
Hier zeigt sich die eigenthümliche Erscheinung, dass die Periode
des Kettenbruchs nur aus fünf Gliedern besteht, während die Pe-
riode der Formen doppelt so viele Glieder enthält; wir werden
später· (§. 83) darauf zurückkommen. Die -gesuchte Kettenbruch-
Entwicklung ergiebt sich hieraus als die folgende:
1+V13 .4 == (1, 6, 1, 1, 1; 1, 6, 1, 1, 1; . · .)
Ebenso liefern die beiden anderen reducirten Formen derselben
Determina~te D === 13, nämlich
1Po = (2, 3, - 2), 1/11 == (- 2, 3, 2)
folgende Werthe
80 = +3, BI = - 3,
also
ko = 3,
und folglich
3 +Vl32 = (3; 3; · · .);
auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross wie
die der reducirten Formen. .
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Beispiel 2: Für D == 19 giebt die sechsgliedrige Formen-
periode
qJo == (3,2, -5); ({Jl == (-5,3,2)
CfJ2 == (2, 3, - 5); ({Js = (- 5, 2, 3)
qJ4 == (3, 4, - 1); qJ5 == (-1, 4, 3)
die Zahlen
60 === + 1, 61 === - 3, B2 === + 1, ~3 == - 2, 64 == +8, 65 === - 2;
ko ===l, k1 ==3, k2 == 1, ks =2, k4 ==8, k5 ==2;
also
2 +VI95 == (1, 3, 1, 2, 8, 2; · · .)
Beispiel 3: Für D = 79 giebt die sechsgliedrige Periode
qJo = (7, 3, - 10); PI = (- 10, 7, 3)
qJ2 = (3, 8, - 5); fJJs == (- 5, 7, 6)
CP4 == (6,5, - 9); CfJ5 == (- 9,4,7)
die Zahlen
ßo = + 1, h1 == - 5, 62 = + 3, ßs == - 2, 64 == + 1, 65 == - 1;
ko = 1, k1 = 5, k2 = 3, ks = 2, k4 == 1, k5 == 1;
also entsteht die EntwickluD:g
3 +V7910 == (1, 5, 3, 2, 1, 1; • · .).
Ebenso liefert die viergliedrige Periode
1/Jo = (1, 8, - 15); 1/11 = (-15, 7, 2)
1/J2 == (2, 7, -15); 1/13 = (-15,8, 1)
die Zahlen
ßo = + 1, 61 == - 7, 62 =.+ 1, 63 == - 16
ko = 1, k1 = 7, k2 == 1, les = 16;
also den Kettenbruch
8 +V7915 = (1,7, 1, 16; · · .).
Zu gleicher Zeit findet man natürlich auch die Entwicklung der
Wurzeln der drei anderen Formen
(1, 16, 1, 7; ...)
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7 + V79
- 2 == - (7, 1, 16, 1; · · .)
7 + V79
15
8 + V79 _ .
- 1 --(16,1,7,1, ...)
durch einfache Verschiebung der Periode*).
§.80.
Es bleibt nun noch die schwierigste ~'rage zu beantworten
übrig, nämlich die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter-
nlinante, welche verschiedenen Perioden angehören, äquivalent
sein können oder nicht. Dazu müssen wir eine Digression über
die Theorie der Kettenbrüche machen,- in welcher wir einige weni-
ger bekannte Sätze über dieselben beweisen wollen.
Ein Kettenbruch (a, b,. c, d ...), dessen sämmtliche Elemente
a, b, c, d ... positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme des ersten
a, für welches auch der' Werth Null gestattet ist), -soll im Folgen-
den ein regelmässiger heissen; der Werth eines solchen endlichen
oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets positiv, und
umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth stets und nur
auf eine einzige Weise in einen regelmässigen Kettenbruch
verwandelt werden kann. Sehr wichtig für unsere Zwecke ist
nun die Umwandlung eines unregelmässigen unendlichen Ketten-'
bruchs
((,t, [J, r · · · /1, v, p, q, r . · . u, v .. .),
dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten p
ab sämmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelmässigen.
*) Die Form (1, 0, - D) ist der reducirten Form CjJo = (1, 1, 12 - D)
äquivalent; die letzte Form der entsprechenden Periode ist offenbar CjJ2n-t
= (12 - D, 1, 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form
1
l'D-1 = (ko • · · kn-2, kn-t, k'll-2 . · . ko, 21; · · .)
und
l'D = (1; ko . I • kn-2, kn-t, kn-2 •.. ko, 21; · · .).
Eine ähnliche Entwicklung tritt jedes Mal auf, wenn in der Periode
zwei ambige F'ormen vorkommen (§. 78).
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Es wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Elernente
u, v . . .. von einem bestimmten, in endl1~cher Entfernung liegenden,
Element u ab unverändert bleiben, und dass die Differenz zUJischen
der A.nzahl der geänderten und der Anz'ahl der sie ersetzenden
Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist, je nachdern de·r Werlh
des ganzen Kettenbruchs positiv oder negati1J ist.
DIn dies ,zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem zu-
nächst voraus, dass v nicht das erste Element des ganzen Ketten-
bruchs ist. Wir suchen nun die Unregelmässigkeit des Kettenbruchs
von dieser äussersten Stelle v zu entfernen und um mindestens
eine Stelle weiter nach links zu drängen.
Hierzu brauchen wir offenbar nur den unendlichen Ketten-
bruch (ft, v, p, q ...) zu betrachten, den wir auch in endlicher
Form (~, v, p') oder (f', V,l), q') oder (~, v, p, q, r') u. s. w~ schreiben
können, wenn wir die uneIldlichen regelmässigen Kettenbrüche
(p, q, r, 's ...), (q, r, s ...), Cr, s ...) u. s. w.
zur Abkürzung mit p', q', r' u. s. w. bezeichnen. Wir haben nun
folgende Fälle zu unterscheiden.
1. Ist v = 0, so ist
(t-t, 0, p') = t-t +p' = ~+ p + ;,
oder also
(~, 0, p, q') === (ft +p, q');
es ist also die Unregelnlässigkeit von der Stelle v == 0 um min-
destens eine Stelle nach links gedrängt, und zugleich ist an' Stelle
der abgeänderten drei Elemente f', 0, P das einzige Element iL +p
getreten.
2. Ist v negativ === - n, und n > 1, so erhält man nlit I3e-
nutzung der Identität
(g, -h) == (g-I, 1, h-I)
folgende successive Umformung:
(t-t, - n, p') = (t-t, - n + ;,) = (t-t - 1, 1, n - 1 - ;,)
=== (~-1, 1, n - 1, - 1/)
und hieraus durcll nochmalige Anwendung derselben Identität
(~, - n, p, q') :::::: (~ - 1, 1, n - 2~ 1, 1/ - 1)
= (Il - 1, 1, 1~ - 2,. 1, P - 1, q').
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An Stelle der drei abgeänderten E:lemente ft, - n, p sind die fünf
Elemente ft - 1, 1, n - 2, 1, P - 1 getreten, und von diesen ist
höchstens das erste negativ. Sollte ferner n - 2 oder p - 1, oder
sollten beide Zahlen == 0 sein, so wird man durch einmalige oder
zweimalige Anwendung der unter 1. aufgestellten Regel alle Ele-
mente, mit Ausnahme des ersten, in positive verwandeln; auch
dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl der abgeänderten
und der Anzahl der dieselben ersetzenden Elemente eine gerade
Zahl bleiben, und die Unregelmässigkeit ist mindestens um eine
Stelle nach links verschoben.
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und folglich
(p., - 1, 1, q, r, s') == (f' - 2 - q, 1, r -1, s');
und sollte r = 1 sein, so würde man wie in 1. verfahren.
Auf diese Weise ist in allen Fällen ohne Ausnahme die Un-
regelmässigkeit des Kettenbruchs von der Stelle v um mindestens
eine Stelle weiter nach links gedrängt, und zugleicll ist der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeänderten und der Anzahl der
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man ~aher den
ursprünglich gegebenen Kettenbruch
«(x, ß, l' · . · f', v, p, q, r . · . t, U, v.. .)
in einen anderen
(u}, b, C • • • k, l, u, v . . .)
umformen können, in welchem alle auf das erste folgenden Ele-
mente b, c ... positive ganze Zahlen sind, welche von einer in
endlicher Entfernung liegenden Stelle u an mit den Elementen des
gegebenen Kettenbruchs übereinstimmen; und zwar wird der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgeänderten Elemente
u, ß, l' · . · f(, v, p, q, r . · . t
und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente
3. Ist v == - 1, so ist die eben angegebene Regel nicht an-
wendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet mall
(,.", - 1, p, q') === (f" - 2, 1, P -'2, q');
sollte p == 2 sein, so hat man wieder nach der unter 1. aufge-
stellten Regel zu verfahren. Ist aber p == 1, so hilft diese Formel
Nichts; dann ist aber
Cf', - 1, 1, q') == ft - 1 - q'
•..
195Quadratisclle Formell.
a', b, c ... k, l
eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der
gesammten Umformung Statt findet.
Ist nun a' positiv oder == 0, so ist die Umformung vollendet,
und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen a' negativ
== - a, so ist der I{ettenbruch negativ, und zwar
==-(a-l, 1, b -1, c ...)
oder, wenn b == 1 sein sollte,
== - (a - 1, C + 1, d ...).
Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeänderten Elenlente
um eine Einheit kleiner oder grösser als die Anzahl der sie er-
setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte I>unct unserer
obigen Behauptung nachgewiesen.
§. 81.
Wir bedürfen zweitens für die Untersuchung der Aequivalenz
zweier Formen noch des folgenden Satzes:
Sind et, ß, 1', ~ vier ganze Zahlen, ~velche der Bedingitng
a~-ß'Y == 1
genügen, und deren erste a von Null verschl~eden ist; findet ferner
zwischen zUJei (}rössen, co und a die Relation
Statt, so kann man stets
m === (1", 1n, 11 ••• r, ß', ~~)
setzen, UJO die A-nzahl dcrposit-i1ocn .rJanzcn, Zahlen 111" n .. , reine
gerade i~t, 1" 1tnd lJ' auer l(1u;h Null oder negative gnn z'e Zahlen ~ein
kÖn1tCn.
Um diesen Satz zu beweisen, können wir, ohne die AIIgelnein-
heit zu beeinträchtigen, annehnlen, dass die von Null verschiedene
ganze Zahl a _positiv ist; delln sollte a negativ sein, so ver,vandele
man die Zeichen aller vier Zahlen Ci, ß, y, 0 in die entgegen-
geset~ten, so bleibt die ~,vischen ihnen, und ebenso die zwischen m
und ~~ bestehende l~elation ungcändert. Ist nun zunächst a == 1,
also ~ == ßy +1, so ist unlllittelbar
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d. h.
r + (ßy + 1)..Q .Q
ro = 1 + ß.Q, = r +1 + ß.Q, = (r, ß, .Q,),
also ist in diesem Fall unser Satz richtig. Ist aber a > 1, so ent-
wickle man den Bruch r: a in den Kettenbrucll (y', m, n ... r),
dessen Elemente sämmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus-
nahme des ersten r', welches positiv, Null oder negativ sein wird,
je nachdem r positiv und grösser als a, oder positiv und kleiner
als a, oder endlich negativ ist.
Wir können ferner voraussetzen, dass die Anzahl der positiven
Elemente 1n, n ... r gerade ist; denn da bei der gewöhnlichen
Methode, einen Bruch r: a in einen Kettenbruch zu verwandeln,
das letzte Element r nlindestens == 2 ist, so könnte man, wenn
die Anzahl der Elemente m, n ... r ungerade sein sollte, das letzte
Element r in den Kettenbru~h r - 1 +t verwandeln und also statt
des obigen Kettenbruchs den folgenden (y', m, n ... r - 1, 1) neh-
men, in welchem die Anzahl der positiven Elemente m, n . .. r - 1, 1
nun gerade ist. Bildet man nun nach der früher (§. 23) ange-
gebenen Methode die sogenannten Näherungsbrüche,
[1"] [y',m] [r',m,n] [r',m,n q,r]
-1-' [m]' [m,n] - [m,n q,r] ,
so erkennt man leicht, dass ihre Nenner sämmtlich positiv sind.
Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Brüche irreductibel
sind, und da der letzte der obigen Brüche dem in Folge der Re-
lation a d - ßr == 1 ebenfalls irreductibeln Bruche r :a gleich, und
a positiv ist, so muss
a :=:: [1n, n ... q, r], '}' == [1", m, n ... q, r]
sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreductibele
Form nlit positivem Nenner gebracllt werden kann. Da ferner die
Anzahl der Elemente r',m, n ... q, r ungerade ist, so folgt aus
der damals aufgestellten Formel [§. 23, (9)], dass
[m,n ... q] [r',tn,n ... q,r] - [m,n ... q,r] [r',nz,n ... q] ===-1
oder also
a ['}", m, n ... q] - [m, n ... q] r == 1
ist; vergleicht man dies mit der I~elation a~ - ßr == 1, so ergiebt
sicll (ähnlich wie im §. 24), dass man
~ = Er', m, n · · · q] + rß'
ß == [m, n · .. q] + aß"
also
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~ == Er', m, n . · · q, r, ß']
ß== [m, n · . · q, r, ß'J
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~ - ( , ß')ß - r, m, n · · · q, r,
setzen kann, wo ß' eine ganze Zahl bedeutet *). Nach demselben
Bildungsgesetz ist nun
I' + ~,Q == Er', m, n . · · r, ß', ,Q]
a +ß,Q == [n1" 1~ • • • r, ß', ~J
und folglich, wie zu beweisen war,
W === (r', m, 1~ •• • r, ß', ~).
§.82.'
Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der I{etten-
brüche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entscheidung
der, Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten Formen
einer positiven Deterlninante äquivalente I~1ormen enthalten können.
Es seien daller (a, b, c) und (A, ]3, C) zwei reducirte (eigentlich)
äquivalente Formen; da alle I?ormen einer und derselben I>eriode
einander stets äquivalent sind, so können wir annehmen, dass die
ersten Coefficienten a, A, und folglich auch die ersten Wurzeln
dieser heiden ~-'OrmenlJositiv sind, weil im entgegengesetzten Fall
die unmittelbar benachbarten Formen diese I~igenschaft besitzen
wtirden. Bezeichnen wir (a, b, c) mit qJo und (A_, 11, C) 111it Wo,
und bilden wir rür jede dieser beiden I?orlnen (nach §. 78) die sie
enthaltende Periode, so erhalten wir dadurch für die ersten Wur-
zeln Wo, a o dieser beiden 1~10rnlen die regelnlässigen J{ettenbrüche
Wo == (ko, k1, k2 • ••),
~-~o == (!(o,K1'!(2 · · .).
Ist nun (r: 9) eine Substitution, durch welche rpo in <Po übergeht,
so besteht zwischen den ersten Wurzeln Wo, ~>"o die Relation
*) 1)a die Bl'üehc y: u, fJ: a resp. den l\:ettcllhriiclten (y', 1J1. ••• r),
(fJ', r ..• 1n) gleich sind, so sind ~", fJ' die grüssten in uellselben ent.halte..
nen ganzen Zahlen (im Sinne des ~. 43).
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und ausserdem ist
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r+~~o
Wo == a + ß~o '
eh~-ßr == 1.
und also auch
Wo == (/,', m, n ... r, ß', K o, K1, K2 • • .)
setzen, und in diesem unendlichen I(ettenbruch, .welcher wenigstens
von der Stelle K o ab keine Unregellnässigkeit enthält, ist die An-
zahl der Elemente 1", n~, 1~ ••• r, ß' eine gerade == 2 g. Ist ß' positiv,
so ist, da 000 > 1 ist, aucll 1" positiv, also der Bruch regelmässig.
Ist aber ß' === 0 oder negativ, so forme man den Kettenbruch. nach
den obigen: Regeln (§. 80) in einen regelmässigen urn; nirnmt Ulan
~ hinreichend gross, so werden die Elemente ]([1' K p +1 • • • bei
dieser Umformung ungeändert bleiben, und die Anzalll v der Ele-
mente, welche an die Stelle der vorhergehenden (2 9 + ft) Elemente
r', m, n · · · r, ß', Ko • • • Kfl-l
treten, wird - !t (mod. 2) sein (nach §. 80), da der Werth des
ganzen Kettenbruchs IJosit'iv ist. Da nun Wo nur auf eine einzige
Weise als ein regelmässiger Kettenbruch dargestellt werden kann,
so müssen die Zahlen
Da ferner eh nicllt == 0 sein kann, ,veil. sonst A == c, also .A negativ
wäre, so kann man nach dern so eben bewiesenen Satze
Wo == (1", m, 1~ • • • r, ß', ~o)
]~lt, ](fl +1, !(fl +2 • • • • •
resp. mit den Zahlen
kl!' kV +1 ' kV + 2 , • • • •
identisch sein. Ist daher !t +hein lVlultiplum von der Anzahl der
:Formen, welche die Periode der .Form Wo bilden, und also eine
gerade Zahl, so ist auch v +h eine gerade Zahl == 21n, und die
Zahlen
K u +h , K U +h +1 ' K U +h +2 • • •I I
stimnlen mit den Zahlen
]{o, 1(1' K2 • • .,
und diese folglich mit den Zahlen
k2m , k2m +1 , k2m+2 • ••
überein. Hieraus folgt unmittelbar
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.Q.o == (k 2 m, k2m +1 • • .) == W2m;
und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollständig
charakterisirt ist (§. 72), so "Schliessen ,vir hieraus, dass die Form
Wo mit der Form qJ2m identisch sein Inuss, dass also epo sich in der
aus CPo entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgen-
den Hauptsatz *) gewonnen:
Zwei äquivalente red~!cirte E-'orrnen von positiver Deterntinante
gehören e1:ner und derselben Periode at~; zwei /redu.cirte Forrnen
können nt·cht äqui~alent sein, wenn sie verschiedenen Perioden an-
gehören.
Mit Hülfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um
zu prüfen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De-
termin~nte äquivalent sind oder nicht. Man suche (nach §. 76)
zu jeder der beiden Formen eine ihr äquivalente reducirte Form;
je nachdem die so gefundenen reducirten Fornlen derselben oder
verschiedenen Perioden angehören, sind die gegebenen Formen
äquivalent" oder nicht äquivalent. Im ersteren Fall ergiebt sich
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Forin in
die andere übergellt (vergl. §. 66).
Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5)
und (62,95,145), welche dieselbe Deternlinante D == 35 haben.
Die erste geht durch die Substitution (_~: .:!:1~) in die reducirte F'orln
(5, 5, - 2), die zweite durch die Substitution (+~: 2:1~) in die redu-
eirte Form (- 2, 5, 5) über (§. 76). Diese beiden redueirten Formen
gehören aber derselben zweigliedrigen Periode (5, 5, - 2), (- 2, 5, 5)
an, und zwar geht die erstere dureIl die Substitution (_~: ~) in die
letztere über. Mithin sind die beiden gegebenen F"orlnen (713, 60, 5)
und (62, 95, 145) äquivalent, und da (=;: =1~) die inverse Suhsti-
tutioll von (+~: ~ 1~) ist, so geht die erstere dieser heiden ~'orlnen
durch die Suhstitution (_?: ~1~) (_~:~) (=;: =1~) == (+4t +o~) in
die letztere über.
§.83.
Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der heiden
in §.59 aufgestellten Hauptprohleme aucll für l~'ornlen von positiver
*) Gauss: D. A. art. 193.
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Deternlinante gelöst; das zweite haben wir in §. 62 auf die Auf...
lösung der unbestimmten Gleichung
t 2 -Du 2 ==o2
zurückgeführt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen
Von positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen,
wie früller für negative Determinanten, nur noch übrig, diese
Gleichung für jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der
Determinante D vollständig aufzulösen. Fermat hat diese Glei-
chung den Matllematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Lösung
von dem Engländer Pell angegeben wurde; allein obwohl seine
Methode die Lösung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in
ihr nicht der Nachweis , dass sie immer zum Ziele führen muss,
und dass die Gleichung ausseI' der evidenten Lösung t = + 0,
u :::::: 0 nocl1 andere Lösungen besitzt. Diese Lücke ist erst von
Lagrange *) ausgefüllt, und hierin besteht wohl eine der bedeutend-
sten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem Gebiete der
Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingeführten Prin-
cipien in hohem Grade der Verallgemeinerung fähig und deshalb
auch auf ähnliche höhere Probleme anwendbar sind **).
Wir schlagen hier einen ganz anderen Weg ein, der sich den
zunächst vorangehenden Untersuchungen, unmittelbar anschliesst.
Der Zusammenhang zwiscllen der obigen unbestimmten Gleichung
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz
war folgender. Ist (a, b, c) eine Forln von der Determinante D
und vom, Theiler 0, und ist (r: ~) irgend eine eigentliche Substitu-
tion, durch welcl1e (ct, b, c) in sich selbst übergeht, so ist stets
*) Boltttion d'un Proble/ne d' Arithmetl:que , Miscellanea 'Taurinensia,
Tom. IV. (<Euvres de Lagrange, pub!. par Serret, T. I. 1867. p. 669.) -
Bur la solution des proble1nes l:ndeterrnines dl,t second degre, Mem. de l'Ac.
de Berlin .T. XXIII. ((Euvrcs de L. T. 11. 1868. p. 375.) - Additions aux
JiJlentens d'Algebre par L. Euler §§. 11, VIII'. - Das Verdienst, die tiefe
Bedeutung der Pell'schen Gleichung für die allgemeine Auflösung der unbe-
stimmten Gleichungen zweiten Grades zuerst dargethan zu haben, gebührt
Eule1'; man vergI.: De solutione problentatum Diophanteorunt per nun~eros
intcgros, Comm. Ile.trop. VI. p. 175. De resolutione jorrnularurn quad1·a-
tz~c(J/rl(,Jn indetcrJn1'natat"'lun per nunteros integros, Nov. Comm. Petrop. IX.
p. 3. De USlt novi algorithrni in p1'·oblentate Pelliano soZ,vendo, Nov. Comnl.
Petrap. XI. p. 28. Nova subsidia pro r·esolutione jor1nulae axx + 1 == yy,
Opusc. anal. 1. p. 310. - Man vergleiche ferner Gauss: D. A. artt. 197 - 202i
**) Siehe Supplement VIII.
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8 = t+bu,
(j
a - t - bu ß __ cu au
- <5' - <5' r == 6'
wo t, u zwei der Gleichung
t 2 - Du 2 == (12
genügende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Lö-
sung t, u der unbestimmten Gleichung entspricht durc}l die vor-
stehenden Formeln eine Substitution (~: ~), durch welche die Fornl
(a, b, c) in sich selbst übergeht. Wir haben nun durch die letzten
Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein l\fittel gewonnen,
alle l'r3Jnsformationen (r:~) einer reducirten Form von positiver
Determinante D in sicll selbst direct zu finden, und folglich können
wir hieraus auch alle Lösungen t, u der unbestinlmten Gleichung
ableiten. Wir schicken der Ausführung dieser Untersuchung noch
eine Bemerkung über die Perioden der reducirtell Forlnen voraus.
'ViI' wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen k, welche die
Elemente des Kettenbruchs .bilden , in den die erste Wurzel Wo
einer reducirten Forln CfJo entwickelt wird, eine gerade Anzahl von
Gliedern
k o, k l ••• k 2n - 1
enthält, nach welcllen dieseihen G·lieder periodiscll wiederkehren;
und zwar ist diese Anzahl 2 n die der reducirtell Fornlen, welche
mit qJo in einer Periode enthalten sind. 'ViI' haben aher oben
(§. 79) an einzelnen Ileispielen gesehen, dass die Zahlen k aus.
kleineren Perioden bestehen können; wir fanden z.lt aus der zehn-
gliedrigen Formenperiode der Determinante D == 13 folgende
Zahlen:
(}'O ::::::: + 1, (}'l === - 6, ~2 == +'1, d':l == - 1, (}'4 == + 1;
(}';) == -1, ~6 === + 6, ~7 == - 1, (}'s == + 1, ~~, == - 1;
und also
ko == 1, k1 == ß, k2 == 1, k:l :::::::: 1, k4 == 1;
und hierauf wiederholt sieh schon diesclhe I~eihe
le;) === J, leG == G, k7 === 1, ks -.- 1, k~) == 1.
Es ist nun wichtig zu untersuchen, ,vann di(~8 eintreten kann.
Es sei daher 2n die (}liederanzahl der I~orlncllperi()de und in die
Gliederanzahl irgend einer Periode i11 dPT lteihe der Zahlen kf
Dann ist, indem wir die friiheren 13ez(\lehllnngeu für die~-'ornlen
und ihre ersten Wurzeln beibohalten, \vcnn n~ gerade ist,
•
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W m == (km, km+l · · .) = (k o, k1 • • .)
und folglich W m == ro 0' und also auch CPm identisch mit CPo und
daher nothwendig mein Multiplum von 2n; es existirt also jeden-
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl als die der
ganzen :Formenperiode eIltsprecllende. Ist dagegen 1n ungerade,
so ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der Reihe
der Zahlen k, und folglich ist nach dem eben Be,viesenen 21n ein
Multiplum von 2n, also 1n mindestens == n; der F'all, dass die
Periode der Zahlen k kürzer ist als die aus 2 n Gliedern beste-
hende Periode der Formen, kann also nur dann eintreten, wenn
n eine ungerade Zahl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem
obigen Beispiel sehen, die Periode der Zallien k aus n Gliedern
bestehen kann; es ist dann Wn == - Wo, und also Cn == - Co, bn == bo,
an == - ao. Doch muss man sich hüten zu glauben, dass diese
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten n~uss, wenn 111 ungerade
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein
eintreten kann. Für D == 19 z. B. sind die beiden Formenperioden
sechsgliedrig (§. 79), also istn == 3; aber die Perioden der Zahlen
k sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig *).
Um nun die unbestimmte Gleichung t 2 - Du 2 == 6 2 zu lösen,
*) Die Erscheinung, dass die Kettenbruch-Entwicklung nur halb so lang
ist, als die Periode der .Form, wird, wie oben gezeigt ist, nur dann ein-
treten, ,venn die Formen (a, b, c) und (- a, b, - c) äquivalent sind, und
.man erkennt leicht (aus §. 82), dass sie dann auch stets eintreten muss.
Führt man nun die Untersuchung über die Aequivalenz dieser beiden
Formen genau ebenso durch wie in §. 62, so erhält man das Resultat: Die
Coefficienten einer jeden Substitution (~', I~), durch welche eine Form (a, b, c)
von der Deterlninante 1) und vom Tbeiler (J in die Form (- a, b, - c)
übergeht, sind in den Formeln
'- == t-b'tt 11. == cu (tu, n == _ t+btt (I)
(J 'r (J' 11 == a' ~ (J
enthalten, wo t, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten
Gleichung
t2 - Du2 == - (j2 (11)
Genüge leisten; und umgekehrt, giebt es zwei solche ganze Zahlen t, u, so
liefern jene Formeln (I) stets eine Substitution von der angegebenen Be-
schaffenheit. Die erwähnte Erscheinung wird daher stets und nur dann auf-
treten, wenn die Gleichung (11) 'lnöglich ist; tritt sie daher in der Periode
irgend einer :Form auf, so wird sie auch in allen Perioden derjenigen ~-'or­
men auftreten, welche zu derselben Ordnung gehören (§. 61); ist ferner die
Gleichung t2 - Du2 == -1 möglich, so wird sie bei allen Perioden dieser
Determinante D auftreten. Dies ist z. B. stets der Fall, wenn D == p 28+ 1
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in welel1er D eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und
entweder D = 0 (mod. ( 2), oder 4 D _ <5 2 (mod. 4( 2) ist, nehmen
wir eine beliebige reducirte :Form (a, b, c) von der Determinante
D und vom Theiler <5. (Dass eine solehe stets existirt, leuchtet
aus §~. 61, 76 unmittelbar ein.) 'ViI' nehmen ferner, was stets ge-
stattet ist, a ·positiv, und folglieh c negativ. an; dann ist die erste
Wurzel ro dieser Form positiv, und folglich
ro == (ko, k1 ••• k2hn - 2, k2hn - 1 , ro),
wo 2 ri die Gliederanzahl der Formenperiode , und h eine beliebige
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun
~ = (ko, k1 ••• k2hn - 2)j ; = (ko, k1 ••• k2hn - 1)
d. h. (nach §. 23)
und 1J eine positive Primzahl =1 (lllOd. 4) ist; denn sind T, U die klein-
sten positiven Zahlen, welche der Gleichung 112 - D [J2 == + 1 genügen
(§. 84), so ist 11 ungerade, lJ gerade, und
T_-l .. T+l == D([J)2.
2 2 2 '
da die beiden Factoren linker I-Iand relative Primzahlen sind, so ist einer
und nur einer von ihnen durch ]) theilbar; wäre nun T-1 = 2 Df2,
11 +1:=2g2 , TJ==2fg, so wäreg2 -])f2=+1, und.f< TJ, gegen
die Voraussetzung; es muss daher 11-1=2f2, 11 + 1 =:2 D g2, U=2fg,
und also f2 - D g2 == -1 sein, w. z. b. w. Zugleich leuchtet ein, dass
T + U-yD == (f + 9 VD)2 ist, was nur ein specieller Fall eines allgemei-
neren SatzeB ist.
Besonders interessante Resultate erhält man, wenn Dlan, falls die Glei-
chung (11) möglich ist, die Perioden von (onbigen Formen betrachtet (~. 78).
Um uns auf den einfachsten Fall zu beschränken, nehlnen wir an, die Glei-
chung t2 -]) u2 == - 1 sei möglich; ist nun). die grösste in 'V J) enthaltenc
garll~e Zahl, also qJo == (1, )., ).2 - I)) eine reducirte und zugleich an} hige
Form, deren Periode 2n Glieder enthält (~. 79), so ist n ungeradc == 2 H~+ 1 ;
da ferner für jeden Index h gleiclu~eitig
qJh == (al, b, c), qJ2n-l-h == (c, b, n), fJJh +n == (- (l, b, - c)
ist, so folgt, dass qJm == (a, b, -a), tr3m+l==(-a, b, a), alsoD==a2 +b2
ist, wo a ungerade und relative Prinlzahl zu b ist, weil trI) eine ursprüng-
liche ]-'orm der ersten Art ist. Da wir vorhin gesehen haben, dass dieser
Fall stets eintritt, wenn D eine Primzahl - 1 (rnod. 4) ist, so liegt hierin
ein neuer Beweis des Ji-'ermat'schen Satzes (§. 68), und zugleich eine directe
Methode, die Zerlegung einer solchen Primzahl]) in z\vei Quadrate aus der
Entwicklung von VD in einen I(ettenbruch abzuleiten (vergl. Gauss: D. A.
art. 265; Legc1Ul'1'c: Theorz·c des N01Jdn'es 3me cd. Tom. J. §. VII. (52)). Dies
Resultat steht in der engsten Beziehung' zu der biquadratischen IIülfs-
gleichung, welche bei der Theilung des Kreises in D gleiche Theile auftritt.
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u == [k 1 • • • k 2hn - 2], ß == [k 1 • • • k 2hn - 2 , k 2hn - 1],
l' == [ko, k1 • •• k2hn - 2], h -== [k o, k1 ••• k2hn - 2 , k2hn - 1],
so ist nach den schon öfter benutzten Sätzen u~ - ß'Y == 1 und
u + ßro = [k 1 • • • k2hn - 2 , k2hn - 1 , ro]
r+ (} ro == [ko, k1 ••• k 2 h n - 2, k2lt n - 1 , co]
und folglich
r + hro
rx. + ßro = (ko, k 1 ••• k2hn-2, k2hn - 1 , ro) = ro,
woraus unmittelbar folgt (§. 73), class die :Form (a, b, c) durch die
Substitution (r: ~) in sich selbst iibergeht.
Setzt man daller für h der Reihe nach alle positiven ganzen
Zahlen 1, 2, 3 ... , so erllält man durch die Zähler und Nenner
der Näherungsbrüche vom Range 2 hn - 1 und 2 kn jedesmal eine
entsprechende Transformation (r: ~) der Form (a, b, c) in sich selbst
(wenn n = 1 ist und h == 1 genommen wird, hat man u === 1,
ß === k1, r == ko, d == kok1 + 1 zu setzen); die vier Coefficienten
u, ß, r, h sind imIner positiv, und da ausserdem mit wachsendelll h
auch nothwendig die Zähler und Nenner der Näherungshriiche
beständig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen Werthen
von k auch zwei verschiedene Substitutionen (r: ~).
Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise
alle die Transformationen (?~:~) der Form (f!;, b, c) in sich ~elbst
erhält, in dellcn die vier Coefficienten u, ß, r, 0 sämmtlich positiv
sinel. Denn es sei (r: ~) eine solch~ Substitution, so ist (§. 73)
r + ororx.~-ß'Y = 1 und ro = rx.+ßro'
also auch
ßm2 + (u - ö) ro - r == 0,
und zwar müssen dieser quadratischeIl Gleichung beide Wurzeln
der Gleichung genügen. Da nun die eine zwischen 1 und + 00,
die andere zwischen - 1 und 0 liegt, so muss die linke Seite dieser
Gleichung für ro == 1 negativ, für ro == - 1 positiv ausfallen; hier-
aus folgt, dass
l' +h > u +ß, ß+ö > u +r
ist, wo die Ungleichlleitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da
wir beweisen wollen, dass l' : u und 0 : ß zwei auf einander fol-
gende Näherungsbrüche eines regelmässigen Kettenbruchs (ko, k1 • • .)
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sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass l' > a und 0> l' ist;
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichungen.
Wäre nämlich 0<1', so würde aus der zweiten Ungleichung folgen,
dass a < ß ·und also auch ao < ß1' sein müsste, während doch
uo == ßr + 1 ist; also ist gewiss 0 > 1'. Wäre fernor1' < a, also
a == l' + (J, wo (J eine positive ganze Zahl bedeutet, so würde aus
der ersten Ungleichheit folgen, dass 0> ß+ Q, also auch
,
wäre; dies ist aber wieder unIllöglich, da die linke Seite === 1, die
rechte aber mindestens == 3 ist, weil ß, 1', (J positive ganze Zahlen
bedeuten; also ist in der That l' > a.
Hieraus folgt nun weiter, dass man
L == (1", 'Jn ... q, r)
a
setzen kann, wo die Elemente 1", 1n ... q, r siinlIntlich positiv sind,
und zwar kann Inan es so einrichten, dass ihre Anzahl ungerade
ist, weil man eventuell wieder r in r -- 1 + t auflösen kann. Neh-
men wir ferner zunächst an, dass a > 1 ist, so ist aucll l' > a und
l' nicht tlleilbar durch a, und folglich enthält der Kettenbruch
mindestens drei Eielnente. Bilden ,viI" daher den unmittelbar vor-
ausgehenden Näherungsbruch
~ = (r', In • • • q),
so folgt aus acp -.f1' == 1 und ad - ß1' == 1, dass man wieder
{j ==/+a{j', 0 == CP+1'ß' setzen kann, und hierin wird ß' eine
IJositive ganze Zahl sein. Wäre nämlich ß' == 0, so wäre 0 === cp,
und da cp gewiss< 'Y ist, so wäre 0 < 1', wiihrelld doch ö :> y
ist; wäre ferner ß' negativ, so wäre auch 0 negativ, gegen unsere
Voraussetzung, dass Ci, ß, 1', D positive ganze Zahlen sind. ~~s
ist daher
~ = (r', m . · · q, r, ß')
und folglich, ähnlich wie friiher,
l' .+ Dm (' ß'(jJ = ß = 'Y, rn · • · q, r, , (jJ),a+ m
wo nun die Anzall1 der positiven Elemente y', nt ..• q, r, ß' gerade
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ist *). In dem bisher ausgeschlossenen Fall a == 1 erhält man ein
ganz ähnliches Resultat, denn dann ist
'Y + (ß 'Y + 1) ro
ro = 1 + {J ro = (r, (J, ro).
Wir erhalten daher für ro stets einen regelmässigen periodi-
schen Kettenbruch
ro == (y', m ... q, r, ß'; y', m . · .)
In welchem die Anzahl der Glieder y'", m ... q, r, ß' eine gerade
ist. Da nun ein Werth ro nur auf eine einzige Weise in einen
regelmässigen Kettenhrucll entwickelt werden kann, so müssen die
Zalllen y', 1n ••• der Reihe nach mit den Zahlen ko, k1 ••• überein-
stimmen; und da wir uns oben überzeugt haben, dass jede Periode
der Zahlen k, deren Gliederzahl gerade ist, entweder mit der Reihe
der den sämmtlichen 2n Formen entsprechenden Zahlenk identiscll
ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser kleinsten Pe-
riode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also r == k2hn - 2 ,
ß' === k2hn - 1 , wo h irgend eine positive ganzeZahl bezeichnet, und
folglich
~ = (ko, k1 • • : k2hn~2)' ~ = (ko, k1 • • • k 2hn - 2, k 2/tn - 1)
was zu beweisen war.
Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven
Coefficienten bestehenden rrransfornlationen der reducirten :Fornl
(a, b, c) in sich selbst finden können, deren erster Coefficient a
positiv ist, brauchen wir nur nocll einen l~lick auf die obigen
~'ormeln
t-bu
o
ß __ cu
- 0'
au
y ==(5'
zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die llieraus resultirenden
I.4ösungen t, u der unbestimmten Gleichung stets aus zwei po-
s1:tiven Zahlen t, u bestehen. :Für u folgt dies aus der dritten :For-
mel; da ferner, wie wir gesehen haben, ~ > Y und y > eh., also
~ > lX ist, so ergiebt sich, dass auch t positiv ist. Das Umgekehrte
ist ebenfalls richtig; sind t, u zwei positive der unbestimmten Glei.
*) I)asselbc ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass die grössten in
den Brüchen )': ft, ß: a enthaltenen ganzen Zahlen r', ß' zufolge der obigen
Ungleichheiten positiv sind (vergl. §. 81).
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chung' genügende Zahlen, so besteht die aus denselben abgeleitete
Substitution (r:~) aus vier positiven Zahlen; denn da die Form
(a, b, c) reducirt, also b positiv, und der Annahme nach a positiv,
also c negativ ist, so sind zunächst ß, r, ~ positiv; endlich ist
t2 - b2u 2 == <1 2 - a'C~t2 positiv, folglich hat t - bu, also auch a,
dasselbe Zeichen wie t + bu, .nämlich das positive.
§. 84.
Wir können daher behaupten, dass alle aus zwei positiven
Zahlen t, u bestehenden Lösungen - und auf diese kommt es
uns zunächst allein an - durch die Kettenbruc~entwicklung der
Wurzel co der Form (a, b, c) gefunden werden, und zwar jede nur
ein einziges Mal. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung
t 2 - Du2 == 0 2 geht aber hervor, dass die zusammengehörigen
positiven Werthe t, u gleichzeitig wachsen und gleichzeitig abnell-
men; das.selbe folgt aucll aus der Natur der Zähler und Nenner
der Näherungsbrüche ; u, und folglich auch t, wird gleichzeitig mit
r, also auch mit der von uns mit h bezeichneten Zahl wachsen;
nehmen wir h === 1, so wird die entsprechende Lösung, die wir
mit (T, U) bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen bestehen,
d. h. T wird die kleinste aller Zahlen t, und gleichzeitig wird U
die kleinste aller Zahlen u sein (die Lösung t === 0, u == 0 ge-
hört natürlich nicht zu den positiven Lösungen). Diese kleinste
Lösung T, U findet man daher sehr leicht durch Entwicklung
einer Periode von reducirten Formen.
Beispiel 1: Nimmt man für die Determinante D == 79 die
reducirte :Form (7,3, - 10), welche natürlich von der ersten Art
ist, so erhält man (§. 79)
!co == 1, kl == 5, k2 == 3, k~~ == 2, k4 == 1, kr;. = 1;
die successiven Näherullgsbrüche sind folgende:
1 '6 19 44 63 107
T' 5' 16' 37' 53' BO'
aus den heiden letzten ergiebt sich daher die Substitution (~i: 1~~) ;
will man nur die kleinste Lösung der Gleichung t 2 - Du2 == 0 2,
so braucht man nur die Nenner der Näherungsbriiche bis, ß = 90,
oder die Zähler derselben bis r == 63 zu bilden, so findet man
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durch die F'ormeln ß(j === - cu oder r6 === au die kleinste der Zahlen
U, nämlich U === 9, und hieraus das zugehörige T === V(0 2 + D U 2)
== 80. Statt dessen findet man T aucll durch die F'ormel a 6 +'b U
oder 06 - b U.
Ninlmt man die reducirte ~-'ornl (1, 8, - 15), so findet man
folgende Zahlen (§. 79)
ko === 1, !cl == 7, k2 == 1, k3 = 16;
also die Näherungsbrüche
1 8 9 152
l' 7' 8' 135'
die beiden letzten liefern die Substitution (~: ~~~), und hieraus er-
giebt sich wiede~ U' == 9, T == 80, wie vorher.
Beispiel 2: Es sei D == 13 _ 1 (mod. 4); HIn die kleinste
Auflösung der Gleichung t2 - 13 u2 = 4 zu finden, nehmen wir die
reducirte Form (2, 3, - 2), so-ist (§. 79)
leo == 3, k1 === 3;
die Näherungsbrüclle sind also fund 13°; dadurch erhalten wir die
Substitution (~: 1~) und hieraus U == 3, T == 11.
§. 85.
Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Lö-
sung (1~ U) der unbestimulten Gleichung immer gefunden werden
kann, gehen wir dazu über, nlle anderen Ilösungen (t, u) auf
diese eine zurückzuführen. Der 13equemlichkeit halber wollen ,viI',
wenn t, u irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung
t 2 - Du2 ==' 6 2 genügende Zahlen sind, und VD stets positiv
genommen wird, die Ausdrücke
t+uVD
6
t-uVD
6
die zu dieser Lösung (t, u) gehörigen Factoren nennen lInd als
ersten lInd zweiten Factor von einander unterscheiden; das Product
beider ist stets == 1; sie haben daher immer gleiche Zeichen, und,
zwar das positive oder negative, je nachdem t positiv oder negativ
ist; haben ferner t und u gleiche Zeichen, so ist der erste ~'actor
numerisch grösser als der zweite, folglich ist dann der erste
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t+uYD
o
numerisch> 1, der zweite numerisch< 1; das Gegentheil findet
Statt, wenn t und u entgegengesetzte Zeichen haben; und wenn
u === 0 ist, sind beide Factoren == + 1. Ist also z. B. (t, u) eine
aus zwei positiven Zahlen bestehende Lösung, so ist ihr erster
Factor ein positiver unechter Bruch; und umgekehrt, ist der erste
Factor ein positiver unechter Brucll, so sind heide Zahlen t, U
positiv.
Sind (t', u') und (t", u") irgend zwei identische oder verschie-
dene Lösungen, so kann man
t' + u' V D t n +u" V D
6 0
setzen, wo (t, u) wieder eine Lösung bedeutet. Denn entwickelt
man das Product links und trennt das Rationale vom Irrationalen,
so findet man
t't" +Du'u" t'u" +u't"t== , u=== ;
o 0
da ferner aus der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwand-
lung von YD in - YD oder auch durch den biossen Anblick der
Ausdrücke für t, u die andere Gleichung
t'-u'VD t"-u"YD t-uVD
000
folgt, so ergiebt sich durch Multiplication beider
t 2 -Du'1- = 0 2 ;
es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass u eine ganze
Zahl ist, weil dann aus der vorstehenden Gleichung von seIhst folgt,
dass t 2, also aucll t eine ganze Zahl ist. Geht nun 0 2 in D, folglicll
auch in t'2, t"2 auf, so sind t', t" theilbar durch 0, und folglicll ist
1;f; eine ganze Zalll; ist aber 4 D = 0 2 (mod. 4( 2), so folgt (2 t')2
=(oU')2 (mod. 4 ( 2), hieraus 2t' == ou', und ebenso 2 t" _ ou"
(mod. 20), folglich 2 (t' u" +u' t") =2 (Ju'u" =0 (mod. 20); mit-
hin ist u auch jetzt eine ganze Zahl, w. z. b. w.
Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf beliebig viele Lö-
sungen (t', u'), (t", u"), (t''', U',,) ... ausdehnen: setzt man
t' + u' V D . t" +u" V D . t'" + u'" YD t + u YD
o 0 0 - 0
so wird (t, u) stets wieder eine ganzzahlige Lösung sein. Be-
stehen ferner alle jene Lösungen aus zwei positiven Zahlen, so
Dirichl et, Zahlentheorie. 14
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t' +u/V D
--- (j
sind alle F'actoren linker Hand positive unechte 13rüche; dasselbe
gilt also aucll von dem ersten Factor der Auflösung (t, 1;(;), und
folglich sind t, U zwei positive Zahlen.
Setzen wir alle die einzelnen Lösungen (t', u/), (t", u") ... iden-
tisch mit der kleinsten positiven Lösung (T, U), so können wir
(1'+ ~Vny= tn +:n Vn
setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und es
wird dann (tn , un ) jedesmal eine positive Lösung werden; zu-
gleich leuchtet ein, dass mit wachsendew Exponenten n der Werth
der linker lland stehenden I)otenz eines unechten Bruchs, und
folglich aucll tn + ~,tnV D beständig wächst, so dass verschiedene
Werthe von n aucll verschiedene Lösungen (ln, un) liefern; und
da die beiden Zahlen tn , U n entweder beide gleichzeitig wachsen,
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere oder
letztere ein, je nachdem n wächst oder abnimmt.
Umgekehrt können wir zeigen, dass durch die vorstehende
Formel in der That jede positive I.Jösung (t, u) geliefert wird.
Denn wäre der erste Factor einer solchen Lösung keine genaue
Potenz des ersten Factors der kleinsten Lösung (T, U), s~ müsste
er, da beide positive un~chte Brüche sind, zwischen zwei successiven
Potenzen
(1'+ ~Vny und (1'+ ~V n)"+l
deR letzteren liegen, wo n mindestens == 1 ist. I)ann wäre also
tn + fUn V D t .-t- u -V D tn + ~tn V D T + UV D
6 < 6 < 6 . (j ,
und folglich, wenn man
t +u V D tn - un V D
o 0
setzt,
_\:. . 1 < t' +: Vn < l'+ ~V n ;
":'~:.~. I.I ,
es eXlsiirte daher eine positive Lösung (t', u'), welche aus klei-
neren Zahlen t', u' bestände, als die kleinste Lösung (T, D); was
unmöglich ist.
Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestehenden
Lösungen durch die F'ormeln
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tn = ~ /l'n + n(n-1) l'n-2 [J2D + ...l
(J 6 n I 1 .2 J
1,(,n = 2- J~ l'n-l [J + 11- (n - 1) (n - 2) l'n-a U:1 D +...l
6 611, t 1 1 . 2 . 3 J
wenn man der l\eihe nach für n alle positiven ganzen Zahlen setzt.
Da nun ferner
tn-:nVD = (1'- ~VDY=: (1'+ ~Vn)-n
ist, so ergiebt sich, dass durch die Formel
tn+:n VD = (1' + ~VD)"
sämmtliche Lösungen tn , Un gegeben sind, in welchen tn positiv
ist, wenn man für n alle ganzen positiven und negativen Zahlen
setzt, indem U -n == - U n , t- n == tn ist. Für n === 0 ergiebt sich
ferner to -== + 6, 'Mo == o. Will Inan' daher alle Lösungen t, u;
ohne Ausnahme in eine Formel zusammendrängen, so braucht
man nur
t + u VD == + (1 1 + UVD)U
6 - 6
zu setzen, und hierin jedes der beiden Vorzeichen mit jedenl ganz-
zahligen Exponenten n zu combiniren. Dass auf diese Weise keine
Lösung übergangen, und jede nur einmal erzeugt wird, folgt un-
mittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Lösungen
(t, u), (t, - u), (- t, u), (- t, - u),
wenn u nicht = 0 ist, immer eine und nur eine aus zwei positiven
Zahlen besteht.
IIiermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der
Aequivalenz auch für Forlucn von lJositiver Determinante vollständig
gelöst. Wir sind durch die vollständige Auflösung der unbcstünm-
ten Gleichung t 2 - Du2 == 6 2 in den Stand gesetzt, alle Transfor-
mationen einer solchen ~Forln in sich selbst, und folglich auch alle
Transforlnationen einer Form in eine äquivalente aus einer einzigen
gegebenen solchen Transformation zu finden (§§. 61, 62); mithin
ist auch die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebe-
nen Zahl durch eine gegebene F~orln von positiver Determinante
zu finden, als vollständig gelöst anzusehen (§. 60).
14*
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Bestimmung der Anzahl der Classen, in
welche die binären quadratischen Formen
von gegebener Determinante zerfallen.
§.86.
Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der
Theorie der quadratischen Formen behandelt sind, zu tiefeten
Untersuchungen, und namentlich zur Besti1nmunrJder Classen-
anzahl der Formen von einer gegebenen Determinante *). Wir
beschränken uns dabei auf ursprüngliche For1nen der ersten oder
z![ociten Art (§. GI), ferner, wenn die Determinante negativ ist,
auf die F10rmen mit }Jositivcn äussercn Coqfficientcn, da die Classen-
anzahl der anderen ~"ormen offenbar genau ebenso gross ist (§.64).
Unter diesen Beschränkungen denken wir uns ein vollständiges
Formensystem S der aten Art für die Determinante D gebildet
(§. 59). Zur Bestimmung der Anzahl der in diesem System S
enthaltenen Formen (a, b, c) führt die Betrachtung und genaue
*) G. Lejeune DÜ'ichlet: Recherche.'; SU1' di'verrses applications de l' ana M
lyse infinitesimale a 1a theorie des n01nlJres, Crelle's Journal Bdde. 19, 21.'-
Vergl. Gauss: D. A. Additam. 'ad art. 306. X, und die nachgelassenen
Abhandlungen: De nexu inte1~ muZtitudinern classium in quas for1nae bi-
nariac sccundi gradus distribuuntur earumque determinantem, Gauss' Werke
Bd. II. 1863. - Vergl. ferner Hermite: Sur la theorie de8 formes quad1~a­
tiques (Comptes rendus de l'Ac. de Paris, 3. novembre 1862).
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Definition aller durch sie darstellbaren Zahlen. Da durch eine
Form der zweiten Art nur gerade Zahlen dargestellt werden
können, so bezeichnen wir, um heide Fälle zusammenzufassen,
die darstellbaren Zahlen allgemein mit 61Jn, und ausserdem
beschränken wir uns auf die Betrachtung derjenigen, in welchen
m positiv, ungerade und relative Pri11~zahl gegen die Detern~inante
D ist. Endlich beschränken wir uns vorläufig noch auf eigentliche
Darstellungen, d. h. auf die Annahme, dass die beiden darstellen-
den Zahlen x, y relative Primzahlen sind (§. 60).
Um den Charakter dieser Zahlen m genau festzustellen, er-
innern wir uns, dass die Determinante D quadratischer Rest von
jeder darstellbaren Zahl 6m, d. h. dass die Congruenz
Z2 =D (mod. um)
möglich ist (§. 60). Es können daher in der ungeraden Zahl IJn
nur solche Primzahlen f aufgehen, für welche
(~) = 1
ist. Umgekehrt: enthält n~ nur solche Primzahlen /, und ist die
Anzahl der verschiedenen unter ihnen == ~ (wo der Fall ~ == 0
nicht ausgescht'ossen bleibt), so ist D quadratischer Rest von nt,
also auch von um, und die obige Congruenz hat genau 21U incon-
gruente Wurzeln (§. 37). Ist n ein bestimmter Repräsentant einer
bestimmten dieser Wurzeln, so können wir ?~2 - D == 6 2ml setzen,
wo l eine ganze Zahl bedeutet (denn wenn (J == 2, also D =1
(mod. 4) ist, so ist n ungerade, also n2 - D durch 6 2 == 4 theil-
bar). Dann ist (6n~, n, 6l), weil m relative Primzahl zu 2 D, eine
ursprüngliche I~"orm der oten Art von der Determinante D und
folglich einer und nur einer in dem System S enthaltenen :Forln
äquivalent*). Ist (a, b, c) diese Form des Systems, so liefert nur
sie solche Darstellungen (x, y) der Zahl 6m, welche zu der durch
n repräsentirten Wurzel der obigen Congruenz gehören, und zwar
ebenso viele verschiedene solche parsteIlungen (x, y), als es Trans-
fornlationen (;,'~) der Form ((t, b, c) in die E"orm (011/;, n, 0 l), d. h.
ebenso viele, als es Lösungen (t, u) der unbestimmten Gleichung
t2 - Du2 == 6 2 giebt (§§. 60, 61, 62). Den COlllplex aller dieser
*) Da der Coefficient Gin positiv ist, so gilt dies auch für den F'all, in
welchem ]) negativ ist, und also S nur Formen mit positiven äusseren Coeffi-
ci enten enthält.
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Darstellungen der Zahl 6rn~ welche zu einer und derselben durch
n repräselltirten Wurzel der obigen Congruenz gehören, wollen wir
eine Grttl)lJC von I)arstellungen nennen. Den 2tt incongruenten
Wurzeln dieserCongruenz entsprechen daher 2lU solche Gruppen
von Darstellungen derselben Zahl 6rn durch ~"orll1en des Systenles S,
und in jeder Gruppe sind ebenso viel Darstellungen enthalten, als
es I.Jösungen der Gleichung t 2 - Du'2 == 6 2 giebt.
Das System der Zahlen 1n ist nun also vollständig c1efinirt
durch die Bedingungen:
1. rn list lJosit'iv;
2. m ist relative P'rirnzahl gegen 21);
3. D 'l:st quadratischer Ifest von 1n.
§.87.
Jetzt haben wir die Darstellungen von 6rn, welche einer und
derselben Gruppe angehören, genauer zu betrachten.
Für (len Fall einer negativen Determinante D ist die Anzahl
% der I.iösullgen (t, u) der unbestimnlten {}leichung t 2 - Dn2
== 6 2 endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer
(1ruppe gehörenden Darstellungen einer jeden Zahl 6m; bedeutet,'
also !:t wieder die Anzahl der verschiedenen in rn aufgehenden
Primzahlen.t~ so ist 2.u die Anzahl der Gruppen, deren jede % Dar-
stellungen enthält, und folglich ist
die Gesammtanzahl aller DarstellullgeH der Zahl 6 m; und hierin
ist (§. 62)
% == 2 im Allgemeinen;
% == 4, wenn D === - 1,
x == 6, wenn D === - 3 und 0 = 2
ist.
F'ür den Fall einer IJositiven Deternlinante D da.gegen ist
c1ie Anzahl der Lösungen (t, u) der unbestimmten Gleichung
t 2 - Du2 === 6 2, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2,U
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl oJn unendlich .fJross.
'ViI' gehen daher zunächst drtrauf aus, durch neue Bedingungen,
welche den darstellenden Zahlen x, y aufzuerlegen sind, aus den
unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets
Olassenanzahl der Formen. 215
eine einzige zu isoliren. !)azu betrachten wir die allgemeine Form
aller derselben Gruppe angellörenden Darstellungen (x, y) der
Zahl otn. Ist wieder (a, b, c) die ForIn des Systems S, Init welcher
die Form (on~, n, ol) äquivalent ist, und ist (r: ~) eine bestilnmte
'fransformation der ersteren ITorm in die letztere, so erhält man
(nach §. 61) aus dieser einen alle anderen durch die Zusalnmen-
setzung
( Ä' ft) (et, ß) _ (Ä (X + ft r, Aß+ ft~)v, Q r, ~ - l' (X + Q r, v ß+ Q ~
aller Substitutionen (~', I~), durch welche (a, b, c) in sich selbst
übergeht, mit dieser bestimmten Substitution (r: ~). Da nun (nach
§. 60) jedesmal der erste und dritte Coefficient einer solchen Sub-
stitution eine zu der Wurzel n gellörende Darstellung liefern, und
da auch umge'kehrt jede solche Darstellung (x, y) auf diese Weise,
und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist die allgemeine
ForIn aller dieser Darstellungen folgende:
x == Aet + ~,r, y === va + QY;
da (et, y) selbst eine solche Darstellung ist, so kann Inan sagen,
dass diese heiden Gleichungen aus einer hestimnlten l)arstellung
(a, y) alle derselben Gruppe angehörenden l)arstellungen (:c, .'/)
finden lehren. Nun war aber (§. 62)
t-bu cu
Ä = -0-' p, == -(5"'
au t +bu
v == 6' Q == --6-'
wo (t, n) jede beliebige I~ösung der- Gleichung t2 - Du/' == 0'2 be-
deutete; folglich erhalten wir
tut u
.r == a "6 - (ba + ey) (5' Y == l' Ci + (aa +br) <J'
:Für alle diese Werthe ist daher
ax2+2 bxy + cy2 == o1n;
durch lVI ultiplication Init dem ersten Coefficienten ergieht sich ,vie
früher
oitrn == (ax + (b + VD)y) (a.x + (b - VD)y),
und es tritt nun die höchst merkwürdige I~rscheinung auf, dass
jeder der beiden irrationalen !1"actoren rechter Hand eine geoßle-
216 Fünfter Abschnitt.
trisehe Reihe constituirt; setzt man nämlich die vorstehende!!
Werthe von x~ y ein, so ergiebt sich leicht
t+uVDax+(h+VD)y==(a~+(b+VD)y) 6 ~
t-uVD
ax: + (h - VD)y === (aa + (b- VD)y) 6 ;
wenn man also mit T, TJ wie früher die kleinsten positiven Werthe
von t, u bezeichnet und zur Abkürzung den positiven unechten
Bruch
T+UVD==O
(j
setzt, so ist (nach §. 85)
ax + (b + VD)y ===+(aa + (h + VD)y){jn
ax + (b - VD)y =+(aa + (b - VD)y)o-n
wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null
sein kann. Wir betrachten nur die erste' dieser heiden Glei-
chungen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun k
irgend ein von Null verschiedener reellet' Zahlwerth, so leuchtet
ein, dass man das .Vorzeichen der rechten Seite und den Ex-
ponenten r~ stets und nur auf eine einzige Weise so bestimmen
kann, dass der algebraische Werth von ax + (b + VD) y zwischen
den Grenzen !c und !cf) liegt; denn nachdem das Zeichen + so ge-
wählt ist, dnss+(a~+(b+VD)y) gleichstimmig mit lc wird,
gieht es nur noch ein einziges Glied der geometrischen Reihe
zwischen den beiden vorgescllriebenen Grenzen, wenn man, um
für jeden 11' all Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine derselben,
z. B. !cO, von dem Intervall ausschliesst. Durch diese Forderung
für den Werth von ax + (b +VD) Y ist dann aus der unend-
lichen Anzahl von Darstellungen (x, y) eine einzige vollständig
isolirt. Es ,kommt jetzt nur noch darauf an, lc zweckmässig zu
wählen. ,
Dazu können wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze
Classe repräsentirende Form (a, b, c) des Systems Seinen posi-
tivert ersten Coefficienten a hat; denn es giebt ja in jeder Classe
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben. Wir
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung über die Wahl
der in S enthaltenen Formen (für negative Determinanten haben
wir schon früher dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine
Hälfte aller Classen ganz von der Betrachtung auszuschliessen)
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und müssen sie dann natürlich für alles Folgende festhalten.
Dann wällien wir für Tc die positive Quadratwurzel aus der posi-
tiven Zahl (} am, und erhalten so die Bedingungen
V(} am < a x + (b +VD) y < 0V<1 a 1n,
durch welche aus allen, derselben Gruppe angehörigen Darstel-
lungen von Gm durch (a, h, c) eine einzige (x, y) isolirt wird. Sie
lassen sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: qua-
drirt man, und bedenkt, dass
(}am == (ax + (b +VD)y) (ax + (b- VD)y)
ist, so erhält man durch Division
ax + (h - VD)y ~ ax + (h + VD)y < 02 (ax + (h- VD)y);
durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich, da VD
stets positiv genommen wird, die Bedingung
y> 0;
die beiden letzten Glieder geben durch Division mit f) zunächst
(0-0- 1) (al x +by) > ((J+O-I)yVD,
und wenn Inan 0, (j-l durch ihre Werthe
O=T+UVD,
(}
ersetzt, so ergiebt sich
0- 1 == T-· UVD
G
U(ax+by) > Ty.
Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden
Bedingungen
y > 0, lJ(a.x + by) >Ty
rückwärts die obigen ursprünglichen Isolirungsbedillgungell folgen.
Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass in
Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form
aX'2+ 2 b.xy + cy2 von selbst positiv ausfällt; denn da T> UVD
ist, so crgicbt sich durch Addition von + Uy VD auf heiden Seiten
der zweiten Bedingung, dass die heiden Factoren
a.T + (h +VD)y, n.T +(b- VD)y
positiv sind; mithin gilt dasselbe auch für ihr Product Ol.tm und
folglich, da a positiv ist, auch für die dargestellte Zahl um (für
l~'ormen von negativer Determinante verstellt sich dies von selbst,
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da wir nur solche betrachten, deren äussere Coefficienten posi-
tiv sind).
§.88.
Mit I-~ücksicht auf diese letzte Belnerkung können wir nUll
das Vorllergehende in folgender Weise noch einmal zusalumen-
fassen:
Es se1; S ein vollständiges Systern ursprü'nglicher ]tormen
(n, b, c), (a', b', c') ...
der oten Art für eine gegebene Deterlninante D, lnit lJositi1)cn ersten
Coeffieienten a, a' ... Dann setze man in jede d'ü~ser ]J'ornicn, z. B.
(ct, b, c), für die Variabeln alle ganzzlthl'l:gen Werthcnpaare x, y
ein, toelche folgenden Bedingungen genüger~:
I a.x
2 +2bxy+cy2. 1 t' P' hl 2D
. . ~st.. re Ja tve r'~~nza· zu ;
o
11. i1n Fall einer l)ositiven Deter1ninante D ist
y > 0, U(a x + by) > Ty
'wo T, U d1:e kleinsten pos'itiven, der BedinguJny
T2_DU2 = 0 2
genügenden ganzen Zahlen bedeuten;
111. x und y sind relative Primzahlen zu einander.
Auf diese We1~se tverden durch die Formen S alle d'iejen'igen
.rJltnZen Zahlen otyn und nu,r solche dargestellt, welche folgenden
Beding11Jngen ,qeinügen:
1. tn ist l)ositiv,
2. m ist relative Primzahl zu 2D,
3. D ist quadratischer Rest von m,
und die Gesarnmtanzahl dieser D(trstellungen einer jeden solehen
Z(thl um ist gle1:ch
x . 2/.1,
·wo !t die Anzahl der in 'Yn (tU/gehenden verschl:edcneJl 1)ri1n~/(lhlen
bedeutet, '~vährend It von 1n unabhäng(g ist, näntlich
x === 1 für positive Deterntinan,tcn 1),
== 4jur D ==-1,
== 6 für D === - 3 u'J~d 0 === 2,
== 2 i1;~ den übr'igen l/ällen.
CJlassenanzahl tler Formen. 219
Dasselbe System der unendlich vielen Zahlen' nl kann daher
auf doppelte Art erzeugt werden, erstens durch Zusalnmensetzung
aus den Primzahlen J, von ,velchen D quadratischer I~est ist, und
zweitens durch die Substitution aller erlauhten Zahlenpaare x, y
in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der früheren Unter-
suchungen über die Aequivalenz der Formen und die DarsteIlbar-
keit der Zahlen bildet das Grundprincil) der folgenden Unter-
suchung. Wir belnerken zunäcllst, dass die Identität der auf die
beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensystelne nicht auf-
hören wird, wenn wir von jeder der erzeugten Zahlen eine be-
stünmte Function l/J nehlnen, d. h. es wird wieder Identität bestehen
zwischen denl COlnplex der Zahlen
( ax
2 + 2 bxy + Cy2) (a' x'l. +2 b' xy + c' y'l.)1/J (j , 1/J (j . . .
und dem System der Zahlen 1/J (rn), vorausgesetzt, dass der einein
hestünlnten Individuum 1n entsprechende Functionswerth l/J (ln)
genau x . 2iu mal in den letzteren Corriplex aufgenommen wird. Ist
daher die sonst ganz beliebige Function l/J so gewählt, dass die
~"u/Jn}ne aller dieser Werthe eine von der Anordnung derselben
unahhängige convergente I{eihe bildet, so folgt aus der angegebenen
Identität die FundamentaZglc'ichung
~ iJJ(a.X2+2:XY +CY)+ ~'l/J(aIX2+2b~xy+cly)+ ...
== "~ 2~ 1/J (m).
Die linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Summen, als das
Systenl ~91~ormen (a, b, c), (a', b', c') ... enthält, d. h. als es I~orlnen­
elassen für diese Determinante gieht. .Jede Summe, wie z. l~.
~ 'l/J (ax2+2 :xy + Cy2)
ist eine doppelt unendliche Ileihe, deren Glieder den sämmtlichen
durch die Bedingungen I., II., 111. definirten Zahlenpaaren x, y
entsprechen (die Bedingungen J. und TI. sind natürlich für die
folgende Sumlne so zu modificiren, dass (a', b', c') an die Stelle
von (a, b, c) tritt). Endlich bezieht sich die rechts angedeutete
SUl1nnation auf alle aus den })rimzahlenf zusamlnengesetzten Zahlen
'In, und ebenso hehalten !1 und x ihre frühere Bedeutung. Wir
specialisiren nun die Function 1/J so, dass wir
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1
l/J (z) == Z;
setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber> 1 ist; diese
letztere Bedingung ist, wie wir später nachträglich zeigen werden,
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen I~eihen conv~rgiren.
Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende über:
~ (ltX 2 + 2 bxy + Cy2)-S + ... == x ~ 2,U
-.J 0 ~ mS '
wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den ver-
schiedenen Formen entsprechenden Summen aufgeschrieben ist.
§.89.
Wir beschäftigen uns nun zunächst mit einer Umformung *)
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten wir
das System
/1,/2,13 · · ·
der sämmtlichen Primzahlen I, welche nicht in 2D aufgehen, und
von ,velchen D quadratischer Rest ist. Jede der oben definirten
Zallien 1n ist dann von der Form
/1nl 12n2 !1n3 ••• ,
wo die Exponenten n1' n2, n:i ... positive ganze Zahlen oder Null
sind, und jedes m kann auch nur auf eine einzige Weise in diese
Form gE:~bracht werden. Bilden wir nun die diesen Primzahlen
entsprechenden unendlichen Reihen
2 2 2 2
1 +[--;- +/ 2s +/ ~s + 000 +fnls + 000
. 1 1'] . 1
2 2 2 2
1 +f-S +f~+j ~s + 000 +{ n~,~ + 0 0 0
2 2 'l • 2
2 2 2 2
1 +/-;- +f2S +f' ~.~ + 000 +f n3 S + 0 0 0 Uo s. Wo,
a 3 . :{ . :{
so erkennt man leicht mit Berücksichtigung der eben gemachten
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes
als die Summe
*) Wir machen darauf aufmerksam, dass diese Umformung auch auf die
allgemeinere Reihe I2/-l t/J (m) anwendbar ist, wenn nur die :Function t/J für
ganze Argumente der Bedingung t/J (z) 1./J (z') == 1./J (z z') genügt (vergl. §. 124) 0
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ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersten, zweiten,
dritten Reihe u. s. f. hat die Form
21-1 2ft
ef1nl !2n2 j3n3 •••)8 === mS '
wo ft die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen j be-
deutet, d. h. derjenigen, deren Exponent n von Null verschieden
ist; es entsteht daher auf diese" Weise wirklich jedes Glied der
genannten Reihe, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun
andererseits
222 2
1 +f' +ps +ps +···+Ins +
1
2 1 1+/,
=1+/,'--1 == 1
1-- 1--t8 js
ist, so erhalten wir folgende Gleichung
1 + 12ft js~ mS =n 1 '
1--
.ts
in' welcher das Productzeichen TI sich auf die sämmtlichen oben
definirten Primzahlen jbezieht.
Bezeichnen wir mit q allgemein jede pos1~tive nicht tin 2 D auf-
gehende I)rll~mzahl, so leuchtet ein, dass TIlan die vorstehende Glei-
chung auch in folgender Form schreiben kann:
2u 1 + ~\,_1 --I1 q.
-'-1n8 - (D) l'1- - -q q8
denn so oft q nicht zu den I)rimzahlen f gehört, reducirt sich der
entsprechende Factor des Productes auf + 1. In der so erhaltenen
Gleichung multipliciren wir Zähler und Nenner des allgemeinen
E'actors zur Rechten nlit 1 - q-S, wodurcll derselbe gleich
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1 (_1).( (~)1)1-- 1-- 1---q28 _ qs , q qs
------~~--(1- :.) (1- (~) ~.<) - (1~~)
q2S
wird, und indem wir das unendliche Product in drei unendliche
Producte zerlegen, erhalten wir
1 1
n 1 _ ~ · n l'-_-(D-~)-1
2u qs (1 qs~ _I === __--==-- --='.1=__~
m:~ 11 1
11--
fj'l.,~
Jetzt können wir endlich jedes der drei rechts befindlichen
Producte wieder in eine unendliche Reihe verwandeln. !)a lliinllich ·
1 . (D)r 1
1 _ (D) ~ = ~ q q'" =
. q qs
1 +(D) _..1 + (D)2~ + ... + (D)r_... ~ + ...q qs q q28 " q q't s
ist, so wird, wenn man für q alle, nicht in 2 D aufgehenden Prim-
zahlen
ql' Q2' q3 . • •
setzt, das Product aller dieser Factoren gleich der Summe aller
Glieder von der :Fornl
( D )j'l (D )r~ ('D )ra 1q; q2 q;1 ... (q1't'! f12 1'"2 q./':~ ...)8 '
wo die Exponenten rl' r2' r3 . . . alle positiven ganzen Zahlel)
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den
Nennern unter dem Exponenten s vorkommenden Zahlen
q1r1 q2 r2 q3r'd • •• == n
besteht offenbar aus sämmtlichen IJositiven ganzen Zahlen n, we7che
relative Primzahlen gegen 2 D sind; jede solche Zahl n wird ein-
mal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System von Expo-
nenten r1, r2' r3 . · · erzeugt; gleichzeitig ist dann mit Benutzung
der von Jacobi erweiterten Bedeutung des Legendre'schen Zeichens
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(D)rl (D )r2(D )r3 ( D) (D) (D)ql q2 q:l' ... == ql rl q2 r2 q:~ 1'3 •••
= (gIrl g2r2~{3 '•• .) = (~)
Hierdurch gewinnen wir also folgende Verwandlung
n 1 _ ~ (D) 2.-
1-: (D) .....!:- - 1~ nS '
q qS
,vo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen n be-
zieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind.
Verfährt man ganz ebenso, indem man alle die Entwicke-
lungen
1 =1+.....!:-+2.-+ ... +2.-+ ...1 q'~ q2s qr~
1--qs
Init einander multiplicirt, so erhält man offenhar
n 1 ==22.-
1 nS
1--qS
und folglich auch
n 1 =22.-.
1 n 2S1--q2.~
Hierdurch haben wir die wichtige Umformung
~ 2.- X~ (1)) 2.-
,~ 2l-' _ n'~ n n,f;
~ 1r1,s - '\" -.!.-.
... n2,~
geW()nnCIl.
§. HO.
Wir multipliciren nun beide Seiten unserer llauptgleichung
(§. 88) mit der unendlichen Reihe
~~ 2.-
... n2s '
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wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemäss in die fol-
gende übergeht:
~ ~ ,~(aX2+ 2bxy + CY'2)-s+ ... === ~ \' ~ X \' (D) ~.~ n2S X .:... 6 ..... n/ .... n nS
Führen wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der
beiden Summen aus, so kann das Resultat als die dreifach unend-
liche Reihe
~(an2X2+ 2bn;xy + cn.2Y)- s
geschrieben werden, in welcher für x, y alle den früheren Bedin-
gungen 1., 11., 111. genügenden Werthe (§. 88), und für n alle
positiven relativen Primzahlen gegen 2 D zu setzen sind. Diese
Reihe kann man aber auch wieder als eine doppelt unendliche an-
sehen, wenn man
nx = x', ny == y'
setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt
~eX'2 +2b:'y' +CY')-S
an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Summa-
tionsbuchstaben x', y' aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich aus
den Bedingungen für x, y, n folgendermaassen. Erstens: Da x, Y
zufolge der Bedingung I. so gewählt werden müssen, dass
ax2+ 2bxy + cy2
6
relative Prim~ahl gegen 2 D wird, und da n ebenfalls relative
Primzahl gegen 2 D ist, so gilt dasselbe von
ax'2 + 2bx'y' + cy'2 = n2 • ax2+2bxy + cy2 •
6 6
Zweitens: für den Fall einer positiven Determinante waren x, y
den Isolirullgsbedingungen 11.
y > 0, U(ax +by) > Ty
zu unterwerfen; multiplicirt man dieselben mit n, so ergeben sich
die ganz gleichlautenden Bedingungen
y' > 0, U(ax' +by') > Ty'.
Drittens: aus der Bedingung, dass x, y relative Primzahlen sein
sollen, würde jetzt nur noch folgen, dass der grösste gemeinschaft-
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liehe Divisor n von x', y' relative Primzahl gegen 2 D sein muss;
allein diese Bedingung kann man gänzlich fallen lassen, da sie
schon in der ersten enthalten ist; denn sobald x', y' einen gemein-
schaftlichen Divisor hätten, der nicht relative Primzahl gegen 2 D
ware, so könnte auch
ax'2 + 2bx'y' + cy'2
o
nicht relative Primzahl gegen 2 D sein.
Es zeigt sich also, dass die neuen Variabeln x', y' nur den
beiden Bedingungen I. und :M. zu unterwerfen sind, wenn man in
denselben die Variabeln accentuirt, dass dagegen die Bedingung III.
ganz fortgefallen ist. Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass
ein jedes solches Werthenpaar x', y' einmal und nur einmal durch
ein Werthenpaar x, y und eine Zahl n erzeugt wird.
Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der
Variabeln wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung
in folgender Form *)
~ (aX2 +2bxy +Cy2)-S +... = x ~ !.- X ~ (D) ~
o nS n nS '
wo nun in der ersten, auf die Form (a, b, c) bezüglichen Summe
die Summationsbuchstaben x, y nur nocll den beiden folgenden
Bedingungen zu unterwerfen sind:
I. Der Werth ax2+2 bxy +cy2 soll relative Primzahl gegen
o
2 D sein.
11. Im F"all einer positiven Determinante soll
y > 0, U(ax+by) > Ty
sein, wo 11, [r die frühere Bedeutung haben.
~. 91.
Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei-
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben
*) Auf dieselbe Weise kann auch die allgemeinere Gleichung abgeleitet
werden, in welcher statt der Function z-s irgend eine Function VJ (z) auf-
tritt, welche der Bedingung 1/J (z) 1/J (z') = tjJ (z z') genügt, so oft .e und z'
ganze Zahlen sind.
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ist rein zahlen,theoretischer Natur und vervollständigt unsere frü-
here 'fheorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden unend-
lichen Reihen
~ (D) 1
n" n"s
rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie von,
einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten wir
als Product die doppelt unendliche Reihe
'\~ (D) 1
.Ii..J n" I (n' n")$ ,
in welcher sowohl n' als auch n" das Gebiet aller Zahlen n, cl. h.
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, welche
relative Primzahlen gegen 2 D sind. Offenbar ist jedes Pl'oduct
von der Form n' n" wieder in demselben Gebiet enthalten; fassen
wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in ~elchen das Product
n' n" denselben Werth n 4at, imnler in ein einziges zusammen, so
können wir diese Doppelsumme wieder in die Form einer einfach
unendlichen Reihe
bringen; bezeichnet man mit ~ die sämmtlichen Divisoren der Zahl
n, so wird offenbar
Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch os, so
nimmt sie folgende Form an
~ (ax2 +2 b~Y +cy2)8 + ···= }:; (::)8'
Fassen wir nun auch links alle in den verschiedenen Doppelsummen
vorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in ein ein-
ziges zusammen, so erhalten wir folgende Gleichung
}:; Ay _ ~ ".'trl
V S - (on)8~
wo Init v alle die durch die sämmtlichen :Formen (a, b, c) ... des
Systems S darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und Av die An-
zahl der versclliedenen Darstellungen einer sqlchen Zahl v bedeutet.
Hierbei ist wohl zu bemerken, dass jetzt ebensowolll uneigentliche
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wie eigentliche Darstellungen zugelassen, werd~n, indem die dar-
stellenden Zahlen x, y nur noch den Bedingungen J. und 11. des
vorigen Paragraphen unterworfen sind, während sie früller auch
relative Primzahlen unter einander sein mussten.
Besteht nun für jeden über einer gewissen Grenze liegenden
positiven Werth des Exponenten seine Gleich,ung von der Form
a ß r a' ß' /,'
a'<; + lJi + eS + ·· .= (~'s + b',<; +(F + .·.
wo a, b, c ... sowohl wie (t', b', c' ... positive und in ihrer Auf-
einanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, und sind die sämmt-
lichen Coefficienten tX, ß, r ... a', ß', /,' . · . von Null verschieden,
so folgt hieraus die vollständige Identität beider Reihen, d. h. es ist
a == a', b == b', c == c' .. ,
a == a,', ß == ß', y == /,' ...
Um dies zu beweisen, können wir annehmen, es sei a :::;: a';
multipliciren wir beide Seiten der Gleichung mit (1'\ so erhalten wir
a+ß (~Y+y(~Y+'"
= rl (;,Y+ß' (:,Y+ y' ( ;,y+
Da nun sowohl die Werthe
als auch die Werthe
a
b'
a
c
(J; (1
11' c'···
fortw~hrend abnehmende echte Brüche sind, und beido I{eihen
COllvül'giren, so überzeugt man sich leicht *), nass mit unbegrenzt
w~chsendem s die linke Seite der vorstehenden Gleichung sich deIn
Grenzwerth a nähert, und ebenso die rechte denl Grellzwerth a,'
oder 0, je nachdem a == a' oder < l~' ist. Da nun heide Seiten
sich nothwendig demselben Grenzwerth nähern mtissen, und a, von I
Null verschieden ist, so muss a == a', und folglich auch a, = a,'
sein. Nachdem so die Identität der ersten Glieder auf beiden
Seiten bewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so ent-
stehenden Gleichung
*) ".,.erg!. Supplement IX. ~. 143.
15*
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ß r ß' r'li + &" + .. · === b's + c's + · · .
folgt dann auf dieselbe Weise, dass b = b' und ß == ß' sein muss,
und so kann man fortfahren. "
Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, so
ergiebt sich, dass jedes on, dem ein von Null verschiedenes, 'rn ent-
spricht, nothwendig eine Zahl v, d. h. eine durch die Formen S
darstellbare Zahl, und dass die Anzahl Av der verschiedenen Dar-
stellungen eines solchen v == 0 n gleich "'rn ist; wenn dagegen 'rn === 0
ist, so kann auch on keine durch die Formen S darstellbare Zahl
v sein; wir können daher in beiden Fällen sagen: die Anzahl alle·r
Darstellungen einer Zahl 0 n durch die Formen S ist immer
= "1:n = " }: ( ~),
wo ~ alle Divisoren der Zahlen n durchlaufen muss *).
Wir ,wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden.
1. Ist D --= - 1 (und folglich .0 == 1), so ist nur eine einzige
Form in dem System S enthalten, für welche wir die Form (1, 0, 1)
wählen können; das System der Zahlen 0 n ist das der positiven
ungeraden Zahlen, und' da x == 4 ist, so erhalten wir das Resultat:
D1~e Anzahl aller Darstellu1~ge·n einetr beliebigen positiven un-
geraden Zahl n durch die Form (1, 0, 1) == x 2+'y2 ist gleich
4 ~ (-1)lJ2(d'-1) = 4(M - N)
d. h. gleich dem vierfachen Ueberschuss der Anzahl M ihrer Divi-
soren ~ von der Forrn 4 h + 1 über die Anzahl N der D1~v1~soren ~
von der Form 4 h + 3.
Die darstellenden Zahlen x, y sind gar keiner Beschränkung
unterworfen; es leuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschiedene
Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate geben; nur
wenn eine der beiden darstellenden Zahlen = 0 ist ,findet eine,
Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Darstellungen
dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann eintreten kann,
wenn n eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der verschiedenen Zer-
legungen ist daher l (M - N + 1) oder ~ (M - N), je nachdem n
eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B.
*) Verg!. §. 124.
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25 == 02 + 52 === 32+42
45 == 32 + 62
49 == 02 + 72
65 == 12 + 8 2 === 42 + 72•
Ist endlich n eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass n
auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zerlegt
werden kann, je nachdem n von der Form 4 h + 1, oder von der
:Form 4 h + 3 ist (§. 68).
2. Für die positive Determinante D == 2 existiren nur die
beiden einander äquivalenten reducirten Formen (1, 1, - 1) und
(-1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als repräsentirende ~'orm
kann man daher auch (1, 0, - 2) == x 2 - 2 y2 wälllen. Da die
kleinsten der Gleichung T2 - 2 U2 = 1 genügenden Zahlen T == 3,
U == 2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrachtet, in
welchen y > 0, 2 x > 3 Y ist. Da ferner
(~)= (_1)%(0 2 -1) = +.1 oder =-1
ist, je nachdeIn ö === 8 h + 1 oder ö === 8 h+ 5 ist, so bekolnmen
wir folgendes Resultat:
Die Anzahl aller det~ ob'igen Bedingungen genlügenden Da'r-
stellungen (x, y) einer belieb'igeln pos'itiven ungerade'n Zahl !J~ d'ltrch
die Flornt x 2 - 2 y2 ist gleich denz Ueberschu,ss der Anzahl derjenigenl
Div'isoren von n, welche die J/orm 8 h+ 1 haben, über die Anzahl
der anderen Div'isoren.
§.92.
Eine zweite interessante Anwendung der vorstellenden Unter-
suchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen, dass
durch Einsetzen aller den Bedingungen J. und I!. genügenden
ganzzahligen Werthenpaare x, y. in die Formen (a, b, c) ... des
Systems S die Zahlen 0 rt erzeugt werden, und zwar ist
X~n = x}2 (~)
die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl on~
wenn wieder für ö alle Divisoren von n gesetzt werden. Nehlnen
wir daher von jeder der Zahlen ax2+2 bxy +cy2 eine bestimmte
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Function l/J~ so entsteht auf dü~se Weise jeder Werth 1/.1 (0 n) so oft
als "'r n angiebt. Hieraus folgt wieder, dass
~ 1/J(lt.x2 +2bxy+cy2)+ ... ==" ~ 'rnw(on)
sein \vird, sobald die E'unction 1/J so ge,vählt wird, dass diese un-
endlichen I~eihen bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhängige Summen haben. Dies ist der Fall, ,venn man
w(z) == qz
setzt, wo q eine reelle oder complexe Grösse bedeutet, deren Mo-
dulus ein echter Bruch ist. Man erhält auf diese Weise folgende
sehr allgemeine Gleichung
da auf der rechten Seite der Coefficient 'C n seIhst ,vieder eine Sumlne
ist, in welcher ~ die sämmtlichen Divisoren von n zu durchlaufen
hat, so kann man, indem man n in n'~ verwandelt, die (}leichung
auch so schreiben
~ qa,x'l+2bxll+oy'l + ... = " ~ (~) qun1rJ,
wo nun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der beiden
Summationsbuchstaben n' und ~ das Gebiet aller Zahlen n zu
durchlaufen hat.
Wir ,vollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle
I~älle an,venc1en. Nehmen wir z. B. D == - 1, also 0 === 1, so
haben ,vir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wie-
der (1, 0, 1) als die repräsentirende ForIn, so ist dieselbe gleich
worin x, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, für welche
x 2 + y2 ungerade ausfällt; es muss daher eine der beiden Zahlen
x, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er-
laubten Combination x mit y vertauschen kann, so setzen. wir fest,
dass .1: nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe· durchlaufen
soll, müssen dann aber die so bescllränkte Doppelreihe mit 2 mul-
tiplieiren; wir erhalten so
2 ~ qX"'-+?I'2 == 2 ~ q:r 2 qll'2 == 2 2 q:r 2 X ~ q!l'2.
wo x alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; beschränken
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wir aber x auf alle positiven ungeraden, und y auf alle positiven
geraden Zahlen, so können wir das vorstehende Product auch so
schreiben
4 ~ qx2 X (1 + 2 ~ qy2).
Auf der rechten Seite haben wir (nach §. 88) die Doppelsumme
4 ~ ( ~ 1) qn1rJ = 4 ~ (_l)'h(rJ-l) qn1rJ,
wo n' und d alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen haben;
die Sumlnation in Bezug auf ri' ergiebt
o~.... qn/ö - qO +q3Ö +q5Ö + ... - _q_-..
.... - -1 2(j',
-q
mithin wird die rechte Seite gleich
qO4 ~ (- 1)1/2 (0-1) l_ q2 0
und wir erhalten daher folgende merkwürdige Gleicllung
(q+q!J_~q25+q4!}+ ...) (I+.2q4+2q16+2q36+ ...)
q q:~ q5 q7
= 1 - q1 - 1 - qH + 1 - qlO - 1-qH + ···
welche, wie die anderen (}leichungen, welche negativen Determi-
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Ell'ilJtischcn Func-
tionen abgeleitet werden kann *).
Für positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei-
chungen weniger einfacll aus, weil auf der linken Seite die Varia-
beln x, y immer noch der Bedingung 11. unterworfen sind. Nehlnen
wir z. B. D ::::= 2, also 0 == 1, " == 1, so erhalten wir in ähnlicher
Weise die Gleichung
~ fJX~-2!1' = ~ (~)fJrJtll
__ __fJ q:1 _ q;) + q7
-t- , .. ,1 - q2 1 - qfl 1 - ql0 1 - q14
wo auf der linken Seite für x, y alleWerthenpaare zu setzen sind,
die den Bedingungen y > 0, 2 x > 3 Y genügen, und für welche
ausserdem x 2 - 2 Y2 unrl also x ungerade ist.
*) Man vergleiche ,Jaco/Ji: 11'und(onento J/()N( theorüu' functionzl1n
elllJ)t/C((1'UIJ1 182B pagg. 92: 103, 184.
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§.93.
Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Gegenstande, der
weiteren Behandlung der Gleichung (§. 90)
~ (aX 2 + 2 bxy +Cy2)-S+ ... == " ~ !..- X }: (D) !-
... 0 nS n nS
zurück, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man würde auf un-
übersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der linken
Seite angedeuteten Summationen für einen beliebigen Werth von
s > 1 wirklich ausführen wollte. Lässt man dagegen den Expo-
nenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 conver-
giren, so wird gleichzeitig jede dieser Summerl über alle Grenzen
wachsen, und bei näherer Betrachtung zeigt sich, dass das Product
aus einer solchen Summe und aus (s - 1) sich einem festen end-
lichen Grenzwerth L nähert, welcher nur von der allen Formen
gemeinschaftlichen Determinante D abhängt, und folglich wird der
Grenzwerth der 'ganzen mit (s - 1) multiplicirten linken Seite
= hL sein, wenn man mit h die Anzahl der Summen, d. h. also
die Anzahl der -in dem Formensystem S enthaltenen For1nen
(a, b, c) ... bezeichnet. Da ferner der Grenzwerth der mit (s -1)
multiplicirten rechten Seite sich direct bestimmen lässt, so erhält
man auf diese Weise einen Ausdruck für die Classenanzahl h, deren
Bestimmung ja den Gegenstand unserer ganzen Untersuchung
bildet.
Bevor wir aber dazu übergehen, diesen Grenzprocess durch-
zuführen, müssen wir noch einige vorläufige Fragen erörtern, deren
Beantwortung für unseren Zweck durchaus erforderlich ist. Zu-
nächst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben x, y
auferlegte Bedingung J. (§. 90) so umzuformen, dass man einen
deutlichen Ueberblick über das System der ihr genügenden Wer-
thenpaare x, y erhält. Zu dem Ende dürfen wir annehmen, dass
der Repräsentant (a, b, c) einer ganzen Classe immer so gewählt
ist, dass der Quotient a : 0 nicht nur, wie schon früher festgesetzt
wurde, positiv, sondern auch relative Primzahl gegen 2 D ist. Von
der Berechtigung zu dieser Annahme wird man sich durch die
folgende Betrachtung überzeugen. Ist
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(a, b, c) = o(Ax 2 +Bxy + Oy2) = dF
eine beliebige Form vom Theiler (j, und r irgend eine Primzahl,
so kann man den beiden Variabeln x, y der Form stets solche
Werthe beilegen, dass der Werth von F nicht durch r theilbar
wird; denn ist eine der beiden Zahlen A, C, z. B. A, nicht durch
r theilbar, so gebe man x einen durch r nicht theilbaren, y da-
gegen einen durch r theilbaren Werth; sind aber beide Coeffi-
cienten .A., C durch /r theilbar, so ist B gewiss nicht·durch r theil-
bar, und folglich genügt es dann, x und y Werthe beizulegen, die
beide nicht durch r theilbar sind. Man kann folglich auch x U1td y
immer so wählern, dass der Werth von F relative Primzahl gegen
irgend ,eine vorgeschriebene Zahl k wird; denn bezeichnet man mit
r', r", r'" . . . die sämmtlichen in k aufgehenden Primzahlen, so
braucht man nur zu bewirken, dass F durch keine einzige der-
selben theilbar wird, was nach dem eben Gesagten sich stets dadurch
erreichen lässt, dass die beiden Variabeln x, y durch einige dieser
Primzahlen theilbar, durch andere nicht theilbar angenommen
werden - Bedingungen, die sich stets auf unendlicll viele ver-
schiedene Arten erfüllen lassen. Man kann hinzufügen, dass x, y
ausserdem noch so gewählt werden können, dass der Werth von F
positiv ausfällt; für eine negative Determinante D versteht sicll
dies von selbst, da wir Formen mit negativen äusseren Coefficienten
ausschliessen; für eine positive Deternlinante braucht man, da
auF == (ax + by).2 - Dy2
ist, nur dafür zu sorgen, dass, je nachdem a positiv oder negativ
ist, entsprechend (ax +by) absolut genommen grösser oder kleiner
als y V D ausfällt, und offenbar lassen die bisher den Variabeln
x, y auferlegten Bedingungen, durch einige Primzahlen theilhar,
durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen Spielrauln
für ihr Grössenverhältniss, dass auch dieser Forderung nocll auf
, unendlich viele verschiedene Arten genügt werden kann. Endlich
können wir noch behaupten, dass für die Variabeln x, y aucll solche
Werthe gewählt werden können, welche unter einander relative
Pri'inzahlefb sind und doch die übrigen Bedingungen erfüllen, dass
1"/ positiv und relative Primzahl gegen die vorgeschriebene Zahl k
ist; denn haben x und y einen gemeinschaftlichen Divisor, so braucht
man sie nur durch Division von deInseiben zu befreien, und die
Quotienten, die unter einander relative Primzahlen sind, bilden ein
solches allen Anforderungen genügendes Werthenpaar.
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'Vir machen von der vorstehenden (auch für andere Unter-
suchungen nützlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf
den .Fall, in welchem k == 2 D ist; wir können dann so sagen: ist
(a, b, c) irgend eine ~"orm vom Theiler 0 und von der Determinante
D, so kann man stets zwei relative Primzahlen a, r von der Be-
schaffenheit finden, dass
a' au'2 + 2 buy + cr2
(j (j
positiv und relative Primzahl gegen 2 D wird. Da nun u, r rela-
tive Primzahlen sind, so kann man (§. 24) irgend ein Paar von
Werthen ß, ~ wählen, welche der Gleichung u~ - ßr == 1 genügen,
und dann geht die ~'orm ((t, b, c) durch die Substitution (r:~) in
eine äquivalente Form über, deren erster Coefficient a' positiv ist
und ausserdem die Eigenschaft hat, dass (t' : 0 relative I)rimzahl
gegen 2 D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte Nach-
weis geliefert, dass in jeder Forlnenclasse solche Repräsentanten
ausgewählt werden können, welche die obige neue Bedingung
erfüllen.
§.94.
Wir nehmen daher jetzt an, dass die repräsentirende Form
(a, b, c) so gewählt ist, das a : 0 nicht nur positiv, sondern auch
relative l>riIIlzahl gegen 2 D ist, und fragen nun nach dem Systenl
aller Werthenpaare x, y, welche der 13edingung 1. geni.igen~ dass
ax'2 + 2 1Jxy + cy'2
o
relative Primzahl gegen 2 D wird *). Bezeichnen wir wie früher
mit L.1 den absoluten Werth der Determinante D, so kann man stets
x == 2,dv+a, y == 2,dw+r
setzen, wo a und r irgend welche der 2 L1 Zahlen
0,1,2, ... (2L1-1)~
*) Ganz ähnlich lässt sich auch der :Fall behandeln, wenn (a, 0, c) keine
ursprüngliche Form ist; man kann dann gleich darauf ausgehen, die An-
zahl der Classen von beliebige'n~ Theiler (1 zu bestimmen, und erhält auf
diese Weise ebenfalls das unten (in §. 100) gewonnene Resultat.
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und v und w beliebige ganze Zahlen bedeuten; jede Combination
zweier ganzen Zahlen x, y kann stets und nur auf eine einzige
Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus
x _ a (mod. 2 LI) und y = I' (mod. ~ Li)
auch
ax
2 + 2 bxy +cy2 =aa2+ 2 bar +cr2 (mod. 2 LI)
o 6
folgt, .so leuchtet ein, dass Inan unter den sämmtlichen 4 L/2 Com-
binationen (a, 1') nur diejenigen zu ermitteln hat, für welche
aa2+2 baI' +cr2
(j
relative Primzahl gegen 2 L1 wird. Die gesuchten Combinationen
(x, y) vertheilen sich dann in zusammengehörige Paare von arith-
metischen Reihen, deren Differenz == 2 L1 ist, und deren Anfangs-
glieder a, I' specielle solche COlnbinationen sind ~ die dieselbe
Bedingung erfüllen. Uns kOl~lmt es nun ,velliger darauf an, wirk-
lich alle diese eOD}binationen (a, 1') genau zu detiniren, als viel-
mehr, nur ihre Anzahl sicher festzustellen, ,veil diese allein bei
dem späteren Grenzübergang eine Rolle spielt. I-lierzn ist es aber
nöthig verschiedene Fälle zu unterscheiden.
Erstens: 0 = 1. Wir fragen nach der Anzahl der COlnbi-
nationen (a, 1'), für welche aa2+ 2 bar +cr2 oder, da a relative
Prinlzahl gegen 2 L1 ist, für welche
a(aa2+2bar+CI'2) = (aa+br)2+ L1r 2
relative Primzahl gegen 2 LI wird. Setzt Inan zunächst für I' irgend
eine der L1 geraden Zahlen
0, 2, 4 ... (2 LI - 2),
so ist erforderlich und hinreichend, dass (a a + br)2 und folglich
(aa + bl') relative Primzahl gegen 2 L1 werde; lässt Inan aher a
das in Bezug auf (len Modulus 2 L1 vollständige I{estsystenl
0, 1~ 2 ... (2L1-1)
durchlaufen, während I' seinen Werth behält, so durchläuft (nach
§. 18) der Ausdruck (aa + br), weil a relative Primzahl gegen elen
Modulus ist, ebenfalls ein vollständiges Restsystem~ und folglich
gehören zu jedem solchen geraden I' genau rp (2 LI) erlaubte Werthe
von a~ wo die (jharakteristik q; im früheren Sinne (~. 11) gebraucht
~st. ,ledern der Li ungera.den Werthe
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1,3 ... (2L1-1)
von r entsprec,hen ebenfalls rp (2 Li) erlaubte Werthe von u; dies
leuchtet unmittelbar ein, wenn Li gerade ist, weil die Forderung
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (au + br) relative Prim-
zahl gegen 2 LJ werden lnuss. Ist aber LI und also auch + L1r2
ungerade, so muss, da
. (au +br)2 + Llr2
ungerade und relative Primzahl gegen LI werden soll, (au+ br)
gerade und relative Primzahl gegen L1 werden, und folglich muss
auch der Rest von (au +br) in Bezug auf den Modul 2 LI gerade
und relative Primzahl gegen LI sein, und umgekellrt ,vird, sobald
dies der Fall ist, die obige Forderung erfüllt sein. Durchläuft
nun u alle seine 2 L1 Werthe, so durchläuft der Rest von (a u +br)
dieselben 2 LI Werthe; unter diesen sind die folgenden d Reste
gerade
0, 2, 4 . . . 2 (LI - 1),
und unter diesen sind q; (LI) relative Primzahlen gegen die un-
gerade Zahl L1. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden
r gehörenden erlaubten Werthe von u; da nun aber LI ungerade,
also relative Primzahl gegen 2 ist, so ist auch q; (2 LI) = qJ (2) rp (L1)
== q; (L1), und folglich haben wir in allen l?ällen dieselbe Antwort: ,
zu jedem geraden oder ungeraden r gehören stets qJ (2 LI) erlaubte
Werthe von u; mithin existiren im Ganzen 2 LI rp (2 LI) erlaubte
COlnbinationen (a, r).
Zttveitens .' 0 == 2; a und c gerade, bungerade, und D =1
(mod. 4). Es fragt sich: für wieviele Combinationen (a, r) ist
~ aa2 + bar +t cr2
ungerade und relative l)rimzahl gegen LI? - Wir beschränken
uns zunächst darauf, die Combinationen zu bestimmen, für welche
dieser Werth ungerade ausfällt. Da wir den Repräsentanten
(a, b, c) so gewählt haben, dass ! a relative Primzahl gegen 2 LI
und also auch ungerade ist, so wird
. D = b2 -ac =1 oder =5 (mod. 8),
je nachdem! c gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss da-
her u(~aa+br) ungerade, also a ungerade, und'Y gerade sein; im
zweiten Fall muss mindestens eine der heiden Zahlen IX und r
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ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen ist hier-
durch im ersten Falle auf Ll2, im zweiten auf 3 Ll2 herabgedrückt.
Soll nun der Werth von laf'/w2+ bar + !cr2 auch relative
PriD;lzahl gegen LI werden, so ist erforderlich und hinreichend,
dass
(af'/w +br)2+ Llr2 = 2 a(!af'/w2 + bf'/wr + kca2)
oder also (af'/w +br) relative Primzahl gegen LI werde. Im ersten
Fall, wo D =1 (mod. 8) ist, dürfen für r nur gerade, für f'/w nur
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher I' einen be-
stimmten der LI Werthe
0, 2, 4 ... (2 LI - 2)
und lässt dann f'/w die sämmtlichen LI Werthe
1,3,5 ... (2Ll-l)
durchlaufen, welche offenbar in Bezug auf den Modul LI ein voll-
ständiges Restsystem bilden, so gilt (da a relative Primzahl gegen
LI ist) dasselbe von den LI entsprechenden Zahlen (af'/w + br), und
folglich sind unter denselben ffJ (LI) == qJ (2 LI) relative Primzahlen
gegen LJ. Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall LI qJ (2 LI)
erlaubte Combinationen (f'/w, r). - Im zweiten Fall, wo D = 5
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen
f'/w, r ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass
jedem. geraden Werthe von I' wieder ep (LI) = ep (2 LI) ungerade
Werthe von f'/w entsprechen, woraus zunächst LI ep (2 Ll) zulässige
Combinationen entspringen; ist aber I' ungerade, und durchläuft
u seine sämmtlichen 2 LI Werthe, so durchläuft der Ausdruck
(au +br) zweimal dasselbe vollständige Restsystem in Bezug auf
den Modulns d; es giebt daher immer 2 qJ (LI) == 2 cp (2 Ll) erlaubte
Werthe von f'/w, so dass aus den LI ungeraden Werthen von r ge-
nan 2 L1 ep (2 Li) erlaubte Combinationen (u, 1') entspringen. Im
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Falle 3 LI qJ (2 Li) erlaubte
Combinationen Cu, r).
Wir können die sämmtlichen Fälle so zusammenfassen: die
Anzahl der Paare von zusammengehörigen arithmetischen Reihen
x = 2 LIv +. u, y == 2 LIw +.r
welche der Bedingung J. genügen, ist
== ro • LI qJ (2 Ll),
wo
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ist.
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(JJ =::::: 2, wenn 6 == 1
(JJ == 1, wenn 6-'"> und D =1 (mod. 8)- ~
(JJ :::::: 3, wenn 0:=::,2 und D =[) (mod. 8)
~. 95.
Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zurück, der wir
die Form
~ 1 + ... _~~_l_~(D)_l_() '(ax2 -t- 2 bxy+cy2)1+,! -Ol+(} n1+Q ..... 11, n1 +f!
geben, indem wir s == 1 + (J setzen, mit (J llluitipliciren und durch
0 1 + f.! dividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl Q unendlich klein
werden, so haben wir die (irenzwerthe der einzelnen Glieder zu
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden.
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von
dem einer positiven vollständig zu trennen.
Wir nehmen daher zunächst an, die Deternlinante D sei ne-
lJat1~v == - L1.Dann sind die Variabeln x, y in der der :Form
(a, b, c) entsprechenden Summe nur der Bedingung I. unterworfen,
und wir haben eben gesehen, dass eine solche SUilllne in roLl rp (2L1)
Partialreihen zerfällt, welche den einzelnen zulässigen Combinatio-
nen ('-t, r) entsprechen. Betrachten wir daher zunächst nur eine
einzige solche Partialsumme
\~ 1
(J ..... (ax2 + 2 bxy + CJI2) 1 +() ~
in welcher x, y alle Werthe
X==2L1V+fX, y==2Llw+r
zu durchlaufen haben, die einer bestimmten zulässigen Comhination
('-t, r) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v, w entsprechen.
Nach den in den Supplementen (11. §. 118) aufgestellten Principien
ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes identisch mit dem
des Quotienten T: 't, wo t eine über alle Grenzen wachsende posi-
tive Zahl, und T die zugehörige Anzahl der dargestellten Zahlen
ax2+2 bxy + cy2 bedeutet, welclle nicht grösser als t sind, für
welche also
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(
X )2 b.J; Y ( Y )2< 1
a Vt + 2 Vt· Vt + C Vt =
ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten T: t lässt sich leicht mit
Hülfe einer geollletrischen Betrachtung bestimmen; setzt man
nämlich
x
Vt == ~, yVt == 1],
so ist T die Anzahl der Werthenpaare
2L1 u 2L1. r~ == Vt v + Vt' 1] == Vt UJ + Vt'
für welche
(1)
(2)
wird; sieht man- nun ~, 1J als rechtwinklige Coordinaten eines
Punctes in einer Ebene an, und lässt Inan v und 1.V alle ganz-
zahligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die ~Forlneln (1)
bestilnlnten r>uncte (~, 'YJ) ein Gitter, welches durch die recht-
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die den
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die con-
stante Distanz ~ == 2 LI : Vt haben. Die ganze Ebene wird auf
diese Weise in Quadrate von dem Flächeninhalt
4 L12~2 == __
t
zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (~, 1]) sind; und folglich ist
T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (~, 1]), welche nicht
ausserhalb ~er durch die Gleichung
(t~2+ 2 b~1J + CrJ2 == 1 (3)
dargestellten Curve liegen; da nun b2 - ac = - LI negativ (und
a positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct
mit deIn Nullpunct des Coordinatensystems zusammenfällt. Nach
einem ebenfalls in den Supplementen (111. §. 120) aufgestellten
Hülfssatz hat folglicll das Product
T.d 2 == 4L12. T
t
den ~Flächeninhalt A dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn t un-
endlich gross und also ~ unendlich klein wird; es ist daher der
gesuehte Grenzwerth
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gleich
1. T A1m t =='4L12'
woraus schon folgt, dass derselbe von (u, r) unabhängig und also
für jede der roLl q; (2 LI) Partialsummen , welche unsere Sumn1e
constituiren, derselbe ist. l\lithin ist der Grenzwerth dieser, der
Form (a, b, e) entsprechenden Summe
1
A wqJ (2 LI)
fiJ LI qJ (2 LI) · 4 L/2 == 4 L1 A,
wo A den Flächeninhalt der Ellipse (3) bezeichnet *). Um diesen
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch
Einführung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form
a'~'2+e'r/' 2 == 1
annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogonalen
Transformation die Determinante b2 - ac ungeändert, so dass
a'e' == ac-b2 == LI
ist; andererseits sind Va' und Vc' die reciproken Werthe der beiden
Halbaxen, und folglich ist
n '1t
A = Va'c
'
= VLJ'
wo natürlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergiebt
sich also das merkwürdige I{esultat, dass dieser Flächeninhalt A,
und folglich auch der obige Grenzwerth
ronrp (2 LI)
4L1VLf
der auf die eine Form (a, b, c) bezüglichen Summe von den ein-
zelnen Coefficienten a, b, c und folglich von der individuellen Natur
dieser Form gänzlich unabhängig ist. Denselben Grenzwerth wird
daher jede andere, einer anderen Form (a', b', c') des Systems S
*) Daraus, dass der Quotient T : t sich einem bestimmten Grenzwerth
nähert, geht zufolge des in den Supplementen (lI. §. 118) aufgestellten
Satzes nachträglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen
für jeden positiven Werth von Q, also für alle Werthe 8 > 1 convergiren.
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entsprechende, Summe haben; bezeichnen wir daher mit h die
Anzahl dieser einzelnen Summen auf der linken Seite unserer
Gleichung, d. h. also die Anzahl der Olassen ursprünglicher Formen
der dten Art für die negative Determinante D == - LI, so wird der
Grenzwerth der ganzen linken Seite gleich
Ci) 11: rp (2 LI) h
4L1V'LI ·
§.96.
Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung über, so haben
wir wieder mit Hülfe der in den Supplementen (11. §. 11 7) aufge-
stellten Principien den Grenzwerth des Productes
1
(J ~ n 1 +(J
zu ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven ganzen
Zahlen n bezieht, die relative Primzahlen gegen 2 d sind. Be-
zeichnet man nun mit v, v', v" ." die qJ (2 d) ersten dieser Zahlen,
nämlich diejenigen, welche < 2 L1 sind, so kann man die vorste-
hende Summe in q; (2 LI) Partialsummen von der Form
{
lI 1 1 }
'" v1+(l + (v + 2.d)I+(> + (v + 4.d)1+(l + (v + 6L1)I+(l + ·.·
zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 + Q) stehenden
Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz 2 LI
bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten spe-
ciellen Fall der Grenzwerth einer solchen Partialreihe
1
=2L1
und also unabhängig von v ist, so wird der Grenzwerth der ganzen
Summe
CfJ (2 Li)
== 2L1 '
und lnithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der
Hauptgleichung
"CfJ (2 Li) lim ~ (D) _1_ .
o.2Li n n 1 +(J
Dir i c 11 1e t, Zahlentheorie. 16
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Da aber beide Seiten für jeden Werth von s > 1, d. h. für jeden
positiven Werth von Q identisch sind, und da sie folglich, wenn
überhaupt einen, nothwendig denselben Grel1zwerth haben müssen,
so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D == - L1 resti-
tuiren,
h=~ V- D.lim ~ (D) _1_
uron n n 1 +(>
als Ausdruck für die Classenanzahl der urspriinglichen F'ormen
oter Art (mit positiven äusseren Coefficienten) für eine negative
Determinante D; hierin ist ferner (nacll §. 88)
" == 4, wenn D ==-1,
" === 6, wenn D = - 3 und 0 == 2,
" == 2 in den übrigen Fällen;
und (nach §. 94)
ro = 2, wenn 0 == 1,
ro === 1, wenn 0 = 2 und D =1 (mod. 8),
G) == 3, wenn 0 == 2 und D = 5 (mod. 8).
§. 97.
Für Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem 'VIr
o = 1, " == 2 und ftl. == 2 setzen,
2 (D) 1h == - V D. lim ~ ~ _
7C n n 1 +(>'
mit Ausnahlne des einzigen Falles D == - 1, in welchem " nicht
= 2, sondern == 4 ist, und folglich
h = .! lim I _(-_l_)_ll2_(n_~_l)
7C n 1 +(>
wird; es wird später (§. 101) allgemein gezeigt werden, dass
lim ~ (D) --.!- = I (D) ..!.
n n 1 +(> n n
ist~. vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite die Glieder ihrerG~osse nach geordnet werden; in dem speciellen Fall D = _ 1
WIrd daher
h='!(_l 11 )
n 1 3+5-7+'" = 1,
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da der Werth der in der Parenthese befindlichen unendlichen
Reihe von Leibnitz bekanntlich = t 11: ist; hierin liegt also eine
Bestätigung unserer Principien, da in der That für die Determi-
nante D = - 1 nur eine einzige Classe von Formen (mit positiven
äusseren Coefficienten) existirt.
Wir wollen nun mit der vorstehenden Formel für die Classen-
anzahl h der Formen der ersten Art die für die Anzahl h' der
Formen der zweiten Art vergleichen. Wir unterscheiden zu dem
Zweck die beiden Fälle, in welchen D =1 oder D = 5 (mod. 8)
ist. Im ersten Fall ist" = 2 und ro = 1, folglich
h' = ; V D .lim ~ (~) n 11+f! = h;
im zweiten Fall dageg~n ist m == 3 und " = 2, also
h' = !.. · i V D . lim ~ (D) _1_ ==: ~ h3 '1t n n 1 + (J 3'
ausgenommen den einzigen Fall D == - 3, in welchem % nicht
==: 2, sondern == 6, und folglich wieder
h' == h
ist. Wir können daher so zusammenfassen: es ist
h' = h, wenn D =1 (mod. 8), und für D == - 3;
h' = th, wenn D =5 (mod. 8), ausgenommen D == - 3.
Diese Beziehungen zwischen der Anzahl der Formen der ersten
und der zweiten Art hat schon Gauss gefunden, aber auf eineIn
ganz anderen Wege *).
§.98.
Wir haben nun dieselbe Untersuchung für den Fall einer po-
sitiven Determinante D = Li zu wiederholen. Betrachten wir
zunächst die linke Seite, so zerlegen wir wieder jede auf eine be-
stimmte Form (a, b, c) bezügliche Summe in ro L1 qJ (2 LI) Partial-
summen von der Form
*) D. A. art. 256, VI. - Vergl. §. 151, I.
16*
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in deren jeder die Summationsbuchstaben alle Werthenpaare
x === 2 LI v + u, y === 2 LI w + 'Y (1)
zu durchlaufen haben, die einer bestimmten Combination (u, 'Y)
und allen ganzzahligen Werthen v, w entsprechen; jetzt aber treten
ausserdem noch die Isolirungsbedingungen 11. hinzu, denen gemäss
y > 0, U(ax +by) > Ty (2)
sein soll. Diese letzteren Bedingungen haben, wie wir schon früher
gesehen haben (§. 87), zur Folge, dass
ax + (b + VD)y, ax + (b- VD)y,
und also auch
ax2+ 2ba.:y + cy2
positive Zahlen sind, und ",ir können daher wieder die in den
Supplementen aufgestellten Principien anwenden; bezeichnen wir
mit t einen beliebigen positiven Werth und mit 7: die Anzahl der-
jenigen in den Reihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin-
gungen (2) genügenden Werthenpaare x, y, für welche
ax2+ 2bxy +cy2 < t (3)
ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten 7: : t für
unbegrenzt wachsende Werthe von t zu bestimmen, um dadurch
zugleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, welche
der einen Combination (u, 1') entspricht. Setzen wir wieder (in-
denl ,vir Vt positiv nehmen)
t_ x 1)']- Y
s - Vt' -, - Vt'
und sehen wir ~, fJ als rechtwinklige Coordinaten eines Punctes
einer Ebene an, so ist 7: die Anzahl derj enigen in der Doppelreihe
_2L1 a 2L1 I'~ - Yt v + Yt' 1J = Yt W + Yt
enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten
fJ > 0, U(a~ + bfJ) > T·Yj,
a~2 + 2b~fJ +CfJ2 :::;: 1
Genüge leisten, d. h. welche innerhalb eines Stückes der ~'Yj-Ebene
liegen, das zum Theil durch die Axe der ~, zum Theil durch eine
durch den Nullpunct gehende Gerade, und endlich durch eine Hy-
perbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat.
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Bezeichnen wir mit B den Flächeninhalt dieses Stückes der ~ '~­
Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten Prin-
cipien, wenn tunendlich gross, und ,also die I{ante ~ === 2 L1 : Vt
der Gitterquadrate unendlich klein wird,
lim 1: • J2 == 4 L/2 . lim !.. = B,
t
also
1. ~ B1m t == 4L12
sein. Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial-
summe ist, welche sich auf die eine Combination (a, r) bezieht, so
wird, da hierin die Werthe a, r ganz herausgefallen sind, jede der
ro Li cp (2 Li) Partialsummen , welche den verschiedenen Combi-
nationen (a, r) entsprechen, und welche zusammen die auf die Form
(a, b, c) bezügliche Summe constituiren, denselben Grenzwerth
haben; und mithin wird
ro ep (2 Li) B
4L1
der Grenzwerth der ganzen Summe
~ 1
Q (ax 2 +2bxy+cy2)1+(!
sein. Um nun den Flächeninhalt B des durcll die drei obigen IJn-
gleichheiten definirten Hyperbelsectors zu finden, wird Inan ::Ull
besten Polarcoordinaten r, q; einführen, indem man
~ == r cos cp, 'fJ == r sin ep
setzt, wo, wie gewöhnlich, r stets positiv und cp zwischen 0 und 2 7l
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punet (~, 't}) det'
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Dureh diese 'l'ralls-
formation verwandeln sich die früheren GrenzbedingungeIl in fol-
gende:
sinq;>O; U(acotangcp+b»T;
r2(a eos ep2 + 2 bcos ep sin CF + c sin cp2) < 1,
und ,viI' wiederholen die frühere Bemerkung, dass für jeden, den
beiden ersten Bedingungen genügenden Winkel rp die Grössen .
a cos rp + (b + VD) sin ep, a cosep + (b - VD) sin ep,
a eos cp 2 + 2b eos qJ sin qJ + c sin rp 2
positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese heiden ersten
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Bedingungen begrenzten Winkelraumes ~eine Asymptote, son~ern
nur ein endliches Stück der Hyperbel lIegt, woraus schon folgt,
dass der entsprechend"e Sector jedenfalls einen endlichen Werth
hat *). Dieser wird bekanntlich durch die Formel
B =! !rdrdp = ~!r2dp
gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts für r 2 der in
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth
1
r
2
= a cos p2 + 2bcos p sin p + c sin p2
(~{lI) 1
=== 2 VD a cotang rp + b - VD - (t cotang ffJ + U+ Vnf sin cp2
zu setzen ist; wir erhalten daher, indelll wir cotang qJ als neue
Variabele betrachten, und
~ cp 2 = - d cotang cp
Sin cp
setzen, das unbestimmte Integral
~fr2dp
- 1 f ud cotang qJ 1 f ud cotang q;
- 4 VD l a cotang p + b + VD 4 VD a cotang p + b - VD
=== _1_ 10 a cotang qJ + b + VD .
4 VD g a cotang qJ + b - VD '
diese Integration ist aber auszudehnen über alle Werthe von cp,
welche einen positiven Sinus haben, also von qJ == 0 ab bis zu dem
Werth, wo U(acotang qJ +b) == T wird; dieser Endwerth von qJ
ist durch die Bedingung, dass sin p positiv sein soll, vollständig
bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, dass
innerhalb dieses ganzen Winkelraumes die beiden Grössen
acotang cp +b +VD, a cotang cp +b - VD
stets das positive Zeichen behalten, so dass das obige unbestimmte
Integral eine stetige reelle Function von p ist, woraus folgt, dass
*) Hieraus folgt wieder nachträglich die Convergenz der bisher betrach-
teten Reihen für jeden positiven Werth von (!, d. h. für jeden Werth von
8 > 1.
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wir nur die beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf
diese Weise erhalten wir
1 T~UYD 1 T+ DYD
B = 4yn 10g T- Uyn = 2yn 1og (}
Der Grenzwerth der auf die Form (a, b, c) bezüglichen' Summe
wird daher, wenn man statt LI wieder D schreibt, gleich
rocp(2D) I T+ UYD
8DVD og (5 ,
wo, wie früher, T, U die beiden kleinsten der Bedingung
T2 - D U2 = (52 genügenden positiven Zahlen bedeuten. Mithin
zeigt sich auch hier, wie früher bei den Formen von negativer
Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine einzelne
Form (a, b, c) des Systems S bezüglichen Summe nur von der
Determinante D (und der Art 6), dagegen gar nicht von dem in-
dividuellen Charakter der Form abhängt, dass er also für alle
diese :Formen derselbe ist. Bezeichnen wir wieder mit h die An-
zahl aller in S enthaltenen Formen, d. h. die Anzcthl alle'r Classen
ursprünglicher For'lnen 6ter Art für die positive Determinante D~
so ist daher
1 fiep (2D)1 T+ [TVD
/~ 8DVD og <5
der Grenzwerth, welchem für unendlich abnelllnende positive Werthe
von Q die linke Seite unserer Hauptgleichung sicll nähert. .Auf
der rechten Seite ist x == 1, ferner ebenso wie früher bei ~-'orlnell
von negativer Determinante
1. ~ _1__ rp(2L1) _ rp(2D)1m (J ~ n1 + (J - 2 LI - 2 D '
und folglich erllalten wir durch Vergleichung beider Seiten der
1lauptgleichung das Resultat
1 4 YD 1. ,-, (D) 1
h=(jfiJ"1 T+Uvn" 1m"" n nJ+(>'
og d . ,
§.99.
Für Formen der ersten Art ist <5 == 1, und ro == 2 (§.94); hier-
aus folgt für die Anzahl der Classen ursprünglicher Formen erster
Art der Ausdruck
248 Fünfter Abschnitt.
2 VD .lim ~ (D) _1_
h = log (T +VYD) n n 1 +(-"
wo T, U die kleinsten der Bedingung
T2_DU2= 1
genügenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D = 1
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl
wir mit h' bezeichnen wollen; es ist dann <1 == 2, und cu == 1 oder
=== 3 zu setzen, je nachdem D =1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8)
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit T', U'
die kleinsten der Bedingung
. T'2_DU'2 = 4
genügenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen,
, 1 2 VD . (D) 1
h = ro 'logHT' +V'YD)' hmI n n 1 +(-"
Nun ist einleuchtend, dass jede Lösung (t, u) der Gleichung
t2 -Du2 = 1 durch Verdoppelung eine Lösung (t'==2t, u'=2u)
der Gleichung t'2 - DU'2 = 4 giebt, und umgekehrt, dass man
durch Halbirung jeder geraden Lösung (t', u') der letzteren eine
Lösung (t, u) der ersteren. erhält. Hieraus folgt unmittelbar,
dass (t' == 2 T, u' == 2U) jedenfalls die kleinste gerade Lösung
der Gleichung t'2 ~ DU'2 = 4 ist. Ist nun zunächst D =1
(mod. 8), so kann diese Gleichung überhaupt nur gerade Lö-
sungen haben; denn wäre eine der heiden Zahlen t', u' und folglich
auch die andere ungerade, so wäre die linke Seite durch 8 theil-
bar, während sie doch == 4 sein soll; in dieseln Fall ist daher
T' = 2 ~ V' = 2 U, T' +~'YD = T + UYD,
und da ausserdem ro == 1 ist, so ergiebt sich
h' = ~ wenn D =1 (mod. 8).
Im anderen Fall D =5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be-
stimmt ausgesprochen werden, indem bei manchen dieser Deter-
minanten die kleinste Lösung (T', V') wieder eine gerade, bei
anderen aber eine ungerade ist. Im ersten dieser heiden Fälle ist
dann wieder T' = 2 T, V' = 2 V und folglich, da ro = 3 ist
h' = t h, wenn D =5 (mod. 8), und T', U
'
gerade;
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und
es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, nämlich 37, 101, 141,
189, 197, für welche dieser FalL eintritt*).
Im zweiten Falle, wenn T', U' ungerade sind, haben wir unter
allen positiv.en Lösungen (t', u'), welche (§. 85) aus der Formel
t' + u' VD _ (T' + U' VD)n
2 - 2
für positive Werthe von n entspringen, die kleinste gerade aufzu-
suchen. Versuchen wir daher die nächst grössere Lösung, welche
dem Exponenten n == 2 entspricht, so erhalten wir
t' - T'2+DU'2 , - T'U'.
- 2 ,u - ,
da u' offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex-
ponenten n = 3 über, um die nächst grössere Lösung zu prüfen;
da finden wir
T'3 + 3D T' U'2 , T'2 + 3D U'2t'- -T
- 4 - 4'
und da
T'2 =U'2 =1 (mod. 8), 3 D =- 1 (mod. 8)
ist, so folgt, dass t' und folglich auch u' gerade Zahlen werden,
und also t' == 2 T, u' = 2 U ist. Wir haben daher in diesem
Falle
T+ UYD = (T'+ 2U1YDY
T'+U'VDlog 2 == j-Iog(T+ UVD);
berücksichtigt man ferner, dass ro = 31st, so ergiebt sich die
Relation
h' == h, wenn D =5 (mod. 8), und T', U' ungerade.
Auch für positive Determinanten hat Gauss **) ebenfalls die
Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und
zweiten Art aufgestellt, für den letzten Fall aber, in welchem
D =5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Form; er zeigt nämlich, dass
die drei ursprünglichen Formen
*) Verg!. Oayley : Note sur l'equation x 2- D y2 == ±4, D =5 (mod. 8),
Borchardt's Journal Bd. 53, p. 369. Man findet daselbst eine Tabelle, welche
bis D == 997 reicht. .
**) D ..A. art. 256. VI. - Vergl. §. 151, I.
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( I-D) ( 9-D)(1, 0, - D), 4, 1, -4-' 4, 3, -4-
entweder alle äquivalent sind, oder drei verschiedenen Classen
angehören; und je nachdem das Erstere oder Letztere;~eintritt, ist
h' === h oder h'== i h.
§. 100.
Nachdem wir im Vorhergehenden für alle Fälle gezeigt haben,
wie die Classenanzahl der Formen zweiter Art aus der der Formen
erster Art gefunden werden kann, beschränken wir. die fernere
Untersuchung lediglich auf die ,Bestimmung der letzteren. Bevor
wir aber dazu übergehen, können wir eine weitere Zurückführung
unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass man nur solche
Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch keine
Quadratzahl (ausser 1) theilbar ~ind.
Ist D eine beliebige Determinante, so kann man immer
D == D' 8 2 setzen, wo 8 2 das grösste *) in D aufgehende Quadrat,
und also D' ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder
auch == - 1) ist, welches dem Zeichen nach mit D übereinstimmt;
dann lässt sich die Classenanzahl der Formen von der Determi-
nante D auf die der Formen von" der Determinante D' zurück-
führen. Bezeichnen wir alle auf die Determinante D bezüglichen
Grössen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zunächst die
heiden Summen
~ (D) ~ und ~ (DI) ~
n nS n' n'S
nlit einander vergleichen, in welchen wir der Bequemlichkeit halber
s statt 1 +(} geschrieben haben. In der zweiten muss der Buch-
stabe n' alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative Prim-
zahlen gegen 2 D' sind. Bezeichnen wir mit q' alle positiven un-
geraden nicht in D' aufgehenden, und, wie früher, mit q alle posi-
tiven ungeraden nicht in D aufgehenden Primzahlen, so ist, wie
wir früher gesehen haben,
*) .Die folgende Untersuchung gilt auch für den Fall, dass D' selbst noch
quadratische Factoren hat.
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~ (D)..!- _ n 1
n n
S
- 1 _ (D.) ~
q qs
und natürlich ebenso
251
(D') 1 1~ n' n" = n 1 _ (D') ..!- ·
q' q's
Ofi'enbar bildet nun das System der Primzahlen q nur einen
Theil der Primzahlen q', denn eine in D==D' 8 2 nicht aufgehende
Primzahl q geht auch nicht in D' auf und ist folglich eine der
Primzahlen q'. Das System der Primzahlen q' besteht daher aus
dem der Primzahlen q und aus solchen ungeraden Primzahlen r,
welche nicht in D', wohl aber in D, also auch in 8 aufgehen, und
deren Anzahl offenbar endlich ist. Das auf die Determinante
D' bezügliche unendliche Product wird sich daher in folgender
Weise zerlegen
111
n 1 _ (D') ~ = n 1 _ (D') ..!.. · n 1 _ ('D') ..!-;
q' q's q qs r rS
da nun ferner D == D' 8 2 und folglich
(~) = (D:) = (~)
ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro-
ducte wieder die .unendlichen Reihen aufschreiben, das Resultat
~ (D) !. == ~ (D') ~ .n(1 _(D') ..!-)
n nS n' n's r rS
und hieraus
lim ~ (D) _1 == 11 (1 _(D') .!-) lim ~ (D') _l_
n n 1 + (J r r n' n' 1 + (! ,
wo also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in S, aber
nicht in D' aufgehenden Primzahlen r bezieht.
Nachdem wir so für positive wie negative Determinanten das
Verhältniss zwischen den beiden analogen Grenzwerthen bestimmt
haben, die als Factoren in den Classenanzahlen hund h' für die
Determinanten D und D' auftreten, müssen wir wieder die beiden
Hauptfälle von einander trennen.
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in welcher
Ist zunächst D' und folglich auch D negativ, so haben WIr
(da wir uns auf Formen der ersten Art beschränken)
2V-D. (D) 1h == n 11m ~ n n 1 + (J
und, den einzigen Fall ausgenommen, in welchem D' == - 1,
2V D'. (D') 1h' == '1t 11m ~ -;y;j n'l + (J •
Mit Ausnahme des Falles D' = - 1 ist daher, mit Rücksicht auf
das eben gefundene Verhältniss der beiden Grenzwerthe der un-
endlichen Reihen,
h = h' X S . rr (1 - (~') ~);
ist aber D' = - 1, also 'X' = 4, h' == 1, und D = - 8 2 nicht
ebenfalls = - 1, also S > 1, so ist die Classenanzahl für eine
solche Determinante D gleich
1( (-1) 1/2 (r-l»)
"2 S n 1- r ·
Für positive Determinanten haben wir folgende Formeln er-
halten: h . 2VD r I (D) 1
= log(T+ UVD) 1m n n 1 +(!
, 2YD' . (D') 1
h = log(T'+ U'VD') hmI n' n'l+(,l
wo T', U' die kleinsten positiven Zahlen bedeuten, die der Bedin-
gung T'2 - D' U'2 = 1 genügen; hieraus ergiebt sich
h = h' log(T'+ U'VD') X S rr(l _(D')~)
log(T+ UVD) · r r'
und es kommt nur noch darauf an, das Verhältniss der heiden
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert nun
jede Lösung (t, u) der Gleichung
t 2 -Du2 = 1, d. h. t 2 -D'S2U2 = 1
eine Lösung der Gleichung
t'2 - D' U'2 = 1,
t' = t, u' = 8u,
also das zweite Element u' durch S theilba~ ist j und umgekehrt,
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sobald in der Lösung (t', u') das zweite Element u' durch S theil-
bar ist, so erhält man hieraus eine Lösung der ersteren. Hieraus
folgt, dass die beiden Zahlen
t' === T, u' == S U
die kleinste positive I.Jösung der zweiten Gleichung bilden, in
welcher das zweite Element durch S theilbar ist; man kann daher
T+ SUVD' == T+ UVD == (T'+ U'VD')"
setzen, wo A der kleinste positive ganze Exponent ist, für welchen
der irrationale Bestandtheil der Potenz einen durch S theilbaren
Coefficienten erhält; und dann ist
" 1 ((D') 1)h == h' X T · S · 11 1 -. r r .
Setzt man, wie früher,
(T' +U' VD')II == t~+u'J/VD',
so lässt sich der Werth von A unmittelbar angeben, wenn für jede
einzelne in S aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl v bekannt
ist, für welche U'II durch p tlleilbar, und zugleich die höchste Po-
tenz von 1) gegeben ist, welche dann in u'p aufgeht*); doch gehen
wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Verhältniss
zwischen den Classenanzahlen hund h' für die Determinanten D
und D' zu finden, erreicht ist.
Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens für negative Determinanten,
auch schon von Gauss vollständig gelöst **).
§.101.
In Folge der vorhergehenden Untersuchungen können wir uns
auf den Fall beschränken, in welchem die Determinante D durch
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch übrig,
den Grenzwerth der unendlichen Reihe
*) Dirichlet : Ueber eine Eigenschaft der quadratischen F01'men von
positiver Determinante (Borchardt's Journal Bd. 53).
**) D. A. art. 256. V. Uebrigens ist es sehr wahrscheinlich, dass Gauss
auch für positive Determinanten die obige Lösung vollständig gefunden
hat; vergl. die Abhandlung des Herausgebers: Ueber die Anzahl der "Ideal-
Classcn in den verschiedenen Ofdnungen ehtes endlichen Körpers (Braun-
schweig, 1877). - Vergl. §. 151, II. - Die obigen Sätze sind auf anderem
Wege auch von Lipschitz bewiesen (Borchardt's Journal Bd. 53).
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~ (~) nl~~
für unendlich abnehmende positive Werthe von Q wirklich zu be-
stimmen.
So lange Q positiv bleibt, ist diese Reihe immer convergent, und
zwar ist ihre Summe durchaus unabhängig von der Ordnung, in
welcher man ihre Glieder auf einander folgen lässt; ist a.ber Q=== 0,
so gehört diese Reihe zu der Classe derjenigen, in welcher die
Summe der positiven Glieder für sich, so wie die der negativen
Glieder für sich genommen unendlich gross ist. Da nun unter der
Summe einer unendlichen convergirenden Reihe stets der Grenz-
werth verstanden wird, welchem sich die Summe ihrer ersten
n Glieder nähert, wenn die Gliederanzahl n unbegrenzt wächst, so
sieht man leicht ein, dass bei einer unendlichen Reihe von dieser
eigenthümlichen Beschaffenheit erst dann von ihrer Convergenz
und von ihrer Summe die Rede sein kann, nachdem ihre sälnmt-
lichen Glieder in eine bestimmte Ordnung gebracllt sind, nach
welcher eines auf das andere folgt; denn die Summe, wenn sie
überhaupt existirt, hängt wesentlich von der Compensation ab,
welche zwischen den für sich allein unendlich wachsenden posi-
tiven und negativen Bestandtheilen gerade durch diese Anordnung
der Glieder hervorgebracht wird. Eine solche unendliche Reihe
hat daher ganz verschiedene Sumnlen, je nach der verschiedenen
Anordnung der Glieder. Aber gesetzt auch, dies wäre gar nicht
der Fall, sondern die Reihe hätte auch für den Werth Q == 0 einen
vollständig bestimmten Werth, so würde sich immer noch fragen,
ob dieser Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth
der Reihe unendlich nähert, wenn ~ unendlich klein wird, d. h. es
würde sich fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe sich an
der Stelle Q = 0 stetig mit Q ändert.
Deber alle diese Zweifel entscheidet nun der folgende allge-
meine Satz *): Sind (Xl' u2 , (;(3 • • • unendlich viele Oonstanten von
der Beschaffenheit, dass die Summe .
ßn = a l + fX2 +···+ an,
wie gross auch n werden mag, ihrem absoluten Werth nach stets
kleiner bleibt als eine feste Oonstante 0, so convergirt die unend-
liche Reihe
*) Dirichlet : Becherches etc. §. 1. - Verg!. §. 143.
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UI ~ t'Xg Um
18 + 2" +3S +···+ mS + ·· ·
für jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s = 0) und list
zugleich eine stetige Function von s.
Um dies zu beweisen, vergleichen wir die vorstehende Reihe
mit der folgenden
ßl (I~ - 21•) + ß2 (;. - 3~)+ ßa (31• -4~ ) + ·· ·
Die Summen der ersten n Glieder der ersteren und letzteren Reihe
unterscheiden sich von einander nur um
{J"" •
(n + 1)" '
da nun der Voraussetzung nach ßn seinem absoluten Werth nach
stets unterhalb der endlichen Grösse 0 bleibt, und s positiv ist,
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem n unend- .
lieh klein werden. Nähert sich daher die Summe der ersten
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth, d. h.
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der anderen der Fall,
und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die obigen
Behauptungen nur für die letztere Reihe zu beweisen; dazu be-
trachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, welche auf
die ersten n Glieder folgen:
I
ßn+l ((n ~ 1)' - (n ~ 2)') + ···
+ ßn+m ((n ~ m)' - (n +~+ 1)');
da die Differenzen
1 1 1 1
(n + 1)" (n + 2)s' (n + 2)s (n + 3)"
sämmtlich positiv sind, und ihre Coefficienten
ßn+l' ßn+2···
absolut genommen sämmtlich kleiner als 0 sind, so ist die Summe
dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product
aus 0 und der Summe jener m Differenzen, d. h. kleiner als
o( 1 1)(n + 1)8 - (n + m + 1)8
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und folglich auch kleiner als die von der Gliederanzahl m unab-
hängige Grösse
c C
(n + 1)8 < ns ;
die Summe dieser m Glieder der Reihe· kann daher, wie gross ihre
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse
Werthe von n kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge-
schriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei-
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern
auch ein ausreichendes Kennzeichen für die Convergenz einer jeden
unendlichen Reihe. .
Nachdem so für jeden positiven Werth von s die Convergenz
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth
der Reihe sich stetig mit s ändert; wir weisen dies nach für das
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grösser sind als ein be-
. stimmter positiver Werth 0; da man nämlich, wie klein ein von
Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch
einen positiven Werth (j angeben kann, welcher unterhalb s liegt,
so wird der Beweis dann wirklich für alle positiven Werthe s
(excl. s = 0) gelten. Nun .können wir die ganze Reihe als aus
zwei Theilen bestehend ansehen, deren· erster die Summe ihrer
ersten n Glieder
{JI (:' - ~ ) +···+{Jn (~ - (n ~ 1)' ) ,
also eine stetige Function von s ist, während der zweite, wie im
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher
o 0
< - und also auch < -
nS nU
ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei-
chend grossen Werthes von n, d. h. durch eine zweckmässige Zer-
legung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend ein
vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig
ist, für alle Werthe von s > (j dies durch einen und denselben
Werth von n, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend-
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil
stetig ist, so kann eine etwaige. Unstetigkeit des Ganzen nur von
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils he~rühren, und folg-
lich Inuss, da dieser zweite Theil für alle in Betracht kommenden
Werthe von s absolut genommen< On- u ist, die Grösse einer
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plötzlichen. Werthänderung beim Durchlaufen eines bestimmten
Werthes von s jedenfalls< 2 On-er sein. Da wir aber durch
zweckmässige Wahl von n diesen Werth beliebig klein machen
können, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kann;
denn fände wirklich ein Sprung um eine Grösse !-L Statt, so nehme
man n so gross, dass 2 Cn- q < /L wird, so ergiebt sich augen-
blicklich der Widerspruch.
Nachdem so der obige Satz vollständig bewiesen ist, wenden
wir ihn auf unsere Reihe
}: (D) 1
n n 1 +(J
an, in welcher die Glieder von jetzt ab stets so geordnet werden
sollen, dass die Zahl n beständig wächst. Unter dieser Voraus-
setzung erkennt man leicht, dass diese Reihe einen speciellen Fall
der in dem vorstehenden Satze untersuchten l~eihe bildet; setzt
Ulan nämlich
Um, === (D) oder == 0,
1n
je nachdem m relative Prilnzahl zu 2 D (also eine Zahl n) ist oder
nicht, und lässt rn ein vollständiges Restsysteln (lllOd. 4 D) durch-
laufen, so ist die Summe der entsprechenden Coefficienten Um stets
= 0, weil diese Cbefficienten fX m theils selbst == 0 sind und die
übrigen, wie eine frühere Untersuchung (§. 52) ergeben hat, zur
Hälfte den Werth + 1, zur anderen Hälfte den Werth - 1 besitzen.
Hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe von noch so vielen auf
einander folgenden Coefficienten Um stets unterhalb einer endlichen
Grösse (+ 2 D) bleibt. Mithin ist die in der oben angegebenen
Art geordnete Reihe
'\~ Um == ~ (D) ~
.. m8 n n'
convergent, so lange s positiv bleibt, und zugleich eine stetige
Function von S; uild folglich wird, wenn Q unendlich klein wird,
lim ~ (D.) _1 == ~ (D) ~
. n n 1 +(J n n'
wo, wie wir nochmals hervorheben, die Glieder der Iieihe so ge-
ordnet sind, dass n beständig wächst.
Dir ich let, Zahlentheorie. 17
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§. 102.
Es ist nun zweckmässig, bei der Bestimmung der Summe der
unendlichen Reihe
dieselben vier Fälle zu unterscheiden, welche wir früher (§. 52)
aufgestellt haben. Wir wenden uns zunächst zu dem Fall, in
welchem
D =+P =1 (mod. 4), also (~) = (;)
ist, wo P den absoluten Werth von D bedeutet, und also eine po-
sitive ungerade, durch kein Quadrat theilbare Zahl und> 1 ist.
Dann lässt sich die Reihe
leicht auf die Reihe
N=.~(;) ~
M= ~(;) ~
zuriickführen, in welcher m beständig wachsend alle positiven rela-
tiven Primzahlen zu P, auch die geraden durchläuft. Da jedesmal,
wenn rn ein vollständiges Restsystem (mod. P) durchläuft, zufolge
§. 52, (3)
}: (;) = 0
ist, .so convergirt die Reihe M; ist ferner k eine beliebige positive
ganze Zahl, und betrachtet man alle diejenigen Zahlen m, welche
< 2 k P sind, so sind dieselben zum Theil ungerade, zum Theil ge-
rade; die ersteren stimmen offenbar mit allen Zahlen n < 2 kP
überein, und die letzteren sind von der Form 2 m', wo m' alle die-
j enigen Zahlen m durchläuft, welche < k P sind. In dieser Aus-
dehnung ist daher
~ (~) -.!- = ~ (~) ..!.. + }: (2 m') _1P m P n P 2m'
(n) 1 ( 2) 1 (m') 1= ~ P n+ p 2 ~ Pm"
und hieraus folgt, wenn man k über alle Grenzen wachsen lässt,
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M= N+ (~) ~ ,'M, N= (1- (~) ~)M
Allgemeiner findet man leicht, dass
): (;) ~. = (1-(~) i.) }: (;) ~.
ist; man braucht nur den reciproken Werth des ersten Factors auf
der rechten Seite in eine geometrische Reihe zu verwandeln, und
diese mit der Reihe auf der linken Seite zu multipliciren, so er-
giebt sich als Product der zweite Factor auf der recllten Seite;
oder man kann auch genau so wie oben verfahren, indeln man die
Zahlen m zerlegt in die Zahlen n und 2 m'.
§.103.
Die nun noch auszuführende Summation kann mit Hülfe eines
in den Supplementen (I. §. 116) bewiesenen Satzes auf verschie-
dene Arten bewerkstelligt werden, entweder durch Zurückführung
auf Fourier'sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio-
nalen Bruchs. Wir schlagen den letzteren Weg als den directeren
ein. Bedeutet m irgend eine positive ganze. Zahl, so ist bekanntlich
und folglich ist auch
1
M = }: (;) ~ = }: (; )f x m -1 dx,
o
Da nun das Jacobi'sche Symbol für alle einander nach dem Modul
P congruenten Zahlen m denselben .Werth hat, so ist die Summe
der Glieder unserer Reihe, in welchen m < kP, gleich
1
J dX l-xkP-X/(x) l-xP'
o
wo zur Ablriirzung
fex) = }: (~ )Xfl
gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe fL die Werthe 1n durch-
17*
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1 fex)
x · l-xP
im reellen Integrationsintervall 0~ x < 1 endliche Werthe. Hier-
aus folgt leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem k das Integral
1
JdX j(X)XkPx l-xP
o
unendlich klein wird, und wir erhalt.en folglich
1
}2 (m) -!.. Jdx fex) ·
P m x l-xP '
o
laufen lllUSS, welche< P sind. Da dieselben ein vollständiges
Restsystem in Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem
schon öfter benutzten Satze (§. 52)
f(l)=~(;)=O;
es ist folglich fex) theilbar durch x(x-l), und mithin hat der
Bruch
die Aufgabe ist mithin darauf zurückgeführt, einen echten ratio-
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des-
selben in sogenannte Partialbrüche geschieht. Setzen wir zur
Abkürzung
211i
V 1 = i, eP == (J,
so ist in unserem Fall der Nenner
x P - 1 == [I (x - (Ja),
wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben a bezieht, welcher
ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch-
laufen muss; wir setzen fest, das~ a die Werthe
0, 1, 2 ... (P-1)
durchlaufen soll; man erhält dann nach bekannten Regeln
-!.. fex) = _ !- I f«()It)
x l-xP P x-O a '
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben a beziq,b.t. Nach
der oben eingeführten Bezeichnung ist nun
f«()(() = ~ (;)e ft2 "p"i,
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und diese Summe ist vermöge des in den Supplementen (I. §. 116)
bewiesenen Satzes
= (;) V P .i%(P-l)2
wo die Quadratwurzel YP positiv, und
(;) =0
zu nehmen ist, wenn rx keine relative Primzahl zu P ist. Die Zer-
legung in Partialbrüche liefert uns also das Resultat
1 fex) _ i%(P-l)2 (;)
x1-x P ---"-- YP ~x-()a'
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben rx bezieht, der
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht, welche
< P und relative Primzahlen zu Psind.
Die nun a.uszuführenden Integrationen der einzelnen qJ (P)
Partialbrüche sind in der einen Formel
J dx { }" x-ab " = ~log (x-a)2+b 2 +~ arctang -b-. x-a- ~
oder
J dx d'. = -21 log {X2 - 2x cos ~ + I} +i arctang x ~ c~s ~x-e t Sln
enthalten, aus welcher, wenn 0 < ~ < 2 n ist,
1
Jx~xed'i=
o
log (2 sin t ~)+i {arctang (tang t ~) + arctang (cotang ~)}
folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren-
these stehen, in dem Intervall zwischen + ~ 1t und -! n genom-
men werden. Mag nun ~ zwischen 0 und 1t, oder zwischen 1t und
2 1t liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer
1
J dx ö. = log (2 sin t ~) + i G1t - t ~)x-e f
o
ist.
Wenden wir dies auf unseren Fall an, so erhalten wir
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1 . ()f dx ( · an) · n anX _ '0 a = log 2 sm p + ~ "2 - Po
und folglich
}: (;) ~ = _ i 1/-;;1)2}: (;) {log (2sin ~)+ i(; - e;r)},
wo das Summenzeichen rechts sich auf alle qJ (P) Werthe von a
erstreckt. Da nun
ist, so können die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche
von (.t unabhängig sind, wie log 2 und ~ ni weggelassen werden,
und man erhält dann
(m) 1 iIJ4(P-l)2 (et) { . etn etni}}: P m = - V P ~ P log sm p - p ·
Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man
die beiden Fälle P = 1 (mod.4) und P =3 (mod. 4) von ein-
ander trennt. Im ersteren Falle ist nämlich
und folglich, da die linke Seite reell ist,
~ (m) 1 1 ~ (a) I . an~ P m == - V P ~ P og Sln p
~(;}x=o;
im letzteren Fall dagegen ist
und folglich
}: (;) ~ =- P~P I (;)a
I (;) logsin a; = o.
Die.se ?eiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise
verlficIren. Bedenkt man, dass (P - et) dieselben Werthe wie a
durchläuft, so folgt
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~ (;) oe = ~ (P P oe) (P-oe) =_ ~ ( poe)oe
,~ (oe) 1 . oe1t: ~ (P-oe) 1 · (P-oe)1t~ P og SIn p = ~ --p- og SIn P
= ~ ( Poe) log sin oe;;
ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus
~ (;) oe = - ~ (;) oe = 0;
ist dagegen P =3 (mod. 4), so ergiebt sich
~ ( oe) I · oe1t: ~ (oe) 1 · oe1t:~ P og SIn p = - ~ p og SIn p == o.
§.104.
Hiermit ist nun für den von uns betrachteten Fall, in welchem
die Determinante D = + P = 1 (mod. 4) und durch kein Quadrat
theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth
~ (~) ~ = (1 - (~) ~) ~ (;) ~
h= 2v=n ~ (D) J..
1t n n
und da in diesem Fall
wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und
um die Anzahl h der zu dieser Determinante D gehörenden ur-
sprünglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir
nur noch die beiden Fälle, in welchen D negativ oder positiv ist,
von einander zu trennen.
Erstens. Ist D negativ = - P, und also P - 3 (mod. 4), so
ist (§. 97)
, ~ (~) ~ = (1 - (~) ~) ~ (;) ~
__ (1 _(.!) ..!-) _1t: ~ (~) oe
- P 2 pyp P
ist, so ergiebt sich
h=- ~ (2-(~)) ~(;)oe,
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wo u wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen Inuss, die
< P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss dieser
Ausdruck für die Classenanzahl sich noch in der 'Veise umforlnen
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies lässt sic~ in der
That du.rch folgende Betrachtung. erreichen. Bezeichnet man mit
u' diejenigen Zahlen u, welche < .~ P sind, so stimmen die Zahlen
(P-u') "mit denjenigen Zahlen u überein, welche > ~p sind; es
ist daher
I (;)u = I (~)rx' +I (P P a') (P-a'),
wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben u' beziehen
da nun P =3 (mod. 4), und also
(P PU) = ( pI) (~) = _ (;)
ist, so erhalten wir
Offenbar wird die Reihe aller Zahlen u aber auch erschöpft durch'
die sämmtlichen Zahlen 2 a' und (P - 2 (X'), und folglich ist auch
I (;) u = I (~) 2 u' + }2 (P~2U') (P - 2 u')
oder nach leichten Reductionen
(~)}2 (;) a = 4): (;) a'-P}2 (~)-
Zieht man diese Gleichung von der früheren ab, nachilem dieselbe
mit 2 multiplicirt ist, so erhält man
{2 - (~)} }: (;) U = _ P }:.(~)
und hie:du~ch verwandelt sich der obige Ausdruck für die Classen-
anzahl In den folgenden einfachsten:
h = ): (~)-
Wir können daher für diesen Fall als Resultat unserer ganzen
Untersuchung folgenden Satz aussprechen:
1st P eine positive, durch kein Quadrat theilbare Zahl von der
FO'fm 4 n + 3, und bezeichnet man mit a' alle relativen Primzahlen
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zu P, welche < l P sind, so findet man die Olassenanzahl h der zu
der Determinante D = - P gehörenden Formen der ersten Art,
~venn 'inan von der Anzahl derjenigen der Zahlen a', für u'elche
ist, die Anzahl der übrigen Zahlen u' abzieht.
Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem. speciellen
Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen:
Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D = - p
eine Primzahl von der Eorm 4 n +3, so ist dieClassenanzahl h
der zu ihr gehörigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss
der Anzalil der .zwischen 0 und ~ p liegenden quadratischen Reste
von p über die Anzahl der .zwischen den.selben Grenzen liegenden
quadratischen Nichtreste von p.
Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiedenen
Form schon einige Zeit vor der Veröffentlichung der Lösung des
allgemeinen Problems *) durch Induction von Jacobi**) gefunden.
Als Beispiel wählen wir die Determinante D == - 11; unter den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5, und ein
quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl der Formen
erster Art == ~ - 1 == 3. In der That giebt es für diese Deter-
'minante nur drei (nicht äquivalente) reducirte Formen erster Art,
nämlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, - 1, 4).
Beiläufig mag hier bemerkt werden, dass zufolge des gewon-
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen a', für welche
(~) =+ 1,
stets grösser ist, als die Anzahl der Zahlen a', fUr welche
(~)=-1
ist, da h immer eine positive Zahl, nie == °ist: ein Satz, welcher
auch für den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von der Form
*) Dirichlet : Reche1'ches sur diverses applicat~~ons (Ze l'analyse infini-
tesirnale a la theo1'ie des non~bres in Crelle's Journal Bdde. 19, 21.
**) Observatio ar~'th1net1~ca in Crelle's Journal Bd. 9; vergl. Dirichlet :
Gedächtnissrede auf C. G. J. Jacob1~, und !(U1Jl1JU1': Gedächtnü;srede auf
G. P. Lejeune Dirichlet.
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4 n +3 ist, auf anderem Wege noch nicht hat bewiesen wer~en
können (vergl. das Theorem über die arithmetische ProgressIon,
Supplement VI.).
Zweitens. Ist die Determinante positiv === + P, und also
p =1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl
2 VD . (D) 1
h = log(T+ Uy IJ) ~ n n
und da in diesem Fall
~ (~) ~ = (1-(;)}) ~ (;) t~
(2) 11 - P 2" '" (~)'l . ~ n
- - Vp ~ P og SIn p
ist, 80 ergiebt sich
. 2-(~)
h = -log(T+ ~yP) ~ (;) log sin a;.
Bezeichnet man die Zahlen ~ mit a oder mit ob, je nachdem
( ~) = + 1 oder = - 1
ist, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an:
2 -(j) rr sin ~
h = log(T+ uy P) log n . an;
SIn Ei
hierin beziehen sich die Productzeichen n im Zähler und Nenner
resp. auf alle b und auf alle a; und ausserdem bedeuten T, U die
kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der Pell'schen Gleichung
T2_PU2 === 1
genügen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine
weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden.
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Nachdem im Vorhergehenden (§§. 102 bis 104) der Fall, in
welchem D = 1 (mod. 4) ist, seine vollständige Erledigung ge-
funden hat " begnügen wir uns, die Hauptmomente für die allge-
meine Untersuchung hervorzuheben. Es handelt sich zunächst um
die Bestimmung der Reihe
N= ~ (D, )-!..
n n'
in welcher n beständig wachsend alle positiven ganzen Zahlen
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 2 D sind.
Gebrauchen wir nun ,die Buchstaben P, h, E genau in derselben
Bedeutung, wie sie am Schluss des §. 52 festgesetzt ist, so ist
(~) = 1l'/2(n-l)E%(n2-1) (;),
und folglich stets
(~) = (~),
wenn n =v (mod. 8 P) ist. Setzt man daher
und fex) = ~ (~)xy,
wo v alle die Zahlen n durchläuft, welche < 8 P sind, und berück-
sichtigt, dass/Cl) == 0 ist (§. 52), so findet man unter der Vor-
aussetzung, dass der Modulus von x auf dem Integrationswege < 1
bleibt, ähnlich wie in §. 103,
1 1
N J .f(x) dx = __1 J~f(ro)dX
l--;x sP x 8P X-G) ,
o 0
wo ro alle Wurzeln der Gleichung
ro SP = 1
durchlaufen muss; diese sind bekanntlich von der Form
268
wo zur Abkürzung
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ni 2ni
• 4 1 + i () = ePJ==e ==Y2"'
gesetzt ist; lässt man rund s vollständige Restsysteme resp. nach
den Moduln 8 und P durchlaufen, so erhält w seine sämmtlichen
8P Werthe.
Bedeuten nun fL und m resp. die kleinsten positiven Reste der
hahl v in Bezug auf die Moduln 8 und P, so ist p, . eine der vier
Zahlen 1, 3, 5, 7, und m eine der cp (P) relativen Primzahlen zu P;
und da umgekehrt jedem solchen Restpaare ~, m eine und nur eine
bestimmte Zahl v entspricht (§. 25), so findet man, mit Zuziehung
des in den Supplementen (§. 116) bewiesenen Hülfssatzes,
I(w) = I (~)wv = I 8%(V-l) Elfo(pll_l) (;)jvrop,
= I 8%(f.t- 1)EVs(f111 - 1)jftr I (;)om,
(P-l)2
. jr(1 +8i3r) (1 +E(-l)r) (;) i -2 V P,
wo 11 P positiv ist, und das Jacobi'sche Symbol den Werth Null
hat, wenn s keine relative Primzahl zu P ist. Wenn P == 1, so
sind die Factoren, in welchen P vorkommt wegzulassen. Setzen
wir nun zur Abkürzung
1
1/J(r) jI(;)x':';r(j"
o
wo s alle incongruenten Zahlen (mod. P) zu durchlaufen hat, die
relative Primzahlen zu P sind, -so ergiebt sich
.(P;1)2
N = - 1,8 YP I jr (1 + 8i~r) (1 + E(- l)r) 1/J (r),
wo r ein vollständiges Restsystem (mod. 8) durchlaufen- musS.
Trennt man jetzt die vier Fälle von einander so erhält man fol-,
gende Resultate:
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J. D === + P =1 (mod. 4), ~ == + 1,8 == + 1;
(P-l)2
N. 2VP= -i 2 {tjJ(O)-1jJ(4)}.
11. D == + P =3 (mod. 4), ~ = - 1, 8 = + 1;
(P-l)2
N . 2 VP = - i. i 2 {1/J (2) - tjJ (6)}.
III. D === + 2 P =2 (mod. 8), ~ == + 1, 8 == - 1;
(P-l)2N . 2 V2 P = - i -2 {tjJ (1) - tP (3) -1jJ (5) +tjJ (7)}.
IV. D == + 2 P =6 (mod. 8), ~ === - 1, 8 == - 1 ;
(P-l)2
N. 2 V2 P == - i. i -2 {tP (1) + t/J (3) -1jJ (5) - tJ1 (7)}.
Dieselben Formeln gelten auch noch für den Fall P== 1, d. h.
für die Fälle D = -1, D = + 2, D = -2, wenn
1f dxwer) = --.X-Jr
o
gesetzt wird. Zur Bestimmung der Werthe 1/J (r), auf welche es
jetzt allein noch ankommt, dient wieder die unter der Voraus-
setzung 0 < cp < 2 n gültige Gleichung
1
f d x CP' = log (2 sin ~ q:» +H:n: - q:» i,l x-e I
o
und man findet hieraus für den Fall P = 1 leicht folgende Re-
sultate:
n
D= -~.~ N= 4
D= +2; N= lOg(~~V2) (1)
1f,
D == -2; N= 2V2'
wo V 2 positiv zu nehmen ist. Schliessen wir von jetzt an den
Fall P = 1 gänzlich aus, so ist
[
1 dx I (2. m1t) (1f, m1t) .
, x_jr()8 = og sm SP + 2' - SP .~,
o
wo m den kleinsten positiven Rest der Zahl (Pr +88) nach dem
Modul 8 P bedeutet, so dass
(2)
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m =Pr (mod. 8), m =88 (mod. P), 0 < m < 8 P
ist; hieraus folgt
tP(r)=(;) ~ (;) {log (28in ;;) + (~ - ;;)i},
wo m diejenigen cp (P) positiven Zahlen durchlaufen muss, welche
relative Primzahlen zu P, kleiner als 8 P und zugleich = Pr
(mod. 8) sind; da dieselben nach dem Modul P incongruent sind,
so ist (§. 52)
und folglich nimmt die vorstehende Gleichung folgende einfachere
Gestalt an
tP (r) = (;) ~ (;) (log sin ;; - ~;),
m =Pr (mod. 8), 0 < m < 8 P.
Hierdurch ist nun der Werth der unendlichen Reihe N in
allen Fällen .auf eine Summe von einer endlichen Anzahl von Glie-
dern zurückgeführt; dieselbe ist aber noch bedeutender Verein-
fachungen fähig, zufolge gewisser Eigenschaften der acht Ausdrücke
1/J (r), die entweder aus der so eben gefundenen Form, oder a.uch
aus ihrer ursprünglichen Definition leicht abgeleitet werden kön-
nen. Indem wir den letzteren Weg einschlagen, setzen wir zur
Abkürzung
F(x) = il (x-Os) (~) . il(x-Oa) (3)
. ilex-Ob)
wo die Buchstaben a und b die in §. 52 festgesetzte Bedeutung
haben; dann wird zufolge der obigen Definition
1
tP (r) ! dlog F(xj-r),
o
wo der Modulus der Variabeln x auf dem Wege· von 0 bis 1 stets
< 1 bleibt, oder auch
j-r
tP(r) =!dlogF(x),
o
wo, wenn die complexen Grössen in der bekannten" Weise geo-
metrisch durch Puncte einer Ebene dargestellt werden, der Punct
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(4)
x von 0 bis j-r sich so bewegen muss, dass er im Inneren des mit
dem Halbmesser 1 um den PUllct 0 beschriebenen Kreises bleibt.
Die acht Puncte jr zerlegen die Peripherie dieses Kreises in acht
gleiche Octanten, auf welche sich die qJ (P) Puncte 0& vertheilen,
die ihrerseits wieder in· zwei Classen. (Ja und (Jb zerfallen.
Aus der Definition der :Function F(x) geht zunächst hervor,
dass sie mit
n(x' - 0-'/ ;) = F(x,/~l)
conjugirt ist, wenn x' den mit x conjugirten complexen Werth be-
deutet; und hieraus folgt unmittelbar, dass 1/J (r) und
jr
( pl)!dlogF(x') = ( pl)1/J(-r)
o
ebenfalls conjugirt sind. Setzt man daher zur Abkürzung
R(r) = t/J(-r) +( pl)1/J(r),
J(r) = t/J(-r)-( pl)t/J(r),
so wird R reell, und J rein imaginär oder == 0; und man erkennt
leicht, dass die Summe N sich auf Ausdrücke von der Fornl R
oder J reducirt, je nachdem die Determinante D positiv oder
negativ ist.
Aus der Definition der Function F(x) folgt ferner leicht die
Relation
F(x) F(- x) = F(x2) (j) ; (5)
da nun, wenn x im Inneren des Kreises von 0 bis j-r geht, gleich-
zeitig - x von 0 bis j-(r+4), und x 2 von 0 bis j-2r fortrückt, so
ergiebt sich
t/J (r) +t/J (r +4) = (~) t/J (2r); (6)
dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch den Ausdrücken Rund
J zu.
Die Function F(x) besitzt endlich noch die folgende Eigen-
schaft
(7)
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da nun, wenn x im Inneren des Kreises von 0 bis j-" geht, der
reciproke Werthe y ausserhalb des Kreises von 00 bis jr fortrückt,
so folgt
jr 1)
!dlogF(y) = (p Wer),
00 .
und hieraus ergiebt sich
00
J(r) =!dlogF(ß•.),
o
wo Zr im Inneren des Kreises von 0 bis jr, dann ausserhalb des-
selben von jr bis 00 geht. Die Differenz J(r) - J(r + 1) ist daher
ein geschlossenes Integral, in welchem die Integrationsvariabele
einen positiven Umlauf um diejenigen Puncte 0& macht, die auf
dem von den Puncten j" und jr+l begrenzten Octanten liegen, und
folglich ist nach bekannten Sätzen der complexen Integration
J(r)-J(r+ 1) = 2'1:i rr (;),
wo s alle Werthe durchläuft, die der Bedingung
r s r+ 18< P <-8-
genügen; hieraus ergiebt sich weiter
J(r) -J(r +4) = 2 'l:l~4 (;),
und ebenso, wenn r positiv ist,
J(r)-J(2r) = 2'1:i~ (;);
?etz~ man die hieraus folgenden Werthe von J(r + 4) und J(2r)
In die aus (6) abgeleitete Gleichung
. ,. J(r) +J(r +4) = (~)J(2r)
eIn, so erhalt man
{2 - (;)}J(r) = 2'I: i r*4(~) _(;) ~ (;)}.
Bedenkt man ferner, dass
4f (;) = (pl)4~r (;)
ist, so ergiebt sich
Classenanzahl der Formen. 273
{2- (~)}J(O) = 2ni ~ (;)
{2 - (;)}J(2) = 2ni {I.+ (pI) - (~)} ~ (;)
J(I) + ( pI)J(3) = 2ni {* (;) + ( pI) ~ (;)}.
Da endlich zufolge (6) und (4)
1jJ(0)-t/J(4) = {2 - (~)}t/J(O),
{I - (pI)}t/J(O) = J(O),
t/J(6) -( pI)t/J(2) = J(2),
{t/J(7)-t/J(3)} +( pI) {t/J(5)-t/J(3)} = J(l) +(L/)J(3)
ist, so wird, wenn die Determinante D negativ, also P im ersten
und dritten Falle=3, im zweiten und vierten Falle _ 1 (mod.4) ist,
I. N= 2~P ~ (;),
11 N - 'Jt ~~ ('8)
. -YP~p'
III. N= viP ~ (;),
IV. N m{~ (;) - ~ (;)},
wenn man berücksichtigt, dass im zweiten und vierten Falle
~ (;) = 0
ist.
Für positive Determinanten erhält man ebenfalls Verein-
fachungen durch die Betrachtung des reellen Ausdrucks (4)
= ~ (;) log {(jr _ Os) (j-r - o-s)}
= log {F(jr) FU-r/--;'l)},
Dirichlet, Zahlentheorie. 18
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welcher zufolge (7) in den folgenden übergeht
R(r) == log' {cF(jr)2} ,
wo
'b -1+iV3 d 1
C - ()z -Za _. 0 er ==
- - 2
ist, je nachdem P == 3 oder von 3 verschieden ist (§. 140). Da
nun zufolge (6) und (4)
1/1 (0) - 1/1 (4) = {2 - (;)} 1/1 (0)
{I +( pI)} 1/1 (0) . R(O)
1/1(6) +( P1)1/1(2) = R(2)
1/1 (7) +( pI) 1/1 (1) =R (1)
1/1(5) +( pI) 1/1 (3) = R(3)
ist, so erhält man, weil im ersten und dritten Falle P =1,im
zweiten und vierten Falle =3 (mod. 4) ist,
1. N.2YP=-{I-(;) ~}log{F(I)2}
,
11. N. 211 p = - log {cF(i)2}.
111. N. 2 V2 P = log {~%i22}
IV. N. 2 V2P '. - log {c2F(j}IF(j3)2}.
§. 106.
Nachdem der Werth der unendlichen Reihe N für alle Fälle
bestimmt ist, in welchen die Determinante D durch kein Quadrat
(ausser 1) theilbar ist, können wir nun die Anzahl h der Classen
der ursprünglichen Formen der ersten Art in geschlossener Form
angeben *).
*) VergI. Kronecker : Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen qua-
dratischer Formen von negativer Determinante, Borchardt's Journal Bd. 57.
Daselhst findet man für negative Determinanten wesentlich neue Formeln,
welche aus der Theorie der elliptischen Functionen abgeleitet sind.
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A. Für negative Determinanten D ist (nach §. 97)
h=2v=D. N,
n
mit Ausnahme des Falles D = - 1, wo der Ausdruck rechter Hand
zu verdoppeln ist. Hieraus ergeben sich folgende vier Resultate:
I. D--P=1(mod.4); h=~(;)
11 D =-P == 3 (mod. 4); h = 2 ~ (;)
111 D =-2P == 2 (mod.8); h = 2 *(;)
IV. D=-2P==6(mod.8)jh=2 {~(;)-~(;)},
wo die Grenzen der Summationen sich immer auf den Wertll 8 s : P
beziehen *). Aus 11. und IV. sind resp. die Fälle D == - 1 und
D = - 2 auszunehmen, in welchen. h == 1 ist.
B. Für positive Determinanten D ist (nach §. 99)
hlog(T+ UVD) === N. 2VD,
wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche
der Bedingung
T2_DU2 == 1
genügen und nach der angegebenen Methode (§.84) stets gefunden
werden können. Der Werth N . 2 VD ist am Schlusse des vorigen
Paragraphen bestimmt; statt der dortigen Formeln kann man
auch die folgenden aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen
ableiten:
*) Umgekehrt kann man diese Formeln benutzen, um die Verthcilung
der Zahlen a und b auf die aeht Oetanten mit IIülfe der Classenanzahlen
für die Determinanten - P und - 2 P zu bestimmen (Gauss' Werke Bd. 11.
1863. p. 288).
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I. D = P =1 (mod. 4)
hlog(T+ UVP) = - {4- 2(~)} ~ (;) log sin n;
11. D = P =3 (mod. 4)
hlog(T+UVP)=- ~(nl)(;)lOgsin~~
111. D = 2P = 2 (mod. 8)
h log (T + U V2 P) = - ~ ( ~ ) (;) log sin ;;
IV. D = 2 P =6 (mod. 8)
h log (T+U V2P) = - ~ ( n2) (;) log sin ~;
wo n alle relativen Primzahlen zu 2 P dur~hlaufen muss, für welche
n : P zwischen den angegebenen Summationsgrenzen liegt. Die
drei letzten Fälle lassen sich in der gemeinschaftlichen :Formel
hlog(T+UVD) =- ~ (~) log sin :;
zusammenfassen, wo n alle zwischen 0 und 4D liegenden relativen
Primzahlen zu 4 D durchlaufen muss.
§. 107.
Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich ein
wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negativen
Determinanten. Während nämlich der Ausdruck für die Classen-
anzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die Form
einer ganzen Zahl hat - dass dieselbe zugleich IJositiv ist, hat
freilich bis jetzt noch Niemand auf elementarem Wege nachgewiesen
- so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich bei den Aus-
drücken, welche die Classenanzahl für eine positive Determinante
darstellen. Es ist nun von hohem Interesse, dass mit Hülfe eines
Satzes aus der von Gauss*) gegründeten Theorie der Kreistheilung
(Supplement VII.) die obigen Ausdrücke für h log (T + U VD) wirk-
lich stets in die Form log (t + u VD) übergeführt werden können,
*) D. A. Sectio VII.
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da ferner
wo t, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleicllung t 2 - Du2 = 1
genügen. Dies wollen wir jetzt nachweisen *).
Behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, so können wir,
wie im Supplement VII. gezeigt ist, stets
(P-l)2
2A.(x) === 2 fI (x-Oa) = Y(x)-i 2 VP. Z(x)
(P-l)2
2B(x) = 2 n (X-Ob) == Y(x)+i -2- VP. Z(x)
setzen, wo VP positiv ist, und Y(x), Z(x) ganze Functionen von
x bedeuten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Zugleich ist
n (X,ul - 1)
A (x) B(x) = n (x - Os) = n (x,u2-1)'
wo 11'1 jedes positive, 11'2 jedes negative Glied des entwickelten Pro-
ductes
pep) == (p-l) (1/- 1) (1/'-1) ... ==}: ~1-~ ~2
bedeutet, und
F(x) = n (X-os/-j;) = ~~;~ ·
Wir wenden uns nun, indem wir die am Sclllusse des §. 105
gefundenen Ausdrücke für das Product h log (T + UVD) == N. 2 VD
zu Grunde legen, zunächst dem Falle I. zu, in welchem D == P = 1
(mod. 4), und also
hlog(T+ UVP) =- {I -(;) ~} log {F(1)2}
ist. Da nun
A(l)B(l) = g;~ = px
ist, wo " == 1 oder == 0 ist, je nachdem P eine Prilnzalll oder zu-
sammengesetzt ist (§. 138), so ergiebt sich
A(!) px
F(l) = B(l) = B(1)2;
*) Lejeune Di1"ichlet: Bur la rnanie1'e de resoud1'e l'equation t2 - P u2
= 1 au 1noyen des fonctions ci1'culaires (Crelle's Journal Bd, 17). Vergl.
Jacobi: Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlen-
theorie (Berliner Monatsberichte 1837).
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2A(I) = y-zVP, 2B(I) = Y +zVP
ist, wo die ganzen Zahlen Y(l), Z(l) zur Abkürzung mit y, z be-
zeichnet sind, so wird
y2_pz2 = 4P",
und folglich muss, wenn P eine Primzahl ist, y durch P theilbar
sein; mithin kann man in allen Fällen
y +z Vp = (cx +ßVP) (VP)"
setzen, wo cx, ß ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
a2 -Pß2 = 4 (-1)"
genügen, und man erhält
4-2 (.!.)(T+ UVP)" = e+g vP) p.
Sind nun die Zahlen y, z gerade, was jedenfalls eintreten muss,
wenn- P- 1 (mod.8) ist, so kann man cx = 2 (1/, ß = 2 ß' setzen,
wo die ganzen Zahlen cx', ß' der Gleichung
CX'2_Pß'2 = (-1)"
genügen; setzt man ferner
(a' + ß' VP)l+" = t +u VP,
so genügen die ganzen Zahlen t, u der Gleichung t2 - Pu2 = 1
und man erhält
(T+ UVP)" = (t +u vp/2- G)) <2-x) •
Sind dagegen die Zahlen y, z und folglich auch u, ß ungerade,
was nur dann eintreten kann, wenn P =5 (mod. 8) ist (z. B. wenn
P = 13, während z. B. für P = 37 der frühere Fall Statt findet),
so kann man
("~+gvPy= u' +ß' VP
setzen, wo u', ß' ganze Zahlen sind, die der Gleichung
a,'2 - P ß'2 = (- 1)"
genügen; setzt man nun wieder
(af. +ß' YP) 1 +" = t + u VP,
so wird t2 - Pu2 ~ 1, und
{T+ UYP)h == {t +u VP)2-".
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Es leuchtet ein, dass, wenn P =5 (mod.8) ist, der erste oder
zweite Fall eintreten wird, je nachdem die Classenanzahl h durch
3 theilbar ist oder nicht (vergi. §. 99). Ebenso leicht erkennt man,
dass in allen Fällen h == " (mod. 2), d. h. dass die Classenanzahl
h ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl
oder zusammengesetzt ist (vergl. §. 83. Anm.). Endlich mag noch
bemerkt werden, ~ass die Zahlen y, z beide positiv sind; da näm-
lich P =1 (mod. 4), so zerfallen ·die Zahlen a in Paare von der
Form a und - a, ebenso die Zahlen b in Paare von der Form b
und - b, und folglich sind A (1), B (1) und A (1) + B (1) = Y po-
sitiv; da ferner
{2 - (;)} {log B(l) -log.A (I)} = h log (T+UVP)
positiv ist, weil h positiv, T +UVP > 1 ist, so muss B (1) > A (1),
und folglich z positiv sein: ein Resultat, das bisher auf anderem
Wege noch nicht bewiesen ist.
§.108.
Für den zweiten Fall D == P =3 (mod. 4) haben wir oben
das Resultat
hlog(T+ UVP) = -log {cF(i)2}
erhalten; da nun, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet,
im-l
. = i 1/4(m-l)2
~-1
ist, und da ferner
~ ~1 - ~ ~2 == (p -1) (p' -1) (p" - 1) · · .
~ ~12 - ~ !L22= (p2 - 1) (p'2 - 1) (p"2 - 1) ...
ist, so findet man leicht
-, A(O)BCO) n(i!l1-1) ·x
~ t =rrCi,u2-1)==~'
wo " wieder == 1 oder = 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder
zusammengesetzt ist. ~'olglich wird
° A(i) i X
F(t) = B(i) = B(i)2'
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und folglich
und also, da c3 = 1 ist,
(T+UVP)h = c2 (-1)xB(i)4.
Mit Ausnahme des Falles P = 3 ist nun (nach §. 140) c = 1, und
(-X)~B(~) = A(x), (-x)~A(~)= B(x),
wo cp (P) = 2 T: gesetzt ist, folglich
i'tB(i) = A(-i), i'tA(i) = B(-i),
also auch
i7: • Y(i) = Y(-i), i't. iZ(i) ="-iZ(- i);
berücksichtigt man nun, dass
i~=-(;)i oder = 1
ist, je nachdem P eine Primzahl oder zusammengesetzt ist, so folgt
hieraus, dass man
also
2A(i)=(1 +(;) i)x(Y_f4 VP), 2B(i)=(1 +(;)i)Xey+f4VP)
setzen kann, wo y, z ganze Zahlen bedeuten, welche der durch
Multiplication entstehenden Gleichung
y2-Pe2= (;x) 22- X
genügen; hieraus folgt weiter, dass man
(Y+ZVP)l+X = 2(t+uVP)
setzen kann, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
t 2 - P u2 = 1 genügen. Zugleich wird
B(i)lt X = (;x) i"(t+uV,P),
(T +UVP)h == (t + u VP)4-2X.
Wir erwähnen, dass h =2" (mod.4) ist, und dass die Zahlen
y, z stets dasselbe Vorzeichen haben.
In dem bisher ausgeschlossenen Fall P = 3 ist T == 2, U::::: 1,
c = 0, B (i) == i - (}2, woraus leicht folgt, dass
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_1_._, = c2 (-1)XB(i)4 = (2 + 1/3)2CF(~)2 '
also h = 2 ist.
§. 109.
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Für den dritte~ Fall D = 2 P =2 (moq. 8) haben wir oben
hlog(T+UV2P) = log {~~i:}.
gefunden. Berücksichtigt man nun, dass, wenn m irgend eine un-
gerade Zahl bedeutet,
(jm -1) (j3m_I) _ (- 2)
(j - 1) (jS - 1) - m
ist, so findet man
A( ')B( ').A. ('3) B ( '3) = Il (j,ul - 1) (j3/-l1 - 1) = (- 2)
J J J J Il(j,u2-I) (j3/-l2 -I) px'
und folglich
(T+UV2P)h = A(j3)4B(j)4,
wo " wieder = 1 oder = 0, je nachdem P eine Primzahl oder
zusammengesetzt ist. Da nun P =1 (mod. 4), und also Y (j)
= j1: Y(j-l), Z(j) = j1: Z(j-l) ist (§. 140), so kann man
Y(j) = jl/21: {y' + y" (j _ j3)} , Z(j) = jl/2't {z' + z" (j - j3)}
setzen, wo y', y", z', z" ganze ZaWen bedeuten; da ferner j - j3
= 1/2 ist, so erhält man, wenn man
IX = (_1)1/2 't {y'2_ 2y"2 - P(z''J - 2 Z"2)},
(J = (- 1) 1/21: • 2 (y' z', - y" z')
setzt,
4.A(j3)B(j) -' IX + ß1/2P, 4A(j)B (jS) = IX- ßV2P,
wo die ganzen Zahlen IX, ß der Gleichung
u2 -2Pß2 = 16 (-2)px
genügen und folglich heide durch 4 theilbar sind. Man kann
daher
A(j3}B(j) = y + z V2P
18*
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in
setzen, wo die. ganzen Zahlen y, z der Gleichung
y2-2Ps2 = (p:)
genügen, und es ist
{T+UV2P)h = (y +zV2P)4.
Hieraus folgt, dass h =2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von
der Form 8n + 5, sonst aber h =0 (mod. 4) ist.
In dem bisher ausgeschlossenen Falle D = 2 war N VD =
log (1 +Y2); da ferner T = 3, U = 2 ist, so folgt
h log (3 +2 V2) = 2log(1 + V2),
also h = 1.
§. 110.
Für den vierten Fall D = 2 P =6 (mod. 8) haben wir oben
(§§. 105, 106) das Resultat
h log (T +uV2 P) = -log {c2F(j)2 F(j3)2}
gefunden, welches vermöge der Gleichung
A (j) B (j) A (j3) B (j3) = ( .P; )
(T+DV2P)h = cB(j)4B(j3)4
übergeht, weil c3 == 1 ist. Lassen wir den Fall P = 3 unberück.
sichtigt, so ist (nach §. 140) e = 1, und Y(j) = (_j)'I: Y(j-I),
-Z(j) = (_j)l Z(j-l); c.la ferner 'r ungerade oder durch 4 theil-
bar ist, je nachdem" = 1 oder = 0, d. h. je nachdem P eine Prim-
zahl oder zusammengesetzt ist, so kann man
Y(j) = (jl/2't(1+X) _ ,,) (y' +y" (j_ j3»
j2 Z(j) = (jV2'1:(I+l!) - ,,) (s' +z" (j _ja»
setzen, wo y', y", z', zl! ganze Zahlen bedeuten; berücksichtigt man,
dass j _j3 = V2 ist, und setzt
a - y'2 - PZ'2 - 2 y"2 +2 PZ"2
ß= 2 (y' z" - z' y"),
so erhält man
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4A(j)A.(j3) = (-j't_j31:)X(u-ßV2P)
4B(j)B(j3) == (- jt _j3't)X(U+ ß V2P),
wo die ganzen Zahlen u, ß der durch Multiplication entstehenden
Gleichung .
(X2- 2P{J2 = ( P:) (- 2)4-"
genügen; man kann daher
(tX + ß V2P)1 +x = 2 2 + X (t + u V2 P)
setzen, wo die ganzen Zahlen" t, u der Gleichung t2 - 2 Ptt2 = 1
genügen; dann wird
B(j)1+XB(j3)1+ X = (-I)"(t+uV"2P)
und folglich
(T + uV2P)/t = (t +·u V2P)4-2X,
woraus leicht folgt, dass h := 2 u (mod. 4) ist.
In dem ausgeschlossenen Fall P = 3 ist c = () == (j4, T = 5,
U = 2, und man erhält
OB(j)B(j3) == fJ(j-02) (j3_02) =-i(V2+V3)
02B(j)2B(j3)2 = - (5 +2 VB) == - (T+ UY2P)
und hieraus h == 2.
s U·p P L E M E N T E.
18**
I. Ueber einige Sätze' aus der Theorie der Kreis-
theilung von Gauss.
§. 111.
Wir schicken zunächst ein Lemma aus der Theorie der
}1-'ourier'schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der
successiven Vielfachen eines Winkels fortschreiten; es wird in
derselben nachgewiesen *), dass für alle reellen 'Verthe von x
zwischen x == 0 und x == '1t mit Einschluss dieser Grenzen stets
q; (x) = ~ ao + al cos x + a2 cos 2 x + a3 cos 3 x + · · ·
ist, wenn q; (x) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und stetige
Function bedeutet, welche nicht unendlich viele Maxima und Mi-
nima hat, und wo die Coefficienten ao, al' a2 ... durch die Gleichung
11:
a8 = .E-!q;(X)COSSXdXn(
o
bestimmt werden. Hieraus folgt für x'= 0
+oof71Tl cp (0) == ! .. qJ (x) COS BX dx,
o
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben s bezieht, für
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahlwerthe
der Reihe nach einzusetzen sind. Auf diesen der genannten Theorie
entlehnten Satz stützen wir uns im Folgenden.
*) Dirichlet : Bur la eonvergence des series ete. (Crelle's Journal Bd. 4);
derselbe Beweis ist vereiufacht im Repertorium der Physik von Dove und
Moser. Bd. I. VergI. B. Rien~ann: Ueber die Darstellbarkeit eine'r Function
durch eine trigonomet1'ische Reihe. 1867. (Riemann's 'Verke S. 213).
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Zunächst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In-
tegral
2hn
!f(X)COSSXdX
o
betrachten, in welchem h eine positive ganze Zahl, oS eine positive
oder negative ganze Zahl, und fex) eine Function bedeutet, welche
innerhalb des Integrationsgebietes den obigen Bedingungen ge-
nügt. Man kann dasselbe in 2 h Int~grale von der Form
(r+l)n
!f(X)COSSxdx
rn
zerlegen, wo für r der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2 . . . bis
2 h - 1 zu setzen sind; je nachdem r eine gerade oder ungerade
Zahl is~; ersetzen wir die Integrationsvariabele x durch rn +x,
oder durch (r + 1) 11: '- X; dadurch geht das vorstehende In-
tegral in
n n
!f(r1t +x)cossxdx, oder i~.rf((r+ l)1t-x) cossxdx
o 0
iiber, und hieraus ergiebt sich zufolge des obigen Satzes ent-
sprechend
+OOj(r+l)n .
_~ fex) cos sx dx = nf(r'1C), oder = nf((r + 1) n),
r7l:
wo die Summe links sich wieder auf alle ganzen Zahlen s bezieht.
Setzt man hierin für r die ganzen Zahlen 0, 1, 2 . . . 2 h - 1, und
addirt die so entstehenden Gleichungen, so erhält man den Satz
211; {i/CO) +f(2n) +f(4'1C) + ... +/(2 (h -1) n) + ~f(2 hn)}
=!j;~X)COSSXdX.
o
Summen von Ganss.
§. 112.
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Wir beschäftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm-
ten Integralen
+00 +00
P !COS(X2)dX, q f SiD (X2)dx;
-~ I -00
dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob-
gleich die Functionen unter den Integralzeichen für unendlich
grosse Werthe vo;} x nicht unendlich klein werden, erkennt man
leicht durch die Transformationen
00 00
q = 2fSiD (x 2)dx =.rs~: dy;
o 0
denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der
positiven Variabeln y in solche Intervalle, in deren jedem die
unter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht
ändert, so ergiebt sich, dass die Bestandtheile, welche diesen In-
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werthe nucll
beständig und zwar ins Unendliche abnehmen; ,voraus folgt, dass
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei q, eine conver-
gente ist. Für unseren Zweck genügt dieser Nacllweis der End-
lichkeit von p und q; die numeri~chenW erthe dieser Integrale
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung ergeben *).
Beide Integrale bilden nur specielle ~"älle des folgenden
*)Dl~richlet: Recherches 8U:t dit'e1'scs appl. ctc. §. f). Vergl. 1)ir1~chlct:
8ur l'ttsa,ge des integrrales d~finl·es. dans Z((. sornl1lation, des sC1'ies jhdes on
infinies (Crelle's Journal, Bd. 17).
Dir ich 1 e t, Zahlentheorie, 19
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+00
L1 fcos(8 +x 2)dx = pcos8-qsin8,
-00
wo ~ eine beliebige Constante bedeutet; bezeichnen ,vir ferner mit
a eine beliebige positive Constante und mit Va die positiv ge-
nommene Quadratwurzel aus u, so ergiebt sicll, ,renn man die
Integrationsvariabele x durch x Va ersetzt, folgende Gleichung
+00
:oe - fCOS(~ + oex2)dx
-00
(wäre Vu negativ, so müsste man auch in dem Integrale rechter
Hand die heiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir füh~en
nun eine zweite positive Constante ß ein, und zerlegen das vor-
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der :Form
(s +1),B
.fcos(8 +tXx2)dx,
sß
wo für s successive alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 ein-
zusetzen sind; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir
die Integrationsvariabele x durch sß + x, wodurch es in das fol-
gende übergeht
fJ
fcos (8 + as2ß2 +2 asßx + tXX2) dx.
o
Wir verfügen nun über die beiden bis jetzt ganz willkürlichen po-
sitiven Constanten a und ß folgendermaassen: unter m, verstehen
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen aß2 == 2mn,
2 aß == 1, d. h. also
1ß==4mn, u=--.8mn
Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird
cos (<l +as2 ß2 +2 as ßx + ax2) == eos (~ + sx +ax2)
== cos (~+~) cossx-sin (~+~_:_--.) sinsx,8mn 8mn
und folglich
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(S+l)ß
fCOS((j + ax2)dx
sß
4mll 4m1l
=f cos ((j + s=:n:) cos sxdx - f sin (cl +- s::n:) sinsxdx.
o 0
Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral-
zeichen den Factor sin sx enthält, verschwindet offenbar für s === 0,
und nilnmt für je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren
wir daher den vorstehenden Ausdruck für alle ganzen Zahlwerthe
s von - 00 bis + (fJ, so ergiebt sich
LI - +00 f m7J ( x2 )Va = .dVSm:n: - !-ooJ cos cl + 8m:n: cossxdx.
o
Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in
dem Satze alU Schlusse des vorhergehenden Paragraphen; setzen
wir zur Abkürzung
so erhalten wir
LI VSmn===2n {~f(O) +.f(2n) +... +/(2 (2m-I) n) + ~f(4n~n)},
wo links die Quadratwurzel
VSm:n: = ~a
positiv zu nehmen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze
Zahl bedeutet,
f(4mn + 2 sn) == f(2sn),
also
•1(2 sn) === t/(2 sn) +!f(4 n~n+ 2 sn);
mithin kann die in den Parenthesen eingeschlossene Sumnle auch
in die Form
i '2:-/(2 sn)
gebracht werden, wo der Buchstabe s die Zahlen
0, 1, 2 ... (4 m - 1)
oder irgend ein anderes vollständiges I~estsysteln in Bezug auf den
Modul 411l durchlaufen muss; und nlan erhält also
19*
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LlVSm:lt = :lt ~ cos (8 + 82 2:)·
Setzt man ferner 4 m === n, so dass n irgend eine ganze po-
sitive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man
mit Vn und Vl:n: die positiv genommenen Quadratwurzeln aus n
und ~1t, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an
LlV'n = Vt:lt . ~ cos (8 + 82 •2:),
wo s ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul n
durchlaufen muss. Nun ist
Li = P cos h - q sin h,
wo p, q die obigen Integralwerthe bedeuten, die von n und dem
willkürlichen h ganz unabhängig sind; wir können daher p und q
durch eine specielle Annahme für n, am einfachsten durch die An-
nahm~ n === 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir
2 (p eos cl- q sin h) = 2 (cos h - sin -') V!:n:,
und in Folge der Willkürliehkeit von ß
p=q=~.
Nachdem so die Werthe von p und q gefunden sind, nimmt unsere
obige Gleichung folgende Gestalt an
~ COS(8+82 ~:lt)=(COS8-Sin8)Vn,
und sie zerfällt in die heiden folgenden:
~ cos (82 2n:lt) = V'n
~ sin (822n:lt) =V'nj
hierin bedeutet also n jede beliebige ganze positive Zahl, welche
=0 (mod. 4) ist, und Vn die positl~v~enommene Quadratwurzel
aus n. Bezeichnet man zur Abkürzung v==I mit i, und, wie ge-
wöhnlich, mit e die Basis des natürliehen Logarithmensystems, so
kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung
2 21li~ e" -;- === (1 +i) Vn
zusammenziehen, in welcher der 13uchstabe s ein vollständiges
Restsystenl (moel. n) zu durchlaufen hat.
Summen ·von Ganss.
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Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit n irgend eine
ganze positive Zahl, rnit h irgend eine positive oder negative ganze
Zahl, und setzen zur Abkürzung'
2 2h71i~ e S -n- = qJ (h, n),
wo der Summationsbuchstabe s irgend ein vollständiges Restsystem
in Bezug auf den Modulus n durchlaufen muss. Mit Hülfe dieser
Bezeichnungsweise können wir den im vorigen Paragraphen be-
wiesenen Satz in folgender Weise ausdrücken:
p (1, n) === (1 + i) V ?~, wenn n = 0 (lnod. 4).
Der Ausdrucl{ p (h, n) besitzt nun die folgenden drei Eigen-
schaften:
1. Ist h = h' (mod. n), so ist
cp (h, n) === rp (h', 1~);
dies folgt unmittelbar daraus, dass für jeden ganzzahligen Werth
von s stets
S2 2 h n i 82 2 h' Tl i
e n === e n
ist.
2. Ist a relative Primzahl gegen n, so ist
p (ha 2, n) === rp (h, n);
denn es ist
(a 8)2 2 h 71 i
p(ha2, n) == ~ e n,
und wenn s ein vollständiges Restsystelll nach dem Modul n durch-
läuft, so gilt (naeil §. 18) dasselbe von aSe
3. Sind rn, n irgend zwei relative Prinlzahlen, und heide
positiv, so ist
q; (hn~, n) p (hn, 1n) == rp (h, 1nn).
Es ist nämlich
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folgt
S2 2 It 1Jt n i , t i 2 11 n ;[ z"
rp (h1n, n) == ~ e n, rp (hn, 1Jt) == ~ e In ~
WO die Buchstaben s, t vollständige Restsysteme resp. in Bezug
auf die Moduln n, rn durchlaufen müssen; und folglich ist
q>(hm, n) q>(hn, m) = '2/"':2 + ~:'")21l1li,
wo das Summenzeichen rechter Hand sich auf alle 'inn Com-
binationen jedes Werthes von s mit jedem Wertlle von t hezieht.
Da nun
ms
2 + nt2= (ms + nt)2 _ 2 st
n m mn
ist, und alle Multipla von 2 ni im Exponenten fortgelassen werden
können, so ist auch _.
_, (In S +n t)2 214 n i
rp(hrn, n) rp(hn,.m) = ~ e mn,
wo das Summenzeichen sich wieder auf sämmtliche Wcl'thc von s
und t bezieht. Setzt man nun
ms +nt == r,
so nimmt r, wenn sund t alle ihnen zukommenden Werthe durch-
laufen, im Ganzen 'i1tn Werthe an, und zwar sind diese alle incon-
gruent nach dem Modulus mn; denn aus
ms + nt ='ins' + nt' (nlod. mn)
'ins =ms' (mod. n), nt =nt' (mod. m)
und folglich, da mund n relative Primzahlen sind,
s = s' (mod. n), t =t' (mod. m);
d. h. die Zahl r ninlmt nur dann Werthe an, welche nach dem
Modul mn congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach
dem Modul n, und gleichzeitig die Werthe von t congruent nach
dem Modul m sind. Den mn verschiedenen Combinationen von
sund t correspondiren daher mn Werthe von r, welche nach
dem Modul mn incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe
von r ein vollständiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist
folglich
2 2h71i
qJ (h 11Z, n) ffJ (h n, rn) === ~ e t' --;;;;- === q; (h, n~ n) ~
,vas zu beweisen war.
Sunlluen von Gauss.
§. 114.
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Mit Hülfe dieser Sätze können wir nun den Werth von rp (1, n),
welcher für den Fall, dass n := 0 (mod. 4) ist, schon in §. 112
gefunden ist, aucl1 für alle anderen Werthe der Zahl n bestimmen.
Ist zunächst n irgend eine ~tngerade Zahl, so nehmen wir in dem
letzten Satz des vorigen Paragraphen
h===l, m==4,
und erhalten
qJ (4, n) rp (n, 4) == cp (1, 4 n) ;
nun ist nach dem zweiten Satze des vorigen Paragraphen
cp (4, n) == cp (2 2, n) == cp (1, n);
ferner ist
cp (n, 4) == 2 (1 + in),
und nach deIn in §. 112 gefundenen l~csultat
qJ (1, 4n) === (1 + i) ·V4n === 2 (1 + i) Vn,
wo die Quadratwurzel V1~ wieder positiv genolnmen werden nlUSS.
Hieraus ergiebt sich also
cp (1, n) . 2 (1 + -in) === 2 (1 + i) Vn
oder
1 + 1: V
qJ (1, n) = 1 +""F n;
je naclldem nun n =1 oder =3 (mod. 4) ist, wird
in == i oder === - i
und folglich
also
I+~ ==1
1 + ~n 1
1 + i .
oe er === -1--. === ~,
-~
cp (1, n) == Vn oder === i Vl~;
diese heiden Fälle lassen SiC~l aber in die eine Formel
fJJ (1, n) == i lf4(n-l)2 Vn
zusammenfassen.
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Ist endlich n durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satze
des vorigen Paragraphen h == 1, ferner m == 2, und! In statt n,
wodurch allen Bedingungen desselben G-enüge geschieht, und er-_
halten-
ep (2, ln) qJ (~n, 2) == <p (1, n);
nun ist aber
ep (in, 2) == 0,
und folglich auell
cp (1, n) == o.
Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender l'abelle
zusammenfassen:
CF (1, n) == (1 + i) Yn, wenn n =0 (lllOd. 4)
qJ (1, n) == i I/ 4 (n-l)2Yn, wenn n =1 (mod. 2)
ep (1, n) == 0, wenn n = 2 (mod. 4).
Von der grössten Wichtigkeit ist aber die Beluerkung, dass die in
den heiden ersten F'ormeln vorkommende Quadratwurzel Yn durch-
aus pos'itiv genommen werden muss, wie es sich boi der Unter-
suchung in §. 112 herausgestellt hat. Ohne diese nä~ere Be-
stiInmung würden die vorstehenden Sätze sich auf viel einfachere
Art beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der
I{reistheilung auf die Betrachtung solcher Summen geführt *); es
cl'giebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der-
seiLen; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der
(~ua<1ratwurzel ,vidmete er aber eine besondere Abllandlung **),
in 'veIcher er auf einem, von dem hier (in §. 112) eingeschlagenen
gänzlich verschiedenen Wege, närnlich dureIl rein algebraische
Zerlegung dieser Summen in Proclucte, vollständig zum Ziele ge-
langte.
*) D. A. art. 356.
**) -SU1nmatio quaruntdant seriet''tt1n singulari-U'nt. 1808.
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Wir suchen nun den Werth von ep (h, n) auch für beliebige
Werthe von h zu bestimmen, beschränken uns dabei aber auf den
Fall, dass n eine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen
wollen. Bezeichnen wir mit (X, die sämmtlichen i (p -1) incon-
gruenten quadratischen Reste von p, mit ß die !(p -1) quadrati-
schen Nichtreste, so ist (nach §. 33)
22hni . 2hni
cp (h, p) == ~ eS -p- = 1 + 2 ~ ea -p-;
da ferner
a
2hni fJ~ s2lini __ 0
1+~e p +~e p ==~e p
ist, sobald h ni9ht durch p theilbar ist, so können wir für diesen
Fall mit Benutzung des Legendre'schon SYlnbols
a
2hni /~2ltni (8) s2hni
fP (h, p) = ~ e P - ~ c p = I pep
setzen, wo s die Werthe 1, 2 ... (p - 1) durchläuft. Da ferner
ist, so wird
fP(h,p) = (;) ~ (~S) /8 2;i,
oder, da h nicht theilbar durch 1) ist, und folglich hs gleiehzeitig
mit s ein vollst~indiges I~estsystenl nach dem Modul 1) durchläuft
(mit Ausschluss der Zahl =0),
fP(h,p) =(;) I (;) e82;i;
für h = 1 ergiebt sich
fP(l, p) = I (;)/2;;
und folglich (nach §. 114)
(h) (h) (r>-1)2fP(h,p) = P fP(1,p) = P -i 2 Vp,
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wo die Quadratwurzel -Vp wieder positiv zu nehmen ist. (Wenn
h durch p theilbar ist, so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi-
nition dieser Summen rp (h, p) == p.)
Aus dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit-
ten Satze des §. 113 lässt sich nun auf ganz einfache Weise das
Reciprocitätsgesetz in der Theorie der quadratiscllen Reste (§. 42)
für je zwei positive ungerade Primzahlen p und q ableiten. Es ist
nämlicll
und ebenso
cp(p, q) = (~)i%(q-I)2Vq,
und nach dem vorhergehenden Paragrapllen
q; (1, pq) = i l/ 4 (PQ-I)2-vpq,
und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nchnlcn, woraus
folgt, dass
Vpq == ·VpVq
ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun
q; (p, q) rp (q, p) == rp (1, pq),
folglich
(~) (;)i 1/ 4 (P-l)2+1(1(q-l)2Vp Vq = i 1/4(pq-l)2Vpq,
und also
(~) (;) = i l ,
wo zur Abkürzung Ä für
(pq-I)2-(p-I)2-(q_I)2 p-I q-l { 2}
4 ==-2- -2- (p+l)(q+l)-
gesetzt ist; da nun
(p +1) (q + l}·~ 2 =2 (mod. 4)
ist, so erhalten wir
(~) (;) = i%(p-l) (q-l) = (-lrJ.(p-l). %(q-l),
wOlnit der Reciprocitätssatz von Neuern bewiesen ist. Dieser Be-
weis rührt ebenfalls von G(tuss her *).
*) SWllnnatio quarumdam serierun~ singulari'!tm. 1808.
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Auf ganz ähnliche Art lassen sich die Sätze (§§. 40, 41) über
die Zahlen - 1 und 2 beweisen. Aus deIn obigen Satze
cp(h,p) = (;) cp(l,p) = (;}iIJ1(1'-1)2Vp
folgt näInlich
andererseits ist
d. h.
s~~!!J~_!J
qJ(-l,p) == ~e P,
und hieraus folgt, dass qJ (-1, p) durch Vertauschung von i mit
- i aus rp (1, p) hervorgellt, dass also
qJ (- 1, p) == (- i) 1/4 (p-:l)2 Vp
ist; durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke, In denen Vp
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich aber
( pI) = (_1)'1.<1'-1)2 = (-1)'1.(1>-0.
Setzen ,viI' ferner in dem dritten Satz des §. 113
h == 1, nt == 8, n === lJ,
so erhalten ,viI'
ferner
qJ(p, 8) == 4 e lf.tp ni,
ferner (nach deIn zweiten Satze des §. 113)
qJ (8, p) == qJ (2.2 2, p) = qJ (2, p),
cp (8,p) = (;) cp (1, p) = (; ) i'Ml'-1)2 VPi
setzen wir diese Werthe für ep (8, p), q; (p, 8) und rp (1, 8 p) in die
vorangehende Gleichung ein, so erhalten ,viI'
(;)i%()'-1)2 VP • 4e!J4pni = 4Vp. c lf4ni ,
und hieraus folgt leicht
(;) = (-1)%(1'·-1).
Auf diese Weise sind alle lIauptsätze der 'rheorie der quadrati-
schen Reste von Neuem bewiesen.
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§. 116.
Für den Fall, dass p eine ungerade Primzahl, und h irgend
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen
Paragraphen folgende Gleichu~g erhalten
()
2hni ( h)I ;. e'-p-= P <p(l,p),
welche, wenn man den für ffJ (1, p) gefundenen Werth einsetzt, in
die folgende übergeht:
(8) ~ h)I pes p = (p ilf.(p-lj" VPi (1)
soll dieselbe auch für den vorher ausgeschlossenen !1'all, in welchem
h =0 (mod. p) ist, ihre Gültigkeit behalten, so müssen wir über-
einkommen, immer
(~). °
zu setzen, wenn' h durch p theilbar ist; denn die linke Seite der
Gleichung wird
I (;) = 0,
weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An-
zahl der quadratischen Nichtreste. Nacll dieser Erweiterung des
von Legendre eingeführten Zeicllcns wird ferner, wenn man an
der in §. 46 gegebenen Erklärung des Jacobi'f;chen SYlubols fest-
hält, stets
(;) = 0,
wenn 1n keine relative Primzahl zu P ist.
Die Gleichung (1) gilt jetzt allgemein für jede positive unge-
rade Prilnzahl p, wenn h irgend eine ganze Zahl bedeutet, und die
SUlnmation linker Hand darf auch auf die. Zahlelasse s =0 (mod. p)
ausgedehnt werden. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Satz über
ungerade positive Primzahlen p sich genau in derselben F'assung
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auch auf jede positive ungerade zusammengesetzte Zahl P über-
tragen lässt, welche durcll keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar
ist. Wir setzen also
p == pp'p" ...
wo p, p', p" ... lauter positive ungerade und von einander ver-
schiedene Primzahlen bedeuten, und führen der Bequemlichkeit
halber folgende Bezeichnung ein:
P = .Q, ~ = Q' I P" = Q" · · ·p p p
Schreiben wir nun für jede der Primzahlen p, p', p" ... die obige
Gleichung (1) auf:
(s) s 2h71i h~ pep = (p)i%(P-l)2 Vp
(S') s' 2lt 11 i ( h )~ p' e P' = p' i%(p'-1)2 Vpi
}: (~) /,2::; = (~) i lJ1 (p"-l)'J. Vp"
p" p"
und setzeI1 wir zur Abkürzung
s Q+ s' Q' +s" Q" + · · . == m,
so ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre'-
sehen Symbols stets
(;) (;) (;) ... = (;)
ist, die Multiplication aller dieser Gleicllungen folgendes Itesnltat
(
S ) (S') (S") .rn21~~i2 - --; " ... ep p p
= (;) i IJ'<I'-1)Lj-lf'(I"_-1)2 + '/4 (r,"--1)2 +... V P,
(2)
wo V P wieder positiv zu nehmen ist, und das SUlnluenzeichen
linker IIand sich auf alle PJ/1/' ... === 1) Combinatiollen aller
vVerthe von s, s', s" ... bezieht. Zun:ichst leuclltet nun ein, dass
je zwei verschiedenen dieser Comhinationen auch z,vei nach deln
Modulus P incongruente 'Verthe VOll 1n entsprechen; denn aus
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s Q + s' Q' + s" Q" + · · ·=t Q + t' Q' + t" Q" + .·. (mod. P)
würde, da Q', Q" . . . sämmtlich =0 (mod. p) sind, folgen, dass
sQ =tQ (mod.p),
und, da. Q relative Primzahl zu p ist, auch
s =t (mod. p)
wäre; ähnlich würde aus derselben Annahme gleichzeitig
s' =t' (mod. p'); s" =t" (mod. p") ...
folgen, so dass also die beiden Combinationen 05, 05' , s" . . . und
t, t', t" ... identisch wären. In der That durchläuft also 1n ein
vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modulus P. Ferner
ist nun
(;) = (SQ+S'Q' ~S"QII + .. ") = (S;) = (;J (;).
und ebenso
(m) _ (S') (Q') (m) (S") (Q")p' - p' p" p" == pli p" ... ,
folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt,
(;) = (;) (~,) (~:,) ... (;) (;:) (~') ...
Multiplicirt man' daher beide Seiten der obigen Gleichung (2) mit
(;) (;) (~') ... ,
so erhält man
(m) m2h7Ti (Q) (Q') (Q" h~ peP =;; p' p")' .. (p) i..!"1j,(p-l)2 VP,
wo r'echts zur Abkürzung
(p- 1)2+ (P' - 1)2 (pli _ 1)2 (1) _1)22 -2- + 2 + ··. ::= 2 -2-
gesetzt ist. Da nun ferner
(;) = (~') (~) .
(;:) = (;,) (~:) .
IQ") (. ('\p" = ;,) ;,,) ...
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ist, so erhält man durch Multiplication
(~) (~:) (;:,') · · · = n (;) (~),
wo das Productzeichen I1 sich auf alle möglichen' Paare von je
zwei verschiedenen Primzahlen p, p' bezieht. Da nun nach dem
~eciprocitätssatze
(;,) (~) = (- 1) lf2(p-l). %(1"-1) = i lJ2(p-1)(p'-1)
ist, so erhält man
(~) (~:) (~::) ... = i 2Ilf2 (p-1).lJ2(p'-1),
wo das Summenzeichen rechter Hand sich wieder auf alle Combi-
nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen p, p' bezieht; es
ist ferner
'\"' (P-l)2 + 2 ~ P - 1 p' - 1
~ 2 ~ 2 2
( p - 1 1/ - 1 p" - 1 )2== -2- + -2- + -2- + ... ,
folglich
(m) rn~hlli (h )~ peP == p i [l/.:(p-l)+V2(p'-1)+·.·]2 VP.
Da endlich (vergl. §. 46)
P == (1 + (p - 1)) (1 +(p' - 1)) (1 +(p" -1)) ...
.=1 +(p -1) +(p' -1) + (p" -1) + · · · (mod. 4)
und folglich
p - 1 P - 1 p' - 1 p" - 1
-- = -- +-- + -- + ··· (mod 2)2 -- 2 2 2 ·
und hieraus
( p - 1)2 (p - 1 p' - 1 p" - 1 )2.-2-' = -2- + -2- + -2- · .. (lTIod. 4)
i~t, so ergiebt sich schliesslich
~r 2h71i~ (;) em-p = (;)i J/ 4 (P-l)2V P,
worin der zu beweisende Satz besteht. Ninl1ut man h=0 (mod. P)
so erhält man wieder den (in §. 52. J. bewiesenen) Satz
~ (rn) -- 0
... 1-".1 - •
11. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe.
§. 117.
Lehrsatz: Sind a und b zwei positive Oonstanten, so convergirl
die unendliche Reihe
8 __1_ 1 1 1
- b1+(! + (b+a)l+(! + (b+2a)1+(! + (b+3a)1+(! + ...
für jeden positiven ß'erth von ~, und bei unbegrenzter Abnahme
dieser positiven Zahl l! nähert sich das Product ~ S dem Grenz-
'werthe a-1•
Bewe1·s. Bedeuten x, y rechtwinklige Coordinaten, und con-
struiren wir für einen bestimmten positiven Werth von (J die Curve,
deren Gleichung
1
Y == x 1 +(J
ist, so hat die Fläche, welche zwischen ihr und der unendlichen
positiven Abscissenaxe liegt, von x = b an gerechnet, den end-
lichen Werth
+00
! Ydx == ~b· •l Q ~
b
Die Ordinaten der Curve, welche den Abscissell
b, b + a, b + 2 a, b + 3a . . .
entsprechen, sind
Grenzwerth eIner Reihe.
1 1 1 1
b1+(>' (b+a)l+{>' (b+2a)1+(>' {b+3a)1+(>···;
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ihre Fusspuncte sind äquidistant und zerlegen die Abscissenaxe
in unendlich viele Stücke von der Grösse a. Construirt man über
jedem dieser Stücke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Höhe
gleich der letzten Ordinate in diesem Stück ist, so haben diese
Rechtecke der Reihe nach den Flächeninhalt
a a a
(b + a)l+(>' (b + 2a)1+(>' (h + 3a)1+(> · · ·
Da nun die Ordinate y der Curve mit stetig wachsendem x stetig
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der über dem-
selben Abscissenstück .liegende, bis zur Curve ausgedehnte Flächen-
streifen , und folglich ist die Summe von noch so vielen jener
I~eclltecke stets kleiner als die gesammte, oben von der Curve be-
grenzte Fläche; d. h. es ist
a aal
eb + a)l+(> + eb + 2a)1 +(J + eb + 3a)I+(J + ·· · < Qbr?'
oder es ist, wenn auf beiden Seiten ab-1 -(> addirt wird,
1 a
aB < Qbfl + b1+fl'
woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende
Reihe S wirklich für jeden positiven Werth von Q convergirt.
Construirt man nun üb~r jedem der obigen Abscissenstücke
als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Höhe gleich der ersten
Ordinate in diesem Stück ist, so sind diese Rechtecke, deren Flächen-
inhalt gleich
a a a
b1 +(>' (b + a) 1 + (>' (b + 2a) 1 +(>
nothwendig grösser als die über denselben Stücken liegenden, bis
zur Curve fortgesetzten Flächenstreifen , aus dem schon oben an-
geführten Grunde, weil mit wachsendem x die Ordinate y stetig
abnimmt. Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grösser
als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fläche, d. h.
es ist
1
aS>-·Qbr:
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Auf diese Weise ist. der Wertll der unendlichen Reihe S und folg-
lich auch d~r des Productes Q 8 in zwei Grenzen eingeschlossen j
es ist nämlich
1 1 Q
ab{! < ~S < ab~ + b1 +(>·
Wenn nun der positive Werth Q unendlich klein wird, so nähert
sich sowohl
1 1 Qab~ ,als auch ab~ + b1 +{!
einem und .demselben Grenzwerth a- 1 ; mithin muss auch das Pro-
duct QS sich demselben Grenzwerth a- 1 nähern, was zu bewei-
se:Q. war.
§. 118.
Der so eben bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen von
der grössten Wichtigkeit ist:
Es sei K ein System von positiven Zahlwerthen k, und 1-
die}enige unstetige Function von einer positiven stetigen Veränder-
lichen t, welche angiebt, wie viele der in K enthaltenen Zahlwerlhe
k den Werth t nicht übertreffen; wenn nun mit unendlich wachsen-
dem t der Quotient T: t sich einetn bestimmten endlichen Grenz-
werthe ro nähert, so convergirt die über alle Werlhe k ausg~dehnte
Reihe
1
s= ~ kt+(!
fur jeden positiven Werlh von Q, und das Produet Q8 nähert sich
mit unendlich a1;nehmendem Q demselben Grenzwerlhe 00.
Es wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Princips *)
einige erläuternde Bemerkungen voranzuschicken. Zufolge der
Bedeutung von T entspricht jedem endlichen Werthe von tauch
*) Dirichlet : Recherehes etc. §. 1. - Dirichlet : Bur un theoreme re-
latif aux scries, CreIle's Journal Bd; 53.
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ein endlicher Werth von T; denn wären in K unendlich viele
Zahlen k enthalten, welche den endlichen Werth t nicht übertreffen,
so würde auch jedem grössern Werthe von t eine unendliche An-
zahl T entsprechen; es würde daher das Verhältniss T: t fort-
während unendlich gross sein; dies widerspricht aber der Annahme,
dass T: t sich einem endlichen Grenzwerth ro mit wachsendem
t nähert. Es leuchtet ferner ein, dass die ganze Zahl T nur
dann ihren Werth ändert, wenn t einen Werth erreicht, welcher
einer oder mehreren einander gleichen in K enthaltenen Zahlen
k gleich ist, und zwar wird T dann plötzlich um ebenso viele
Einheiten zunehmen, als es Zahlen k giebt, welche diesem Werth
t gleich sind~
In dem einfachsten Falle, wenn K nur aus einer endlichen
Anzahl von Zahlwerthen k besteht, leuchtet die Richtigkeit des
obigen Satzes unmittelbar ein; denn sobald t dem grössten dieser
Werthe k gleich geworden ist, bleibt T bei weiter wachsendem
tunverändert; es ist folglich ro === 0; und da andererseits die
Summe
~~k
einen endlichen Werth hat, so wird auch das Product (} S mit un-
endlich kleinem (} ebenfalls unendlich klein werden.·
Ebenso bestätigt sich der allgemeine Satz in dem speciellen
F'alle, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das
System K besteht dort aus den sämmtlichen Zahlen von der :F'orm
b + na, die den sämmtlichen Werthen 0, 1, 2, 3 . . . von n
entsprechen; wenn nun t == b + na oder > b + na, aber
< b + (n + l)a ist, so ist entsprechend T == n + 1, und folg-
lich nähert sich der Quotient T: t mit unendlich wachsendem t,
also auch mit unendlich wachsendem n dem Grenzwerth
1ro -_.
- a'
und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch zu-
gleich der Grenzwerth des Productes ~ S ist, wenn die positive
Grösse ~ unendlich klein wird.
20*
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§. 119.
Wir gehen nun zu· dem Beweise des allgemeinen Satzes .über
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zahlwerthe k Ihrer
Grösse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der Weise,
,
dass
k1 ::;: k2 :::;: k3 < k4 ::;: k5 • • •
wird; dies ist offenbar möglich, da unterhalb eines beliebigen end-
lichen positiven Werthes t immer nur eine endliche Anzahl von
Zahlwerthen k vorhanden ist; sind mehrere Zahlen k gleicll gross,
so muss jede einzelne ihren besonderen Index erhalten, so dass
dann mehreren "auf einander folgenden Indices gleich grosse Zahl-
werthe k entsprechen.
Sehen wir ab von dem interresselosen Falle, in welchem nur
eine endliche Anzahl von Werthen k vorhanden ist, so Hisst sich
zunächst zeigen, dass mit unbegrenzt wachsendem n auch der
Quotient
nhn =-kn
sich demselben Grenzwerth m nähert, und durch diese Bemerkung
wird dann der allgemeine Satz auf den vorher (§. 117) behandelten
speciellen Fall zurückgeführt.
In der That, wenn ß eine beliebig kleine positive gegebene
Grösse bedeutet, so kann man entsprechend einen positiven Werth t
immer so gross wählen, dass für alle Werthe t > T: die Bedingung
T
m-ß<T<m+ß
erfüllt ist. Es sei ferner v derjenige Werth von T, welcher t = t
entspricht, also kll :::;: 7: < kv +1, und n irgend eine der positiven
ganzen Zahlen v +I, v +2, v + 3 .. e; dann ist jedenfalls kn > 't,
und \ wenn mehrere auf einander folgende Grössen k denselben
Werth wie l(;n besitzen, so sei km +1 die erste, k,. die letzte von ihnen,
also n eine der Zahlen m -f 1, m +2 ... r. Nähert sich nun t vo~
km ab wachsend dem Werthe kn immer mehr an, so bleibt T = m,
und der Quotient T: t nähert sich abnehmend unbegrenzt dem
Werthe rn : kn , und da m < n ist, so folgt, dass
Grenzwerth einer Reihe. 309
TT <An
ist, sobald t sehr nahe unterhalb kn liegt; für t = kn wird aber
T = r > n, und folglich
TT>hn •
Da nun bei diesem Wachsen von t < kn bis t = kn > t der Quo-
tient T: t stets zwischen 00 - ~ und 00 + ~ liegt, und zugleich, wie
eben gezeigt ist, von Werthen, die < hn sind, auf einen Werth
springt, der > hn ist, so muss auch 00 - ~< hn < 00 + ~ sein. Wie
klein also auch ß sein mag, so kann n stets so gross gewählt wer-
den, dass hn definitiv um weniger als ß von ro verschieden wird,
d. h. hn nähert sich mit unbegrenzt wachsendem n demselben
Grenzwerth 00.
Mit IIülfe dieses Resultates lässt sich der Beweis des allge-
meinen Satzes leicht führen. Da nämlich
~ 1· hl+~ hl+~ hl+~
S === ~ kl+~ === 1~+~ + 2~+(J + 3~+(' + · · ·
ist, wo hn mit unendlich wachsendem 'n sich dem Grenzwerthe ro
nähert· und folglich endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Con-
stante H bleibt, so ist die Summe S' der ersten n Glieder der
Reihe S kleiner als das Product aus Hl +e und der Summe R' der
ersten n Glieder der folgenden Reihe
1 1 1
R = 1 1 +(? +2 1 +(? + 3 1 +(? +·· .;
da nun die letztere (nach §. 117) für jeden positiven Werth von
() convergirt, so convergirt auch die Reihe S. Setzt man nun
S === S' + S", R = R' +R", so wird S" == h1 + (! R", wo h einen
(jedenfalls positiven) Mittelwerth aus den Werthen hn +1 , h n +2 • • •
bedeutet. Ist daher ß eine beliebig kleine positive gegebene Grösse,
und n so gross gewählt (was stets möglich ist), dass alle diese
Werthe zwischen 00 - Ö' und ro + ~ liegen, so wird aucll h, und für
hinreichend kleine Werthe von !! auch h1 +~ zwischen denselben
Grenzen liegen. Da ferner (nach §. 117) das Product !! R" mit
unbegrenzt abnehmendem positiven (} sich der Einheit unendlich
annähert, so wird für hinreichend kleine Werthe von (} auch das
Product QS" = h1 +e•(} B" zwischen den Grenzen ro - hund ro + h
liegen. Da endlich (} S' gleichzeitig unendlich klein wird, weil S' nur
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eine endliche Knzahl.von Gliedern enthält, so wird für sehr kleine
Werthe von (} auch (} S = (} S' + (} S" zwischen denselben Grenzen
ro - ~ und ro +J liegen. Hiermit ist also auch bewiesen, dass
mit unbegrenzt abnehmendem (} das Product (} S sich de'YJ~ Grenz-
werthe ro unendlich annähert *).
*) Es verdient bemerkt zu werden, dass man den obigen allgemeinen
Satz nicht umkehren darf. Besteht z. B. das System K aus einer Zahl k = ],
aus (0 -1) Zahlen k = (J, aus (02 - 0) Zahlen k = (J2, aus «(j3 - (}2) Zahlen
k = 03 u. s. f., wo 0 eine positive ganze Zahl> 1 bedeutet, so ist für jeden
positiven. Werth von e
8-1+ (J-1
- (J(0(J-1)'
und das Product f! 8 nähert sich mit unendlich abnehmendem f! dem
Grenzwerthe
0-1w---
- (J log (J'
während der Quotient T : t bei unendlich wachsendem t fortwährend von
dem Werth 1 abnehmend durch w hindurch geht bis zu dem Werth 1 : (J,
dann aber sogleich wieder zu dem Werth 1 zurückspringt, um von Neuem
denselben Vel'änderungsprocess zu erleiden (vergl. §. 144).
m. Ueber einen geometrisohen Satz.
§: 120.
In einer Ebene sei eine vollständig begrenzte Figur F von
allenthalben endlichen Dimensionen construirt, deren Flächeninhalt
wir mit A bezeichnen wollen. Sind ferner X und Y zwei auf ein-
ander senkrechte Axen, und construirt man parallel mit ihnen zwei
Systeme äquidistanter Parallelen, welche ein über die ganze Ebene
ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn ~ der Abstand je zweier
benachbarter Parallelen, und T die Anzahl der Gitterpuncte ist,
welche innerhalb Fliegen, das. Product T d2 mit unendlich ab-
nehmendem ~ sich dem Grenzwerthe .A. nähern *).
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das System der
mit Y parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an,
dass jede derselben die Begrenzung der Figur nur zweimal schnei-
det; bezeichnen wir mit h die Länge des innerhalb Fliegenden
Stückes irgend einer solchen Parallelen, so ist h ~ nahezu der
Flächeninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen
enthaltenen Theiles der Fläche F, und es wird in der Lehre von der
Quadratur bewiesen, dass die Summe aller dieser Rechtecke h ~
sich mit unendlich abnehmendem ~ dem wahren Flächeninhalt A
der Figur unbegrenzt nähert. Bezeichnen wir nun mit n die An-
zahl der auf h liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgültig ist,
ob ein zufällig auf der Begrenzung von Fliegender Gitterpunct
mitgezählt oder ausgeschlossen wird), so besteht haus (n - 1)
Stücken = h und.aus einem Rest, welcher höchstens = 2 ~ ist,
*) Dirichlet : Becherches etc. §. 1.
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so dass wir h=n~+ 8ß setzen können, wo c einen positiven oder
negativen echten Bruch bedeutet. Es .. ist daher:
~ hß = ~ (nß2 +cß2) = Tß2 + ß ~ 8ß;
es ist ferner, da E absolut genommen höchstens = 1 ist, die Summe
~. cß höchstens gleich der endlichen Ausdehnung der Figur F in .
der Richtung der Axe X, und es wird daher ß ~ cß mit ß gleich-
zeitig unendlich klein. Folglich nähert sich das Product T ~2
demselben Grenzwerthe A, welchem sich ~ hß nähert; was zu be-
weisen war.
Es leuchtet übrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be-
schränkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der
Axe Y nur einmal in die Figur F ein- und nur einmal aus ihr aus-
treten. Man kann immer die Figur F als ein Aggregat von po-
sitiven und negativen Flächentheilen ansehen, welche einzeln der
angegebenen Bedingung genügen; und wendet man auf jeden ein-
zelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die Richtig-
keit desselben ·für die ganze Figur F.
..
IV. Ueber die Gesohleohter, in welohe die Olassen der
quadratischen Formen von bestimmter Determinante
zerfallen *).
§.121.
Ist (a, b, c) eine quadratische Form von der Determinante
b2 - ac = D, und sind n, n' irgend zwei' durch diese Form dar-
stellbare Zahlen (wobei es gleichgültig ist, ob die darstellenden
Zahlen relative Primzahlen sind oder nicht), so lässt sich das Pro-
duct n n' stets in die Form x2- Dy2 bringen, wo x und y ganze
Zahlen bedeuten; denn aus der Annahme
n = aa2 + 2brt'J' +C'J'2, n' = aß2+2bß~+c~2
folgt (nach §. 54), dass die Form (a, b, c) durch die Substitution
(~: ~) in eine Form (n, x, n') übergeht, deren Determinante x 2 - nn'
von der Form Dy2 ist. Aus dieser Bemerkung lassen sich folgende
Schlüsse ziehen **).
1. Ist l eine ungerade in D aufgehende Primzahl, so hat für
alle durch l nicht theilbaren Zahlen n, welche durch die Form
(a, b, c) darstellbar sind, das Symbol
(~)
einen und denselben Werth. Denn sind n und n' irgend zwei
solche durch l nicht theilbare und durch (a, b, c) darstellbare
*) Di1~ichlet: Recherehes sur diverses applications etc. §§. 3, 6 (Crelle's
Journal Bd. 19).
**) Verg!. Gauss: D. A. artt. 229 - 231.
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(n;') = + 1, also (~) = (~')
Zahlen, so folgt aus nn' = x2 - Dy2, dass nn' =x2 (mod. l), und
folglich
ist.
2. Ist D = 3 (mod. 4), so. hat für alle ungeraden durch die
Form darstellbaren Zahlen n der Ausdruck
(_1)1/2 (n-1)
einen und denselben Werth. Denn sind n und n/ irgend zwei
solche ungerade Zahlen, so ist
nn' = x2 -Dy2 =x2+y2 (mod. 4);
da ferner nn' eine ungerade Zahl ist, so muss eine der beiden
Zahlen x, y gerade, die andere ungerade sein; hieraus folgt
nn' = 1 (mod. 4), also auch n = n' (mod. 4), und hieraus
(- 1) 1/2(n-l) = (-1) 1/I (n'-I).
3. Ist D =2 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck
(- 1) 1/8 (n2 -1)
einen und denselben Werth. Denn aus
nn' = x2-Dy2 =x2-2y2 (mod. 8)
folgt, da x ungerade ist, nn' =+ 1 (mod. 8), also auch n =+n'
(mod. 8), woraus die obige Behauptung sich Jlnmittelbar ergiebt.
4. Ist D = 6 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck
(- 1) 1/I (n-l) + l/s (n2-1)
einen und denselben Werth. Denn aus
nn' = x 2 - Dy?' =~2+2 y2 (mod. 8)
folgt, da x ungerade ist, nn' =1 oder =3 (mod. 8), je nach-
dem '!I gerade oder ungerade ist; dann ist entsprechend n == n'
oder =3 n' (mod. 8), und man findet leicht, dass in beiden Fällen
n - 1 n2 - 1 n' - 1 n' 2 - 1
-2- + -S= -2- + 8 (mod.2)
ist, was zu beweisen war.
5. Ist D =4: (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck
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(- 1) lf2(n-l)
einen und denselben Werth. Denn aus nn' = x 2 - Dy2 folgt,
da x ungerade ist, nn' =1 (mod. 4), also n = n' (mod. 4).
6. Ist D = 0 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n jeder der beiden Ausdrücke
(- 1)1/2(n-l) und (- 1)1fs(n2 -1)
für sich einen unveränderlichen Werth. Denn aus
nn' = x 2 -Dy2 =x 2 = 1 (mod. 8)
folgt n . n' (mod. 8).
§. 122.
Auf den Sätzen des vorigen Paragraphen beruht die Ein-
theilung der quadratischen E"ormen einer gegebenen Determinante
D in Geschlechter; wir beschränken uns hier auf die ursprüng-
lichen Formen, weil· das, was für sie gilt, leicht auf die anderen
Formen übertragen werden kann; ausserdem betrachten wir für
den Fall einer negativen Determinante nur positive, d. h. solche
Formen, deren äussere Coefficienten positiv sind. Es sei also
(a, b, c) eine ursprüngliche Form der oten Art (§. 61), so wissen
wir (§. 93), dass man den Variabeln derselben stets solche Werthe
x,y beilegen kann, dass
axt +2 bxy + cy2 = n
o
positiv und relative Primzahl zu 2 D wird; dabei ist es gleichgtiltig,
ob x und y relative Primzahlen zu einander sind oder nicht. Be-
zeichnet man nun mit 1, 1', 1" ... alle von einander versclliedenen
in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so hat für alle durch
eine und dieselbe Form (a, b, c) erzeugten Zahlen on jedes der
Symbole
und folglich auch jedes der Symbole
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für sich einen unveränderlichen Werth; ist ferner D nicht ~ 1
(mod.4), also (1 = 1, so gilt dasselbe, je nachdem D =3 (mod.4)1
D =2 (mod. 8), D =6 (mod. 8), D =4 (mod. 8), D =0 (mod.8)
ist, entsprechend von dem Ausdruck
(-lr/ll (II-l), (-lffa(nll-l), (_lr/l1 (II-1)+lfs(1I2-I), (_1)1/11(11-1)
oder von jedem der heiden Ausdrücke '
(_ 1)1f2(n-l) und (- 1) 1/8 (,.2_1).
Die Anzahl dieser Ausdrücke
(~), (~) ... (-lr/ll (II-1) u. s. w.,
die wir die Oharaktere 0 nennen wollen, hängt nur von der De-
terminante D ab und soll im Folgenden immer mit Ä "bezeichnet
werden; offenbar ist ,t gleich der Anzahl der in D aufgehenden
ungeraden Primzahlen l, l', Z" ... , wenn D =1 (mod. 4); in den
übrigen Fällen mit Ausnahme von D =0 (mod. 8) ist sie um 1
und im Falle D =0 (mod. 8) ist sie um 2 grösser. Das System
der bestimmten Werthe ± 1, welche diesen Ä Charakteren 0 für
eine bestimmte Form (a, b, c) zukommen, wollen wir den Total-
Oharakter dieser Form nennen. Nach dem Ausfall dieses Total-
Charakters theilen wir sämmtliche ursprüngliche Formen von
gleicher Determinante und gleicher Art in Geschlechter ein, indem
wir je zwei Formen in dasselbe Geschlecht oder in zwei verschie-
dene Geschlechter werfen, je nachdem der Total-Charakter der
einen Form mit dem der anderen identisch ist, oder nicht; ein
Geschlecht ist hiernach der Inbegriff aller ursprünglichen Formen
von gleicher Determinante und gleicher Art, für welche jeder der
Ä Charaktere 0 für sich genommen denselben Werth besitzt. Da
nun alle Zahlen C5n, welche durch eine bestimmte Form darstellbar
sind, auch durch alle mit ihr äquivalen~en Formen dargestel~t
werden können, so gehören alle Formen einer und derselben
Olasse auch in ein und dasselbe Geschlecht; ein Geschlecht ist da-
her immer der Inbegriff einer bestimmten Anzahl von Formen-
Classen. Da ferner jeder der Ä Charaktere 0 zwei einander ent-
gegengesetzte Werthe haben kann, so leuchtet ein, dass die sämmt-
lichen ursprünglichen Formen von einer gegebenen Determinante
D und von der oten Art höchstens 2'- verschiedene Geschlechter
bilden können.
Wir bemerken nun noch dass die äusseren Coefficienten einer
Form immer durch diese Fo~ dargestellt werden, wenn man der
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einen Variabeln den Werth 1, der andern den Werth 0 beilegt;
mithin können die Charaktere dieser Form immer aus einem dieser
beiden Coefficienten erkannt werden.
Beispiel 1; Für die Determinante D == - 35 =1 (mod. 4)
bilden (§. 67) die sechs Formen
(1, 0, 35), (5, 0, 7), (3, + 1, 12), (4, ± 1, 9)
ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen der
ersten Art, und die beiden Formen
(2, 1, 18), (6, 1, 6)
ein solches Formensystem der zweiten Art. Um diese Formen
(oder die durch sie repräsentirten Classen) in Geschlechter einzu-
theilen, haben wir die beide~ Charaktere
(~) und (~)
zu betrachten, und da A == 2 ist, so sind für jede der heiden
Formenarten höchstens V1:er Geschlechter zu erwarten. Die wirk-
liche Untersuchung ergiebt als Resultat folgende Tabelle
(a, b, c) (~) (~)
(1, 0, 35) I + I +
(5, 0, '7) I I
(3, + 1, 12) I I
(4, + 1,9) I + I +
(2, 1, 18) I + I +
(6, 1, 6) I I
Es zeigt sich also, dass jedes der beiden Systelne nur in zwei ver-
schiedene Geschlechter zerfällt; die drei Forlnen
(1, 0, 35), (4, + 1, 9)
bilden ein Geschlecht, dessen Total-Charal{ter durch
(~)=+1, (~)=+1
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bestimmt ist; die drei anderen ~'ormen
. (5,0, 7), (3, + 1, 12)
bilden ein 'zweites Geschlecht, dessen Total-Charakter durch
(~)=-1, (~)=-1
bestimmt ist. Und jede der beiden Formen der zweiten Art bildet
ein Geschlecht für sich.
Beispiel 2: Für die Determinante D == - 5 = (mod. 4)
bilden (§. 71) die heiden Formen
(1, 0, 5), (2, 1, 3)
ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen; um
sie in Geschlechter einzutheilen, müssen wir die be~den Charaktere
(-1)%(11-1) und (~)
betrachten. Der Form (1, 0, 5) entspricht
(-I)1f.<n-l) =+1, (~)=+1,
und der Form (2, 1, 3) entspricht
(-I)%(n-l) =-1, (~) =-1.
Jede dieser heiden Formen bildet also ei~ Geschlecht für sich;
da Ä = 2 ist, so ist- auch hier die Anzahl der Geschlechter nicht
== 2", sondern nur == 2~-1.
Beispiel 3: Für die Determinante D = 24 =°(mod. 8)
findet man lei_cht (nach §§. 75, 78, 82), dass folgende vier Formen
(1,4,-8), (-1,4,8), (3,3,-5), (-3,3,5)
ein vollständiges Formensystem bilden· es sind hier die folgenden
drei Charaktere zu betrachten: '
(-I)I/11 (n-l), (-lr/8 (nt -I), (:)i
der ersten der obigen Formen entspricht
(-I)%(n-1) =+1, (_I)%(nll-l) =+ 1, (:) =+1;
der zweiten
(-I)%(n-l) =-1, (_I)%(nll -l) =+1, (~)=-lj
der dritten
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(-lf/2(n-l) =-1, (_I)%(n2-1) =-1, (~) = + 1;
und der vierten
(_I)I/2(n-l) = + 1, (-lrls (n2-1) =-1, (~)=-1.
Auch hier zeigt sich also, dass die Anzahl der wirklich vorhandenen
Geschlechter nicht = 2", sondern nur = 2"-1 ist.
§. 123.
Mit Hülfe des Reciprocitätss~tzes lässt sich nun in der That
nachweisen, dass die Anzahl der verschiedenen Geschlechter höchstens
=== 2"-1 ist. Wir setzen D === D' 8 2, wo 8 2 das grösste in D auf-
gehende Quadrat bezeichnet, und legen den Buchstaben ~, E, P
dieselbe Bedeutung in Bezug auf D' bei, welche sie in §. 52 in
Bezug auf die dort mit D bezeichnete Zahl erhalten haben. Dann
wird
(~) = (~') = ~%(n-l) E%(n2 -1) (;),
wo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die relative
Primzahl zu 2 D ist. Da nun die Determinante D keine Quadrat-
zahl, also D' nicht === 1 ist, so kann auch nicht gleichzeitig
h '= + 1, E = +1 und P = 1 sein, und hieraus folgt leicht, dass
der Ausdruck
~ lJ2(n-l) E%(n2-1) (;)
entweder einer der Charaktere 0 selbst, oder ein Product aus
mehreren dieser Charaktere ist; bezeichnen wir diese Charaktere
mit 0' und ihr Product mit Il 0', so ist also stets
no' = (~),
sobald n positiv und relative Primzahl zu 2 D ist. Da nun durch
jede ursprüngliche Form der oten Art stets Zahlen on dargestellt
werden können, in welchen n dieser Bedingung genügt (§. 93),
und zwar solche Zahlen on, von welchen D quadratischer Rest ist
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(§. 60), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form
so beschaffen ist, dass stets
n C' =+ 1
und niemals rr 0' == - 1 wird. Da nun unter den sämmtlichen
21. Zeichencombinationen, welche man erhält, wenn man jedem der
At Charaktere 0 sowohl den Werth +1 wie den Werth - 1 bei..
legt, offenbar die Hälfte so beschaffen ist, dass fI C,' == - 1 wird,
so folg~, dass diesen Zeichencombinationen oder Total-Charakteren
keine wirklich existirenden Formen entsprechen können. Mithin
ist die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter höchstens
= 21.-1.
Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass allen denjenigen
Total-Charakteren, welche in Uebereinstimmung nlit der oben an-
gegebenen Relation sind, wirklich existi'(cnde Fonnen entsprechen,
dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Geschlechter = 21- 1
ist, und ausserdem, dass jedes Geschlecht eine gle1'chc Anzahl von
Formen-Classen enthält.
§.124.
Wir wollen wieder (wie in §. 89) mit n alle positiven ganzen
Zahlen bezeichnen, die relative Primzahlen zu 2 D sind, ferner
mit m alle diejenigen Zahlen n, von welchen D quadratischer Rest
ist, und mit lt die Anzahl der von einander verschiedenen in m au~­
gehenden Primzahlen. Es sei ferner t/J (n) eine der Bedingung
1/J (n') t/J (n") = 1/J (n' n") genügende Function, so ist stets
I 'I/J(n2) I 2/-l'I/J(m) = I t/J(n) I (~)t/J(n),
vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen
bestimmte von der Anordnung der Glieder unabhängige Wertbe
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Specialisirung
t/J (n) = n-8 in die Endgleichung des §. 89 über, und sie könn~e
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. WIr
ziehen hier folgende Verification vor.
Verfährt man, wie in §. 91, so erhält man durch Ausführung
der Multiplication der heiden unendlichen Reihen auf der rechten
Seite
wo
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~n = I (~)
ist, und ~ alle Divisoren der Zahl n durchlaufen muss. Denkt
man sich nun die Zahl n dargestellt als Product von Primzahl-
potenzen A, B ... und bezeichnet man mit a alle Divisoren von
A, mit b alle Divisoren von B u. s. w., so leuchtet ein, dass t'n das
Product aus den Summen
ist. Wenn nun z. B. A = qa, und q eine Primzahl ist, so wird
I(~)=a+l,
wenn D quadratischer Rest von q ist; ist dagegen D Nichtrest von
q, so wird
I (~) = 1 oder = 0,
je nachdem (X gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua-
drat oder kein Quadrat ist. Bezeichnet man daher mit k alle die-
jenigen Zahlen n, in welchen nur solche Primfactoren aufgehen,
von denen D Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl n, für
welche 7: n von Null verschieden ausfällt, von der Form 1nk2 ist;
und zwar ist dann 't: n gleich der Anzahl t'm aller Divisoren von m.
Da ferner 1/J (mk2) == t/J (m) tjJ (k2) ist, so wird die rechte Seite
.unserer Gleichung gleich
~ 't: m 11' (mk2) == ~ 1/1 (k2) • ~ 't: m 11' (m).
Wir wenden uns nun zur linken Seite; da jede Zahl n von der
Form km ist, so ergiebt sich zunächst
~ 1/J (n2) == L 1/J (k2) . L 1/1 (m2) ,
und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass
~ 'ljJ (11'1,2) ~ 2 1U. 'ljJ (m) == L T:m'ljJ (1n)
ist *). Führen wir links die l\fultiplication aus, inden1 wir alle Glie-
der des Productes, welche denselben Factor 1/J (1n) enthalten, in ein
einziges zusatnmenfassen, so erhalten wir ein Resultat von der l~ornl
~ 1:~ 1{' (1n) ,
*) Der gemeinschaftliche Werth beider Seiten ist das Quadrat von Zl/J (nt).
Dirichlet, Zahlentheorie. 21
322
wo der Coefficient
Supplement IV.
und folglich
't'~ == ~ 2v
aus ebenso vielen Gliedern besteht, als die Zahl m quadratische
Divisoren ~2 besitzt, und wo die Zahl v rür jede Zerlegung von
der Form m = E~2 angiebt, wie viele verschiedene Primzahlen in
E aufgehen. Es braucht daher jetzt nur noch nachgewiesen zu
werden, dass 't':n =·'Cm ist, d. h. es muss folgender Satz bewiesen
werden:
Zerlegt man eine ganze positive Zahl m auf alle mögliche
Arten in zwei Factoren, von denen der eine ein Quadrat ~2 ist,
und bezeichnet man mit v jedesmal die Anzahl der in dem anderen
Factor E aufgehenden von einander verschiedenen Primzahlen, so
ist ~ 2v gleich der Anzahl 't'm aller Divisoren der Zahl m.
Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich aber
leicht auf folgende Weise. Ist
m == aabfJc'Y .•• ,
wo a, b, c ... von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so
ist jeder Divisor E von der Form
E =ABC ... ,
wo A, B, C ... resp. irgend welche Glieder aus den Reihen
alt a lt - 2 aa-4, , . . .
bfl , bß-2 bfJ-4 •••,
cl' c'Y-2 c'Y- 4
..., ,
u. s. w. bedeuten, welche so weit fortzusetzen sind, als die Ex-
ponenten nicht negativ werden. Lässt man nun jedem Factor
A, B, o ... resp. einen F'actor A', B', C' ... entsprechen, welcher
== 2 oder == 1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent> 0
oder = 0 ist, so wird •
2v == A' B' C' ... ,
~ 2v = ~ A' . ~ B' . ~ 0' ... ;
~da aber, wie unmittelbar einleuchtet
~A'==~+I, ~B'=ß+l, ~C'=r+l ...
ist, so findet man
~ 2v = (~+ 1) (ß +1) (r +1) ... = 1: m ,
was zu beweisen war.
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Die Richtigkeit der obigen Gleichung ist also hiermit eben-
falls erwiesen.
Bei einer aufmerksamen Prüfung der vorstehenden Ableitung
wird man leicht den Zusammenhang zwischen ihr und dem (in §.91
aufgestellten) Satze über die sämmtlichen Darstellungen einer Zahl
un durch das vollständige System S der ursprünglichen Formen
der uten Art erkennen, und man wird auf diese Weise zu einem
sehr einfachen Beweise dieses letzteren Satzes gelangen, wenn man
von dem in §. 60 oder §. 86 gewonnenen Resultat ausgeht, dass
die Anzahl der verschiedenen Gruppen von eigentlichen Darstellungen
einer Zahl um durch die Formen des Systems S gleich 2/-l ist, wo
/L die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen be-
deutet.
Schliesslich belnerken wir, dass der Satz sich bedeutend ver-
allgemeinern lässt, wenn man statt des in ihm vorkommenden
Jacobi'schen Symbols irgend eine Function f) (?~) einführt, welche
der Bedingung 0 (n') 0 (n") == 0 (n' 1~") genügt und nur eine end-
liche Anzahl verschiedener Werthe besitzt.
§. 125.
Nach §. 123 zerfallen die sämmtlichen (positiven) Formen von
der Determinante D und von der uten Art, und also auch die
sämmtlichen h Formenclassen in höchstens i = 2~-1 verschiedene
Geschlechter, deren Total-Charaktere sämmtlich der Bedingung
. rr 0' =+ 1
genügen, und die wir mit
GI' G2 • • • G r
bezeichnen wollen; die Anzahl der Formen-Classen, welche diese
Gcschlecllter enthalten, sollen entsprechend mit
91,92 · · · 9r
bezeichnet werden, so dass also, wenn eins dieser Geschlechter,
z. 13. Gr, nicht wirklich vorhanden sein sollte, 9r == 0 zu setzen
ist. Es soll nun gerade in1 Folgenden gezeigt ,verden, dass dies
niemals eintritt, dass also diese 't Geschlechter wirklich eXl·st1·ren,
und ausSerdelTI, da.ss sie alle gleich viele Forlnen-Classen enthalten,
dass also
hgl =::: (}') == (I) • • • === -
• - • .1 1:
ist..
21*
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Zu diesem Zweck benutzen wir die 1m vorigen Paragraphen
bewiesene Gleichung *), indem wir
t/J (n) = X~:)
setzen, wo X(n) irgend eins der 2'- === 2T: Glieder der Summe be-
deutet, welche durch die Entwicklung des über alle l Charaktere
o erstreckten Productes
rr (1 + C)
entsteht; der Bedingung 1/1 (n) 1/1 (n') == 1/1 (nn/) geschieht offen-
bar durch jede solche Specialisirung Genüge, denn alle Factoren
C, aus denen eine solche Function X(n) zusammengesetzt ist, ge-
nügen .derselben Bedingung. Da ausserdem X(n) für jede Zahl n,
die relative Primzahl zu 2 D ist, ::= + 1 ist, so convergiren die
vier in der Gleichung vorkommenden unendlichen Reihen unab-
hängig von der Anordnung ihrer Glieder für jeden positiven Werth
s > 1. Es ist also unter dieser Annahme, da X(n 2) === x(n) x(n)
=== +1 ist,
~ _1 ~ (m) 2/1- = ~ x(n) ~ (D) x(n).
n
28 X m8 n8 1~ n S
Denken wir uns nun wieder (wie in §. 88) ein vollständiges
System S von h Formen
(a, b, c), (a', b', c') ...
von 4er Deter~inante D und von der oten Art aufgeschrieben,
und unterwerfen wir die Variabeln x, y jeder Form den dort an-
gegebenen Bedingungen I., 11., 111., so wird jede Zahl um jm
Ganzen auf x . 2fl verschiedene Arten erzeugt, wo " die ebenda-
selbst festgesetzte, nur von D und 0 abhängige Bedeutung hat:
Die sämmtlichen h Formen des Systemes S zerfallen nun in ZW~I
Gruppen, nämlich in eine Gruppe von H Formen, die wir ro:1t
(a, b, c) bezeichnen wollen, für welche X(m) = + 1 ist, und In
*) Auch ohne Hülfe derselben gelangt man auf einem etwas kürzeren,
wenn auch principiell nicht verschiedenen Wege zum Ziele, wenn man ~on
der aus §. 91 folgenden Gleichung "Z T n 1/' (n) == Z l/J (v) ausgeht, wo l/J eIne
willkürliche Function, und (J v alle die Zahlen bedeutet welche durch das
System der Formen (a, b, c) unter den Bedingungen 1., Ii. ues §. 90 erzeugt
werden. Setzt man dann l/J(n) == n-sH(l+yrC), wo 1'1' den Werth des
Charakters C im Geschlechte G r bedeutet, so wird dies letztere rechts So"
fort isolirt, während der Grenzprocess auf der linken Seite für jeden ~e"
standtheil er X (n) des Productes H(l + yr C) einzeln ausgeführt werden kann.
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eine zweite Gruppe von H' ~"ormen, die wir mit (a', b', c') bezeich-
nen wollen, für welche X(m) == - 1 ist. Offenbar werden auf
diese Weise alle Ur Formen des Systems S, welche einem und dem-
selben Geschlecht Gr angehören, auch einer und derselben dieser
beiden Gruppen zugetheilt; denn für alle diese Formen hat jeder
Factor 0 von X(m) für sich genonlmen und folglich auch X(m) selbst
einen und denselben Werth. Und umgekehrt leuchtet ein, dass alle
Zahlen 0 m, denen X(m) = + 1 entspricht, ausschliesslich durch
Formen der ersten Gruppe, und alle Zahlen 0 m, denen X(m) === - 1
entspricht, ausschliesslich dUl'ch Formen der zweiten Gruppe er-
zeugt werden. Mithin ist
+ ~ (aX2+2bXY+Cy2)-~ +....
2~ 0
"I x(m) m8= _ I e'X2+2b~:tY+C'Y)-8 _ ... , '
wo auf der rechten Seite die den H Formen (a, b, c) der ersten
Gruppe entsprechenden Doppelsummen mit positivem Vorzeichen,
und die den H' Formen (a', b', c') der zweiten Gruppe entsprechen-
den Doppelsummen mit negativem Vorzeiehen behaftet sind.
Multiplicirt man jetzt die Gleichung mit der unendlichen
Reihe
~ 1
n28 ,
so erhält man links zufolge der obigen Gleichung das Resultat
" I x(n) I (D) X(n).
nB n n8 '
führt man ferner auf der rechten Seite die Multiplication WIe In
§. 90 aus, so verändert sich äusserlich ihre Gestalt nicht, sondern
es fällt allein die frühere Bedingung 111. fort, nach welcher die den
Variabeln x, y beigelegten Werthe relative Primzahlen zu einander
sein mussten. Man erhält daher
+ ~ (ax2+ 2bxy + Cy2)-.~ + ....
"Ix(n)~(n)x(n)== 0 .
n 8 n n S _ ~C'x2+2b:xy+ C' y2)- S _ ••••
Setzen wir jetzt s === 1 + Q, und multipliciren wir mit Q, so
nähert sich mit unendlich abnehmendem positiven ~ jedes der h
Producte
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(
aX2 +2bxy +Cy2)- (l + f.!) ., (0/ x'J +21/xy + c' !J'J)-(l + (!)~~ O' ···(>1 (j ...
einem und deInseiben von Null verschiedenen Cirenz\verth ~ wel-
cher für eine negative Determinante in §. 95, nil' eine positive in
§. 98 bestimmt ist; mithin wird der Cirenz\verth, \velchenl sich das
Product aus Q und aus der rechten Seite der vorstehenden Glei-
chung nähert, gleich (H - H') W
Für die beiden Fälle nun, in welchen für X(n) entweder das
Anfangsglied 1 oder das Glied fI C' der Ent\vicklung des Pro-
ductes [I (1 + C) genommen wird, ist]l == hund J/' == 0; und,
die obige Gleichung stimmt genau mit der in §. 90 überein, ,velc~e
später zur Bestimmung der Classenanzahl h fiihrte. In den übrigen
(27: - 2) :Fällen, d. h. also, wenn unter X(n) irgend ein Glied des
entwickelten Ausdrucks
n (1 + C) - 1 - 11 (J'
verstanden wird, nähert sich aber, wie im folgenden Paragraphen
nachträglich gezeigt werden soll, jede der heiden unendlichen
Reihen
~ X(n) I '"~ (D) X(n)
... une" _. --
n 1 +(J - n n 1 +f.!
mit unendlich abnehmendem ~ einem endlichen Grenzwerth, und
folglich das Product
,-, X(n) ~, (D) X(n)Q'X~--." ---
n 1 +(l ... 1t n1+(J
dem Grenzwerth Null. Vergleicht man dies nlit dem oben ge-
fundenen Grenzwerth (lI - H') ~ wo Weine von Null verschie-
dene. Grösse war, so ergiebt sich
H-H' == 0,
d. h. jedem dieser (2'C - 2) Fälle entspricht eine Eintheilung aller
h Forme~ des Systeuls S in z,vei Gruppen, deren jede eine gleiche
Anzahl H == H' == 1/2h Formen enthält.
Zufolge der obigen Bemerkung, dass die Ur Formen des Sy-
stems S, welche einem und demselben Geschlecht G'j' angehören,
bei jeder einzel~en Specialisirung von X(n) entweder alle in die
ers~e, oder alle In die zweite Gruppe fallen, lässt sich jede solche
GleIchung von der Form H -11' == 0, welche einem dieser (2 f - 2)
Fälle entspricht, in folgender Weise aufschreiben
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91 + 92 + 93 + ·· ·+ gr == 0, (g)
wo die Anzahl gl jedesmal mit positivem, irgend eine andere An-
zahl 9 r aber lllit positivem oder negativem Vorzeichen behaftet ist,
je nachdem in diesem Fall die Formen des Geschlechts G r der-
selben Gruppe angehören, wie die Formen des Geschlechts GI' oder
nicht, d. h. je nachdem dieWerthe, welche x(n) in dem Geschlecht
GI und in dem Geschlecht G r erhält, gleich oder entgegen-
gesetzt sind. Ist LI der Ueberschuss der Anzahl der Fälle, in wel-
chen das Erstere eintritt, über die Anzahl der übrigen, so wird,
wenn man alle Gleichungen (g) addirt, die den (2t' - 2) verschie-
denen Fällen entsprechen, der Coefficient von 91 gleich (2't - 2),
und der von 9r gleich LI werden. Um nun diesen Uebel,:'schuss L1
zu bestimmen, bezeichnen wir mit 1'1 und rr die bestimlnten "rerthe
+ 1, welche irgend einer der A Charaktere C resp. in dem Ge-
schlecht. GI und Gr annimmt, und unter diesen mit 1'1' und rr' die-
jenigen Werthe, welche den Charakteren C' entsprechen; Inan
überzeugt sich dann leicht, dass
LI == 11 (1 + I'II'J.) - 1 - n 1'/ r /
ist; denn wenn wir das erste, aus A. Factoren von der Form
(1 +1'1 I' r) bestehende, Product rechter Hand entwickeln und die
daraus entstehenden beiden Glieder 1 und rr 1'/ 1'/ gegen die bei-
den andern Glieder fortheben, so bleiben 2~ - 2 == 2-r - 2 Glieder
zurück, deren jedes einem bestimmten Gliede des entwickelten
Ausdrucks
rr (1 + 0) - 1 - n0',
d. h. einer bestimmten Specialisirung von X(n) entspricht, und
zwar wird ein solches Glied ' + 1 oder == - 1 werden, je nach-
dem die beiden Werthe, welche das correspondirende X(n) inl Ge-
schlecht GI und im Geschlecht G r annimmt, gleich oder entgegen-
gesetzt ausfallen.; die algebraische Sumlne aller dieser G1ieder ist
also in der That gleich denl Ueberschuss Li, was zu beweisen war.
Da nun die beiden Geschlechter GI und G,. verschieden sind, so
ist mindestens einer der A. Factoren (1 +1'1 1'1') gleich Null, und
da ausserdem rr 1'1' == 1,rI 1'/ == 1 und folglich auch n 1'1' i'r'
=== 1 ist, so erhalten wir LI == - 2. Da dieser Ueberschuss Li nun
für alle von GI verschiedenen Geschlechter gleicll gross ist, so er-
halten wir durch Addition sämmtlicher (27: - 2) Gleichungen (g)
das Resultat
(27:- 2) 91 - 2 (92 +93 + ···+ 9r) == 0,
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und da ausserdem
91 +92 +93 +···+9 t == h
ist, so folgt
h h
21:91 - 2h = 0, also 91 == ~ = 2~-1·
Da endlich für jedes andere Geschlecht G2 , G3 • • • Gt die
Untersuchung ebenso geführt werden kann, wie fUr das Geschlecht
GI' so erhalten wir als Endresultat den Satz *):
Die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter ist gleich
2A- 1, und alle diese Geschlechter enthalten gleich viele Formen-
classen.
§. 126.
Zur Vervollständigung des vorstehenden Beweises haben wir
nun noch zu zeigen, dass für jede der 21: - 2 Specialisirungell von
X(n), welche den Gliedern des obigen entwickelten Ausdrucks ent-
sprechen, jede der beiden unendlichen Reihen
~ x(n) ~ (D) x(n)
n 1 +(,> , n 1'1,1+(>
Init unendlich abnehmendem positiven ~ sich einem endlichen
Grenzwerth nähert. Dies kann mit Rücksicht auf frühere Unter-
suchungen (§. 101) in folgender Weise geschehen.
Jede der heiden in llede stehenden Summen ist von der Form
*) Gauss: D. A. artt. 252, 261, 287. - Mit Hülfe des Satzes über die
arithmetische Progression (Supplement VL) lässt sich der obige Satz sehr
kurz beweisen. Da nämlich alle Zahlen 12, für welche jeder der 1 Charak-
tere C ei~en vorgeschriebenen Werth ± '} besitzt, in gewissen a~·ithmeti.
sehen ReIhen enthalten sind, deren Differenz 4 D ist während Ihre An-
fangsglieder relative Primzahlen zu 4 D sind (vergl.' §. 52), so existiren
unter diesen Zahlen n auch P1'in~.zahle12, p; genügen nun die für die Char~k­
tere C vorgeschriebenen Werthe + 1 der Bedingung H C' ::::: +1, ~~. 1str: quadratischer Rest von p, und folglich existirt -eine (positive) urs~rung­
hche Form erster Art, deren erster Coefficient = 1') ist welche mithIn den
h . b r 'vorgesc rle enen Total-Charakter besitzt.
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WO (j2 == 1, fJ2 = 1, und L irgend ein ungerader Divisor von D
ist; da quadratische Factoren inl Nenner eines Jacobi'schen Sym-
bols fortgelassen werden dürfen, so können wir annehmen, dass
L durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Ferner ist
jedenfalls nicht gleichzeitig 0 == + 1, 'YJ == + 1, L == 1; denn
sonst wäre entweder X(n) = 1, oder X(n) == Il C', gegen unsere
Voraussetzung.
Bezeichnen wir mit LL' das Product aus allen von einander
verschiedenen in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so ist das
, System der Zahlen n identisch mit dem System aller positiven
ganzen Zahlen, welche relative Primzahlen zu 8 LL' sind; wir be-
trachten zunächst nur die ersten cp (8 LL') Zahlen n, d. h. die-
j enigen Zahlen n, welche kleiner als 8 L L' sind, und zeigen, dass
die Summe der entsprechenden Werthe von ~n gleich Null ist. Zu
diesem Zwecke bezeichnen wir mit a irgend eine der vier Zahlen
1,3, 5,7; lnit b irgend eine der cp (L) Zahlen, welche relative
Prilnzahlen zu L und nicht grösser als L sind; endlich mit b'
.irgend eine der cp (L') Zahlen, welche relative Primzahlen zu L'
und nicht grösser als L' sind. Es wird dann (nach §. 25) durcll
die drei Congruenzen
n =a (mod. 8), n =b (mod. L), n =b' (mod. L')
eine und nur eine Zahl n bestimnlt, welche relative Primzahl zu
8 LL' und zugleich kleiner als 8 LL' ist; und wenn jede der drei
Zahlen a, b, b' "!1nabhängig von den anderen alle ihr ~ukommenden
Werthe durchläuft, so werden auf diese Weise auch alle cp (8 LL')
Zahlen n erzeugt, die relative Primzahlen zu 8 LL' und kleiner
als 8 L L' sind. Da nUll jedesmal
(J 1/0 (,,-1) fJ %(""-1) = () If.(a-l) fJ 1/"(,,0_1), (~) = (~)
ist, so wird die über diese Werthe von n ausgedehnte Summe
" (x, == m(L') ,., J)1/2 (a-l)'t)lffl(a2 -1) ,., (~) .
.a.J n I • ~ (J -, ..a.J L '
nun ist aber (nach §. 52, I.)
,.,(b)_~ L -0,
ausgenommen, wenn L === 1 ist; ausserdem findet man leicht, dass
auch
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ist, ausgenommen, wenn f) = TJ == + 1 ist. Da nun, ,vie schon
oben bemerkt ist, diese beiden Ausnahmefälle jedenfalls nicht
gleichzeitig eintreten, so ist
~ U n = 0,
wo das Summenzeichen sich auf die angegebenen Werthe von n
bezieht.
I)a ferner, sobald n' _ n (rrlod. 8 LL'), auch an' = an ist, so
wird immer
~ an === 0
sein, wenn .die Summation auf beliebige Cf (8LL') auf einander
folgende, also nach dem Modul 8 LL' illcongruellte Werthe von
n ausgedehnt wird. Und hieraus folgt ulunittelhar, dass die Summe
aller Werthe von an, die beliebig vielen auf einander folgenden
Werthen von n entsprechen (von n == 1 an gerechnet) stets unter-
. halb einer endlichen angebbaren Grenze bleibt. Nach einer früheren
Untersuchung (§. 101) ist daher die I~eihe
wenn ihre Glieder nach der Grösse der Nenller geordnet werden,
eine fUr jeden positiven Werth von s endliche und stetige Function
von S; also nähert sich auch jede der beiden obigen Reihen mit
unendlich abnehmendenl positiven () einem endlichen Grenzwerth,
,vas zu beweisen' ,var.
v. Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte
Moduli.
§. 127.
Es ist in ~. 28 gezeigt, dass, \venn die Zahl a relative Prim-
zahl gegen den lVlodul k ist, stets positive ganze ~~xponenten n
von der l~esehaffcnheit existiren, dass an _ 1 (luoc1. k) ist; diese
l~xponenten n sind die sämlntlichen Vielfacllen des kleinsten unter
ihnen; bezeichnet Inan diesen nlit 0, so sagt lllan, die Zahl (t gehöre
ZUlll Exponenten ~; und die ~ Zahlen
1, a, a2 • • • a d' - 1 ( A)
sind sämmtlich incongruent. Mit I-Iülfe des verallgemeinerten
}i~ermat'schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass ~ imnlcr ein
r>ivisor von qJ (k) ist; dies I{esultat lässt sich aber auch ohne IIü1fo
(ICH I~'el'nuLt'8ehcn Satzes ableiten durch eine eigcnthiinl1iehe
~'let1tode, \velche sehr häutig ZUlU Naehweise der rrhcilhal'kcit einer
Zahl durch eine andere gebraucht wel'<lcn kallll. In ullscrenll1'allo
gestaltet dieselbe sich folgendernutassen.
Ist (t' irgend eine relative l)rinlzahl zu 7c, so sind (nach §. 18)
die ~ Zahlen
(t', a' lt, (~' (t2 ••• (~' nd' -1 (A')
siinllntlich incongruent; dasselbe gilt von den 0 Zahlen
a/ I, (t' I (l" a" a2 • • • a" a ä -- 1 ( ./1")
sobald a" ebenfalls relative I)rünzahl zu k ist. Jeder solche Corn-
plex, wie A' oder A", enthält i5 unter einander incongruente Zah-
len, die sänl111tlich relative Primzahlen gegen k sind und also als
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Repräsentanten von ~ Zahl-Classen in Bezug auf den ~Iodul lc an-
gesehen werden können. Gesetzt nun, es findet sich eine und die-
selbe Zahlclasse in jedem der beiden Complexe A' und A" ver-
treten, so giebt es zwei Exponenten p', /A" von der Beschaffenheit,
dass
a' . aft' =a" . afl" (mod. k)
ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass
ft" > /1', so erhält man durch Division mit afl' die Congruenz
a' =a" . afl"-,u' (mod. k);
und hieraus folgt sogleich, dass jede in A' enthaltene Zahl a' . am
auch einer Zahl von der Form a" • an, d. h. einer in A" enthal-
tenen Zahl congruent ist. Wir können hieraus schliessen, dass
entweder zwei solche Complexe A', A" dieselben ß Zahlclassen
enthalten, oder dass keine einzige Classe in heiden gleichzeitig
vertreten ist.
Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus ß Zahlelassen
bestehenden Complexe von der Form A', A" ... , und zwar nur
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich jede
der cp (k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu k enthalten,
in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, vertreten sein;
ist daher c die Anzahl dieser von einander verschiedenen Complexe,
so muss cp (k) = c~, also cp (k) theilbar durch ~ sein, was zu be- \
weisen war.
Hieraus ergiebt sich nun der Fermat'sche Satz als Folgerung;
denn erhebt man die Congruenz
ao=1 (mod. k)
zur 8 ten Potenz, so erhält man
aCP{k) = 1 (mod. k).
§. 128.
~"ür den Fall, dass der lVlodul k eine Primzahl 1) ist, wurde
fernerin §.29 bewiesen, dasszujedelnDivisor ö von q;(p)=p-l
g.enau fJJ (8) Zahlen gehören, die nach dem Modul p incongr~e~t
sInd; und in §. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten prUDl-
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tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen ffJ (p - 1) incon-
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p - 1 selbst gehören.
Wir wollen nun untersuchen, ob ähnliche Gesetze auch für zu-
sammengesetzte Moduln gelten.
Zunächst beschränken wir uns auf den Fall, in welchem der
Modul k eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir
werden der Analogie nach unter einer primitiven fJrurzel von k
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten ffJ (k) gehört. Dem
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln
schicken wir folgenden Hülfssatz vora1;1s:
Ist h irgend eine ganze Zahl und 11: eine posit1:ve ganze Zahl,
so ist 'stets
(1 + hp1l)p =1 + hp1l+l (mod. p1f+2).
Man überzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der
linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet nämlich zu-
nächst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschränkt,
(1 + hp1l)p =1 + hl]1l+1 + t(p-1)h2p 271+1 (mod. p3n),
und hieraus ergiebt sicll die obige Congruenz, wenn mall bedenkt,
dass p ungerade, also ~ (1) - 1) eine ganze Zahl, und ferner, dass
sowohl p 2 7l +1 als aucll p3 n durch p 71 + 2 theilbar ist.
Nach dieser Vorbemerkung gellen wir an unsere Unter-
suchung und nehmen zunächst einmal an, es existire für den Mo-
dul p7l +1, wo 11: > 1 ist, wirklicll eine primitive Wurzel g; dann
liegt es nahe zu fragen: zu welcllem Exponenten gehört eine solche
Zahl 9 in Bezug auf den Modul p71? Es sei ~ dieser Exponent,
also
gO == 1 +hß1T,
so erhält man Init Hülfe des soeben bewiesenen Satzes
gOP - 1 (11lOd.l)7l+1);
da nun 9 primitive Wurzel von p1l+1 ist, so muss ~p durch
rp (pn +1) == (p - l)p7T, und folglich 0 eIurcll (1) - l)pn-l theil-
bar sein; andererseits Inuss aber, da 9 zum Exponenten 0 in Bezug
auf den Modul lJ7T gehört, nothwendig rp (pl1) === (p - 1) l J1l - 1
durch 0 tlleilbar sein; nlithin ist ~ === rp (lJ1l ) , d. h. 9 ist auch
primitive 'Vurzel von 1)1T. Zugleich leuchtet ein, dass die in der
Glei~hung
1f-l
g(P-l)P == 1+ hpn
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so ist auch
vorkommende Zahl h nicht durch p theilbar sein kann; denn sonst
wäre
1l-1
g(P-l)P =1 (mod. p7l+1),
also 9 keine primitive Wurzel von p 1l + 1.
Setzt man diese Schlüsse weiter fort, so erhält ~an zunächst
das Resultat:
Jede primitive Wurzel 9 von einer höheren Potenz einer un-
geraden Primzahl p ist nothwendig eine prinlitive lVurze7 cler Zahl
p selbst, und zwar von de~ Besch(~ffenheit, llass gP-1 - 1 nicht
durch p2 theilbar ist.
Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei ,q eine primitive
Wurzel von pll, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in d~r
Gleichung
7l-1
g(P-1)p == 1+hlJ 7l
vorkommende Zahl h nicht durch 1) theilbar ist; und wir fragen
jetzt: zu welchem Exponenten gehört diese Zahl .tI in Bezug auf
den Modul pll+1? Ist 8 dieser Exponent, also
gO =1 (mod. pl1+1),
gff = 1 (mod. p7l),
und folglich 8 theilbar durch rp (1)7l); da aber andererseits hein
Divisor von rp (p 1l +1) === P qJ (pll) sein muss, so ist d' entweder
== qJ (pll), oder === qJ (p1l+1); das Erstere ist aber nicht der Fall,
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl h nicht durch p theil-
bar ist; also ist 0 .== qJ (p 7l +1), d. h. die Zahl 9 ist primitive Wur-
zel von p 1l +1. Zugleich leuchtet aus der Congruenz
n
g(P-l)p == (1 +hp7l)p =1 +hp7l+1 (mod.l)71 +2)
ein, dass die in der Gleichung
11
g(P-l)p == 1 +h'p:1l+1
vorkommende Zahl h' nicht durch p theilbar ist. .
Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das zweIte
Resultat:
Jede prim1"tive Wurzel 9 einer ungeraden P1·hnzahl 1J, für
welche die D1;t!erenz gP-1 - 1 nicht durch p2 thei7bar ist, ist·auch
eine prinu·tive T;}Turzcl alle/j" höheren ]Jolcl1zen von 1).
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setzen wir daher
Um also die Existenz von primitiven Wurzeln 9 für höhere
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen 9 zu fin-
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive
Wurzeln 9 von P existiren, für welche gP-l - 1, oder, was dasselbe
sagt, für welche gP - 9 nicht durch p2 theilbar ist. Dies geschieht
leicht auf folgende Weise. Ist f irgend eine prinlitive Wurzel von
p, so sind alle in der Form
9 ===f+px
enthaltenen Zahlen 9 ebenfalls primitive Wurzeln von p; dann ist
nach dem binomischen Satze
. gP = IP (mod. p2);
..
.fP=I +f' p (mod. p2),
so wird
gP - 9 == P (j' - x) (mod. p2),
und folglich ist 9 == f + px jedeslnal eine primitive Wurzel aller
Potenzen von p, ausgenommen, wenn x -I' (mod. p), also
9 =fP (mod. p2)
ist. Da nun qJ (p - 1) nach dem Modul p incongruente Zahlen f
existiren, und aus jeder Zahl I genau (p - 1) in Bezug auf den
Modul p2 incongruente Zahlen 9 === f +px von der Beschaffenheit
abgeleitet werden können, dass gP-l-l nicht durch p2 theilbar
wird, so erhalten wir das Resultat:
Die sämrntlichen primitiven Wurzeln I)On höheren Poterl,zen
einer ungeraden Primzahl p sind die särnmtl1~chen Individuen von
(p - 1) qJ (p - 1) verschiedenen Zahlclassen in Bezug aru:! elen
Modul 1)2.
Beispiel: SKmmtliche primitive Wurzeln der Prünzahll) == 7
sind in den heiden Ileihen 7 x + 3, 7 x + 5 enthalten; da nun
37 =31, 57 19 (mod. 49)
ist, so sind alle in den aritllluetischen Reihen 7 x + 3, 7 x + 5
enthaltenen Zahlen, mit Ausllalnne derer, welche = 31 oder =19
(lnod. 49) sind, auch primitive 'Vurzeln VOll allen höheren Po-
tenzen von 7.
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§. 129.
Nachdem im Vorhergehenden die Existenz von primitiven
Wurzeln 9 für jeden Modul p1T nachgewiesen ist, der eine Potenz
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die übrigen ele-
mentaren Fragen über die Potenzreste beantworten. Setzt man
zur Abkürzung
so sind die Potenzen
gO, g1, g2 ... gC-l (mod. pl1)
sämmtlich incongruent, und bilden daher ein vollständiges System
incongruenter Zahlen, mit Ausschluss der durch p theilbaren
Zahlen. Ist daher n irgend eine durch 1) nicht theilbare Zahl, so
existiren stets unendlich viele Exponenten ", die aber nach dem
Modul c sälnmtlich einander congruent sind, von der Beschaffen-
heit, dass
n =g'Y (mod. p71);
man nennt dann r den Index der Zahl '1~ für die Basis g, ~nd
drückt dies in Zeichen so aus
Ind. n =r (mod. c);
durchläuft r ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul
c, so durchläuft n ein vollständiges System von Zahlen, die relative
Primzahlen zu p1l und unter einander nach dem Modul pIC incon-
gruent sind. Für die Rechnung mit diesen Indices gelten dieselbe~
Gesetze, wie die (in §. 30 angegebenen) für den Fall 1t == 1. WIr
heben hier besonders hervor, dass
lnd. (1) = 0, lud. (-1) =ic (mod. c),
und ferner, dass n' quadratischer Rest oder Nichtrest von pn ist,
je nachdem lnd. n gerade oder ungerade ist.
Aus dem Index einer Zahl n lässt sieh leicht der Exponent t
bestimmen, zu welchem n in Bezug auf den Modul p 11 gehört; aus
n =glnd.n (mod. p1J)
folgt nämlich
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n t =gtlnd.n (mod. p71);
soll also n t = 1 sein, so muss t lnd. n durch e theilbar, und
folglich tein l\tIultiplum von e : ~ sein, wo ~ den grössten gemein-
schaftlichen Divisor von e und lnd. n bedeutet; die kleinste aller
dieser Zahlen t, d. h. der Exponent, zu welchem n gehört, ist daher
=== e : d.
Hieraus folgt, dass n stets und nur dann eine primitive Wurzel
von p 1J ist, wenn lnd. n relative Primzahl zu eist; die Anzahl aller
nach dem Modul pn incongruenten primitiven Wurzeln von p7T ist
daher gleich der Anzahl derjenigen der Zahlen ...
0,1,2 ... c-l,
welche relative Primzahlen zu c sind, also gleich rp (e) :::=::: epep (p7l).
Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare ~~olge aus dem
Schlusssatze des vorigen Paragraphen.
§. 130.
Die Primzahl 2 verhält sicll anders als die ungeraden Priln-
zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet \vurden.
Für den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive
Wurzel angesehen werden.
Für den Modul 22 === 4 ist 3 = - 1 eine primitive Wurzel;
zu jeder ungeraden Zahl n giebt es einen entsprechenden Expo-
nenten rx von der Beschaffenheit, dass
'J~=(-l)ft (mo<t4)
ist; und zwar ist a - 0 (mod. 2) oder =1 (Ino<1. 2), je nachdcIn
n :::::=. 1 oder - 3 (rn.od. 4) ist.
Bis hierher findet also 110ch völlige Analogie Init den unge-
raden I>rimzahlen Statt; sobald abor ein Modul 21. hetrachtet \vird,
in welchenl der I~xponent A > 3 ist, hört dieselbe auf. I~s Hisst
sich n:.iInlich zeigen, dass, wenn 1~ irgend eine ungerade Zahl be-
deutet, inlIner schon
A 1.-2 ,
n 1/-2(P(2 ) == 1~2 - 1 (lnod. 21.)
ist. In der That ist dieser Satz richtig für A == 3; denn das
Quadrat jeder ungeraden Zahl 1~ ist - 1 (nlou. 8). Nelunon ,viI'
Dir ich 1e t, Zahlentheorie. 22
338 Supplement V.
ferner an, der Satz sei für einen beliebigen Exponenten A > 3
schon bewiesen, es sei also
n2"-2 = 1 +h2",
so folgt hieraus durch Quadriren
n 2"-1 = 1+h2"+1+h2 221 =1 (mod. 2"+ 1),
d. h. der Satz gilt auch rür den nächstfolgenden Exponenten A+1.
Er gilt mithin allgemein, da er für Ä = 3 gilt.
Es fragt sich nun, ob es in diesen Fällen wenigstens Zahlen
giebt, die zu dem Exponenten ~cp(21) = 2"-2 gehören; man über-
zeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft für jeden Modul
21. > 8 besitzt. Es ist nämlich
5 =1 +4 (mod. 8)
52 =1 + 8 (mod. 16)
54 =1 + 16 (mod. 32)
58 =1 + 32 (mod. 64)
allgemein
also
52"-3 niemals = 1 (mod. 2"),
woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die Zahl
5 nach dem Modul 2" gehört, kein Divisor von 2"-3 sein kann
und also, da er doch Divisor von 2"-2 sein muss, nothwendig
= 2"-2 ist.
Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkürzung
! cp (21.) == 2"-2 == b
setzt, dass die b Zahlen
5°, 51, 52 ... 5b - t
sämmtlich nach dem Modul 2" incongruent sind; dasselbe gilt von
den Zahlen
- 5°, - 51, - 52 .•. _ 5 b- 1
~~ fer~er die ersteren sämmtlich - 1 (mod. 4), die letzter~n
sammtllch =3 (mod.4) sind, so bilden sie zusammengenommen eIn
System von q; (2 Ä) nach dem Modul 2Ä incongruenten ungeraden
Zahlen. Ist daher n irgend eine ungerade Zahl, so kann man
stets
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n = (-1)« 5ß (mod. 2A)
setzen, 'vo u n'ach dem Modul 2, und ß nach dem Modul b voll-
ständig bestimmt ist. Durchläuft u ein vollständiges Restsystem
in Bezug auf den Modul 2, und ß unabhängig von u ein vollstän-
diges Restsystem in Bezug auf den Modul b, so durchläuft nein
vollständiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 2 A
incongruent und relative Primzahlen zu 2A, d. h. ungerade sind.
Diese beiden Zahlen u und ß kann man die Indices der Zahl n
nenllen; sie befolgen ganz ähnliche Gesetze, wie die Indices für
die früber betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her-
vor, dass n =+ 1oder = +·3 (mod.8) ist, je nachdem ß gerade
oder ungerade.
Es verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form,
in welche jede ungerade Zahl n gebracht werden kann, auch noch
fur den Fall Ä == 2 gilt; die Anzahl b der Werthe von ß reducirt
sich nämlich auf 1, und da 5 = 1 (mod. 4), so geht die obige
:Form in die frühere n - (- 1)a (mod. 4) über. Für eine spätere
Untersucllung ist es sogar zweckmässig, dieselbe Forn1 der Dar-
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Forn1
2A auf die Fälle Ä == 0 und Ä == 1 auszudehnen; da in denselben
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man u und ß
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben; setzen wir daller
a == b == 1, wenn Ä == 0 oder At == 1 ist, in allen anderen Fällen
(A > 2) aber a == 2, b == t qJ (2 A), so können wir sagen, dass der
Ausdruck
n =(-1)« 5ß (mod. 2A)
alle incongruenten relativen Primzahlen ZUlU Modul durchläuft,
wenn a und ß resp. vollständige Ilestsysteme in Bezug auf a und
b durchlaufen.
§. 131.
Es seI nun der Modul eine beliebige zUSalll111engesetzte Zahl
k === 2" P7T 1)' 7T' • • .,
wo p, p' VOll einander verschiedene ungerade l)rül1zahlen, und
Ä, 1t, n' ... ganze positive Exponenten lJedeuten, deren erster, A,
22*
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auch == 0 sein kann. Ist n irgend eine relative Primzahl zu k, so
kann man stets
n =(- 1)« 5fJ (mod. 2'-)
n =gr (mod. p1J)
n =g'r' (mod.1J '71')
setzen, wo g, g' ... primitive Wurzeln resp. von 1)2, p'2 ... be-
deuten. Geben wir den Zahlen a, b die im vorigen Paragraphen
festgesetzte Bedeutung und setzen w:ir zur Abkürzung
( n) - ('n') ,cp p - c, cp p == c ... ,
so sind die Exponenten oder Indices
lt, ß, r, r'··.
vollständig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli
a, b, c, c' ... ,
und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices
(nach §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen n nach dem Mo-
dul k, die relative Primzahlen zu k sinu. Durchlaufen die Indices
u, ß, r, r' · · . unabhängig von einander ihre a, b, c, c' . '.. Werthe,
so durchläuft n sämmtliche
ab cc' ... == cp (k)
Zahlelassen in Bezug auf den Modul k, welche relative Primzahlen
zu k enthalten.
Sind die Indices u, ß, r, r' . . . einer Zahl n bekannt, so ist
es leicht, den Exponenten ~ zu bestimmeI1, zu welchem die Zahl
n gehört; denn offenbar ist 8 das kleinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl n in. Be-
zug auf die einzelnen Moduli 2'-, pll, p'11' ... gehört. DIe~er
,Exponent ~ ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten gemeIn-
schaftlichen Vielfachen EL der Zahlen a, b, c, c' . .. Es können
daher primitive Wurzeln von k, d. h. Zahlen, die zum Exponenten
CF (k) g~höre~, nur dann existiren, wenn f' = CF (k) ist; man überi
zeugt sIch leIcht, dass dies nur dann der Fall ist, ,venn der Modu
k == 1, oder === 2, oder = 4, oder eine Potenz einer ungeraden
Primzahl, ocler das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge-
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fällen immer primitive Wurzeln
existiren.
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Da ferner die Möglichkeit einer binomischen Congruenz von
der Form
x m = n (mod. k)
und die Anzahl ihrer Wur~eln nur von der Möglichkeit derselben
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 2A, p1l, p'n l .•. ab-
hängt (nach §. 37), so überzeugt man sich leicht, dass zur Beur-
theilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der eon-
gruenz die Kenntniss der Indices der Zahl n vollständig ausreicht.
Die wirkliche Ausführung dieser Untersuchung unterdrücken wir
hier, weil sie sich ganz eb~nso gestaltet wie in §. 31. Der Fall
m = 2 würde auf diese Weise behandelt auf das in §. 37 ge-
wonnene Resultat zurückführen. Ebenso leicht ist es, den ver-
allgemeinerten Wilson'schen Satz (§. 38) von Neuem zu beweisen.
VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arith-
metische Progression, deren erstes Glied und Differenz
ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, un-
endlich viele Primzahlen enthält.
§. 132.
Der allgemeine Beweis dieses Satzes *) stützt sich auf die Be-
trachtung einer Classe von unendlichen Reihen von der Fornl
L == ~ 1/J (n),
wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahl.en durchlaufen
muss, und die reelle oder complexe Function 1/1 (n) der Bedingung
1/J (n) 1/J (n') == 1/J (nn')
genügt. IIieraus folgt für 1t == 1~' === 1, dass .q, (1) = 1 oder == 0
ist; da -aber im letzteren ~-'all 1/J (n) == l/J (1) t/J (n) fUr alle Werthe
von n verschwinden würde, so nehmen ,vir immer an, dass 1/J (1)
= 1 ist. Wir nehmen ferner an, die I~'unction t/J (n) sei so be-
schaffen, dass die Summe der analytischen ~Ioduln aller Werthe
1/1 (n) endlich ist, woraus folgt, dass die Ileihe L einen von .der
Anordnung ihrer Glieder unabhängigen endlichen Werth besItzt.
Man überzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit der folgenden
Gleichung
(I)
*) Dirichlet : Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1837.
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wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf
einander folgenden, Primzahlen q bezieht *).
Zunächst leuchtet ein, da die Reihe L die Glieder
1/J (1) == 1, t/J (q) = z, 1/J (q2) == Z2 •••
enthält, und die Summe derselben für sich einen endlichen Werth
hat, dass der Modulus von t/J (q) < 1, und folglich
1
1 _ t/J (q) = 1 + t/J (q) + t/J (q2) + ···
ist. Sind ferner Ql' q2' q3 ... die sämmtlichen Primzahlen q, wie
sie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das
Product Q der ersten m Factoren
1 1 1
1 - t/J (ql) , f -1/J (q2) 1 -1/J (qm) ,
wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication ausführt,
gleich ~ 1/1 (l), wo die Summation über alle die ganzen positiven
Zahlen l auszudehnen ist, in welchen keine· anderen als die Prim-
zahlen Ql' q2 ... qm aufgehen. Ist daher h irgend eine positive
ganze Zahl, und nilnmt man rn so gross, dass unter den Prilnzahlen
ql' q2 · · • qm sich alle diejenigen finden, welche< h sind, so ent-
hält ~ t/J (l) alle Glieder der Reihe ~ t/J (n), in welchen '}~ < h
ist, und ausserdem noch unendlich viele andere, in denen n > h
ist. Mithin unterscheidet sich das Product Q von der Summe
~ 1/J (n) um eine Summe von der Form ~ 1/J (n '), in welche aber
nur noch Zahlen n' eingehen, welche > h sind. Da nun die Summe
der Moduln aller Glieder 1/J (n) endlich ist, so kann man h, und
also auch m so gross wählen, dass die Summe der Moduln aller
Glieder 1/1 (n'), und folglich auch der Modul der Differenz Q- ~ 1/1 (n)
kleiner wird als jede vorher gegebene Grösse; d. h. mit unbegrenzt
wachsendem 1n nähert sich Q dem Grenzwerth ~ 1/J (n), was zu be-
weisen war.
Ausser diesen Reihen von der :Form L == ~ 1/1 (n) haben wir
noch diej enigen Reihen zu betrachten, welche durch die }1~ntwick-
*) Unter dieser Classe von Reihen sind auch diejenigen enthalten,
welche im fünften Abschnitt betrachtet sind. ,rergl. §§. 124, 135. Der
Werth einer solchen Function lf.' ist offenbar für alle Zahlen vollständig
bestimmt, sobald er für alle Primzahlen willkürlich angenommen ist. Die
ältesten Untersuchungen über solche Reihen und Producte finden sich bei
Euler: Introductio in analysin infinitorun~. Cap. XV,
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lung ihrer natürlichen Logarithmen entstehen. \Vcnn der lVlodulus
von z ein echter Bruch ist, so ist bekanntlicll
1
z + lZ2 + lZ3 + lZ4+ · · . == log --,
2 3 4 l-z
und zwar ist der imaginäre Bestandtheil des Logarithmen rechter
Hand stets zwiscllen den Grenzen - ~ ni und + ~ Tl i zu nehmen.
Setzt man hierin z == 1/J (q) und für q alle PriInzahlen, so erhält .
man zufolge der Gleichheit (I)
~ 1/J (q) +~ ~ tP (q2) +! ~ t/J (~{~) + .. · == log L, (11)
und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen be-
stehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen
unabhängigen endlichen Werth, weil seIhst die SUlunle der Moduln
aller ihrer Glieder einen endlichen 'Verth besitzt. Der imaginäre
Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller iInaginären
Theile der Logarithmen der einzelnen l~'actoren, aus denen das
obige unendliche Product besteht.
Wir fügen zu diesem Resultat noch einige Bemerkungen hinzu.
Ist zunächst 1/J (n) eine reelle Function, so sind alle ~Factoren des
unendlichen Productes positiv, also ist log L reell, und da di~
Reihe log L einen endlichen Werth hat, so ist L ein positiver von
Null verschiedener Werth. Ist aber t/J(n) imaginär, und w'(n)
der jedesmal mit 1/J (n) conjugirte complexe \Verth, so ist auch
'l/J' (n) 1/J' (n') == 1/J' (nn'), und die über alle ganzen positiven Zahlen
n ausgedehnte Summe L' == ~ 1/J' (n) ist die mit L == 1/J (n) con-
jugirte Zahl. Zugleich wird
21/J'(q)+~ ~ lP'(q2)+t ~ W'(q3)+ ... = 10gL',
und zwar ist log L' conjugirt mit log L, so dass die Summe log L
+ log L' == log (LL') reell wird.
Ist endlich der Werth der lTunction 1/J für alle in einer be-
stimmten Zahl k aufgehenden Primzahlen == 0, so ist l/J (n) jedes-
nlai == 0, wenn n keine relative Primzahl zu k ist, und die Glei-
ch~ngen (I) und (11) bleiben richtig, wenn Inan 1~ alle relativen
Prunzahlen zu k, und q alle in k nicht aufgehenden Primzahlen
durchlaufen lässt.
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Es sei nun (wie in §. 131) k eine beliebige positive ganze Zahl,
und zwar
k = 2Ap n p'n' ... ,
wo p, p' ..• von einander verschiedene ungerade Primzahlen be-
deuten; wir geben ferner den Buchstaben
a, b, c, c' ..•
ihre frühere Bedeutung (§. 131) und bezeichnen entsprechend mit
(J, tJ, ro, ro' ...
irgend welche Wurzeln der Gleichungen
(Ja == 1, 'YJb == 1, ca C = 1, ro'e' == 1 ...
Ist nun n irgend eine positive ganze Zahl und zugleich relative
Ilrimzahl zu k, und sind ihre Indices
u (mod. a), ß (mod. b), y (mod. c), y' (mod. c') ... ,
so genügt, wie man leicht sieht, der Ausdruck
OC!'Y}ß I' '1"1/1(n)== -, ca ro •••
n B
derBedingung 1/1(n)t/J(n') == 1/1 (nn')*); wenn ferner der Exponent
s > 1 ist, was wir im Folgenden annehmen ,vollen, so ist die Summe
der Moduln n-8 aller Glieder 1j1(n) endlich (§. 117), und folglich
gelten die Gleichungen (I) und (11) des vorigen Paragraphen
1
n 1- t/J(q) = ~ t/J(n) = L
~ 1/J (q) + ~ ~ 1/1 (q2) +l ~ 1/1 (q3) + ··· == log L
in welchen q alle in k nicht aufgehenden Primzahlen, 1~ alle rela-
tiven Primzahlen zu k durchlaufen muss; beide Reihen 11aben, so
lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
*) Der Zähler X (n) = (ja t]ß wY w'Y' ... besitzt die charakteristischen
Eigenschaften x(n) X(n') == x(nn') und, wenn n' _n" (nlod.k) ist, x(n') == X(n").
Umgekehrt, wenn eine Functioll X (n) die erste }~igenschaft hat, und \venn
sie ausserdem nur eine e'ndliche Anzahl 'ln (von Null verschiedener) Werthe
w1, W2 ••• Wm besitzt, so sind diese letzteren nothwendig die sämmtlichcu
Wurzeln der Gleichung wm == 1.
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abhängige Summen. Wir können hinzufügen, dass beide Reihen
auch stetige Functionen von s sind, so lange s > 1 ist; wir be-
weisen diese Behauptung für alle Werthe von s, welche grösser
als ein beliebiger unechter Bruch 0 sind, weil hieraus offenbar die
Stetigkeit dieser Reihen für alle Werthe von s > 1 (excl. 1) folgt.
Jede der beiden Reihen L und log L ist von der Form
Ul ~A "3
18 + 28 + 3 8 + ·· .,
wo die Moduln der Coefficienten U1 , ~, U3 ••• sämmtlich eine
endliche Grösse A (=== 1) nicht übertreffen. Um die Stetigkeit
einer Function von s innerhalb eines gewissen Intervalls (s > (1)
zu beweisen, genügt es darzuthun, dass, wie klein auch eine positive
gegebene Grösse ~ sein mag, die Function jedesmal in einen ersten
und zwar stetigen, und in einen zweiten Bestalldtheil zerlegt wer·
den kann, dessen Modulus innerhalb des ganzen Intervalls (s ~ (1)
< ~ ist; denn hieraus folgt, dass der Modulus einer plötzlichen
Werthänderung der Function, die doch nur von dem zweiten
Bestandtheil herrühren kann, kleiner als 2 ß, und folglich, da die
gegebene Grösse ~ beliebig klein sein darf, nothwendig = 0 sein
muss (vergl. §§. 101, 143). In unserenl Falle ergiebt sich die Mög-
lichkeit einer solchen Zerlegung auf folgend~ "''IVeise; ist n eine
beliebige ganze Zahl, so ist die Summe der ersten n Glieder
U1 + u2 . + ... + U n
18 28 Ins
eine stetige :Function; der Modulus der Summe aller folgenden
Glieder ist kleiner als
A ((n ~ 1)8 + (n ~ 2)8 + ·· -)
und folglich für alle Werthe s > 0 auch kleiner als
A ((n~l)1T + (n~2)1T + .. -);
da nun (j ein unechter Bruch ist, und folglich (nach §. 117) die
Reihe
111
1(j + 20- + 30- + ···
convergirt, so kann für jede gegebene Grösse ~ entsprechend n
so gross gewählt werden, dass
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A ((n: 1)11 + (n : 2)11 + · · -) < ~
wird; hiermit ist für jede gegebene Grösse ~ die Möglichkeit einer
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandtheile von der obigen Art,
und also auch die Stetigkeit der Reihen L und log L für jeden
Werth s > 1 nachgewiesen.
Der Beweis des Satzes über die arithmetische P'rogression
gründet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Reihen
L und log L bei unbegrenzter Annäherung des Exponenten s an
den Werth 1. Wir bemerken zunächst, dass diese Reihen je nach
der Wahl der in dem Ausdrucke 1/J (n) vorkommenden Einheits-
Wurzeln 0, 1], m, fiJ' ••• ein ganz verschiedenes Verhalten zeigen;
da diese Wurzeln resp. a, b, c, c' . . . verschiedene "rertlle haben
können, so sind in der Form L im Ganzen
abc c' ..• == q; (k)
-verschiedene besondere Reihen enthalten; wir theilen diese Reihen
L in drei Classen ein:
In die erste Classe 11eh111en wir nur eine einzige Reihe LI auf,
und zwar diej enige, in welcher alle Einheits-Wu rzeln 0, 1], w, m' ...
den Werth + 1 haben.
In die z'loeite Classe nehmen wir alle übrigen l~eihen L 2 auf,
in welchen alle Einheits-Wurzeln reelle Werthe, also die Werthe
+ 1 haben.
In die (lr'itte Classe nehmen wir alle übrigen Reihen L'j auf,'
d. h. alle diejenigen, in welchen wenigstens eine der F~inheits­
Wurzeln ilnaginär ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls
gerade, und sie sind paarweise mit einander conj ugirt; denn ent-
spricht eine solche I{eihe L3 den 'Yurzeln (), 'Y], w, ro' ... , so
entspricht ilnmer eine zweite solche Reihe L':~ den \Vurzeln 0- 1,
1/-1, m-1, ro'-1 ... , und diese beiden Systelne von Wurzeln sind
nicht identisch.
Wir wollen nun das Verhalten aller dieser Reihen gellau unter-
suchen, wenn der Exponent s == 1 + Q sich deIn Werthe 1 nähert,
d. h. also, wenn die positive Grösse Q unendlich klein ,virc1.
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§. 134.
Betrachten wir zunächst das Verhalten der ersten Reihe
1 1
LI = ~ n8 = ~ n 1 +(> ,
in welcher n alle relativen Primzahlen zu k durchlaufen muss, so
leuchtet ein, dass dieselbe als ein Aggregat von fJJ (Tc) Partialreihen
von der Form
111
v 1+(' + (v +k)I+(! + (v +2k)I+(! + ···
angesehen werden kann, wo v relative Primzahl zu k und ~ k ist.
Da nun (nach §. 117) das Product aus einer solchen Reihe und
aus Q mit unendlich abnehmendem Q sich einem endlichen posi-
tiven, von Null verschiedenen Grenzwerth k-1 nähert, so können wir
L1 ='!:'"
- Q
setzen, wo l mit unendlich abnehmendem Q sich ebenfalls einem
endlichen, positiven, von Null verschiedenen Grenzwerth nähert.
Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten und
dritten Classe; wir haben gesehen, dass alle diese Reihen, so lange
s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder unabhängige
Werthe besitzen; von jetzt an wollen wir aber ihre Glieder 1/J (n)
so anordnen, dass die Zahlen n ihrer Grösse nach wachsend auf
einander folgen; die so geordneten Reihen L der zweiten und
d.ritten Clas~e convergiren dann für alle positivet~ Werthe von ~ ~nd
SInd nebst Ihren Derivirten auch stetige Functionen des pOSItIven
Exponenten s.
Um dies nachzuweisen, betrachten wir zunächst die ganze
rationale Function
·f(x) == ~ oarJPmYm'Y' ... XV
der Variabeln x, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen P(k)
positiven ganzen Zahlen v bezieht die relative Primzahlen zu l~
und< k sind, und wo u, ß, 1', 1" .' .• die Indices der Zahl 11 be-
deuten. Setzt man x == 1, so erhält man
j(I) = ~ {)CtrjPwYm'Y' ... ,
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wo die Indices tt, ß, r, r' ... unabhängig von einander vollständige
Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b, C, c' . . . durch-
laufen müssen; es ist daher
J(I) == ~ (Ja.~ 'YJß.'2:, mr.~ m'r' ...
Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe L eine Reihe der
zweiten oder dritten Classe, und folglich mindestens eine der Ein-
heitswurzeln 0, 1], 00, m' ... nicht == +1 ist, so ist auch mindestens
eine der Summen
~ (Ja, ~ 1Jß, ~ ror, '2:, m'r' ...
gleich Null, und hieraus folgt
j(l) =·0.
Mit Hülfe dieses Resultates kann man nun die oben behaup-
teten Eigenschaften der Reihen L auf verschiedene Arten nach-
weisen. Die eine besteht darin, dass man die Reihe L in ein
bestimmtes Integral verwandelt. Nach der von Legendre einge-
führten Bezeichnung ist
f l( 1)8-1r (s) === log x dx
o
eine für alle positiven Werthe von s ~ndliche und stetige Function
von s; bedeutet ferner n irgend einen positiven Werth, und ersetzt
man x durch x'», so ergiebt sich
1
rn~.) fX"- l (log ~Y-ldXj
o
und hieraus folgt leicht (ähnlich wie in den §§. 103, 105), dass die
Summe der ersten mrp (k) Glieder der Reihe L gleich
]
---~f~ fex) (log ~)8-\1_X"'k)dX
res) xl-xk x
o
ist. Da nun fex) eine durch x theilbare ganze :Function von x
ist, welche für x == 1 verschwindet, so bleibt innerhalb des ganzen
Integrationsgebietes der Modulus der Function
1 fex)
x l-x k
unterhalb einer angebbaren endlichen Grösse, und hieraus folgt
leicht, wenn man m unendlich wachsen lässt, dass
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1
1 f 1 fex) ( 1 )8-1L==-- - -- log - dxres) .x l-xk x
o
ist. Es zeigt sich also in der That, dass die unendliche. Reihe L
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der ange-
gebenen Weise geordnet sind, für jeden positiven \Verth von s
convergirt; beachtet man ferner, dass T(s) für alle positiven Werthe
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die
Derivirte von r (s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck für die Reihe L, dass
dieselbe nebst ihrer Derivirten eine stetige Function von s ist, so
lange s positiv bleibt.
Zu delTIselben Resultate gelangt man aber auch auf anderem
Wege, nämlich mit Hülfe des weiter unten in §. 143 bewiesenen
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung f (1) = 0 die
Summe der Coefficienten
Oft 'YJ fJ m'Y m''Y' .•.
von je rp(k) aufeinander folgendenGliedernderReiheL den Werth
Null hat, so bildet die Reihe L eine solche unendliche Reihe, wie
sie in §. 143 betrachtet wird; man braucht dort nur unter
k1 , k2 , k3 • • • die Werthe der successiven Zahlen 1~ zu verstehen,
so ergeben sich unmittelbar unsere obigen Behauptungen über die
Convergenz und Stetigkeit der Reihe L und ihrer Derivirten.
Aus diesem Resultat ergiebt sich nu'n, dass jede Reihe L der
zweiten oder dritten Glasse, wenn der Exponent s === 1 +~ ab-
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe kommt, sich einem völlig
bestimmten endlichen Grenzwerth, nämlich dem Werth
1
f~ fex) dxX 1-xk
o
nähert, welchen die Reihe L bei der oben angegebenen Anordnung
ihrer Glieder für s == 1 annimmt.
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Es hat nun- zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor-
stehenden Integrals mit Hülfe von Logarithmen und Kreisfunctionen
darzustellen *); dass aber dieser endliche Grenzwerth einer Iteihe
L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden ist - und
gerade hierin besteht der Hauptpunct der ganzen nachfolgenden
Untersuchung - würde sich aus diesem Ausdrucke schwer oder
gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem höchsten Interesse,
dass dieser Nachweis für die Reihen L 2 der zweiten Classe sich
mit Hülfe der Untersuchungen des fünften Abschnitts über die
Classenanzahl der quadratischen Formen führen lässt; ja wir kön-
nen hinzufügen, dass historisch jene Untersuchungen ihren Aus-
gangspunct an dieser Stelle genommen haben.
Wir betrachten eine bestimmte Reihe L 2 der zweiten Classe,
welche den Wurzeln
()==+1, rj==+I, ro==+I, ro'==+I ...
entspricht; es sei P das Product aller der in k aufgeIlenden un-
geraden Primzahlen P, denen eine negative Wurzel co == - 1 ent-
spricht, und S das Product der übrigen in k aufgehenden ungeraden
Primzahlen (falls in der einen oder anderen dieser beiden Gruppen
gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder S == 1 zu
setzen); da nun eine Zahl n quadratischer Rest oder Nichtrest
einer Primzahl ist, je nacIldem ihr Index r gerade oder ungerade
is~ (§. 129), so leuchtet ein, dass
mYm'Y' .• . =(;)
ist; wenn ferner f) :::::: - 1, also a === 2, und k =0 (mod. 4) ist,
so sind alle Zahlen n ungerade, und es ist (nach §. 130)
() a ::::: (_ 1) a == (- 1) 1/2 (n -1);
*) Bei der wirklichen Ausführung der R,echnung durch Zerlegung in
Partialbrüche (ähnlich wie in den ~§. 103, 105) würde man auf die in der
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f (1') stossen, wo l' irgend
eine Wurzel der Gleichung r k :=:: 1 bedeutet.
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ebenso, wenn 'YJ == -1, also b > 1, und k =0 (mod. 8) ist, so
sind alle Zahlen n ungerade, und es ist (nach §. 130)
'Y/ß = (-I)P == (_I)lfs(n2-l).
Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach
den vier verschiedenen Zeichencombinationen 0, 'YJ vier verschiedene
Determinanten D zu betrachten; wir setzen nämlich, mit gehöriger
Rücksicht auf das Zeichen + 1 :
D == +" PS' =1 (mod. 4), wenn () == +1, 'YJ == +1
D == + PS2 =3 (mod. 4), wenn 0 = -1, fJ == +1
D == +2PS2 =2 (mod. 8), wenn 0 == +1, 'Y/ ==-1
D == +2PS2 =6 (mod. 8), wenn () = -1, fJ = -1.
Nun sind alle ungeraden Zahlen n auch relative Primzahlen zu
2 D, und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2 D sind auch
ungerade Zahlen n, und gleichzeitig ist
()a'YJf1 m'Y m''Y' •.. = ()%(tI-l) 'YJ %(tl9 -1) (;) = (~) j
ist daher k gerade, ·so stimmen die sämmtlichen Zaillen n mit den
sämmtlichen relativen Primzahlen zu 2 D überein, und es ist
L2 == ~ 1fJ(n) == ~ (D) -!;
n n S
ist aber k ungerade, so sind unter den Zahlen n auch gerade Zahlen;
da in diesem Falle aber nothwendig 0 == + 1, 1] == +1, also
D =1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102)
L 2 == ~ (!:.) ~ _ 1 (D) ~
P n9 - 1 _ (~) -! ~ n n 8 '
P 2 9 '
wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe n nur noch
alle ungeraden relativen Primzahlen zu k, d. h. alle relativen Prim-
zahlen zu 2 D zu durchlaufen hat.
Um daher zu beweisen, dass die lleihe L 2 sich einem von Null
verschiedenen Grenzwerth nähert, braucht man dasselbe nur von
der Reihe
~ (D) ~
n n B
nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Quadrat-
zahl sein kann; denn da eine Quadratzahl nielnals == 3 (mod. 4),
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oder =2 (mod.8) oder = G (mod.8) ist, so bleibt nur die einzige
Möglichkeit n =1 (mod. 4); da aber in. diesem Falle 0 === + 1,
. 'YJ == + 1 ist, so muss, da L 2 eine Reihe der zweiten Classe ist,
wenigstens ei~e der Wurzeln ro, ro' ... == - 1 sein, und folglich
P mindesten~ durch eine ungerade Primzal11 p theilbar, also nicht
== 1 sein; mithin ist D in keinem. Falle eine Quadratzahl. Wir
haben nun (in ~§. 96 und 98) gesehen, dass für eine solche
Determinante D die Classenanzahl h der quadratiscllen Formen
ein Product aus mehreren Factoren ist, von denen der eine der
Grenzwerth der obigen Reihe
ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, - D) existirt, also
h niemals == 0 ist, und da ferner die übrigen in dem Ausdruck
von h vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist
aucll dieser Grellzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt,
dass aucll der Grenzwerth einer jeden Reihe L 2 der zweiten Classe
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was
zu beweisen war.
In dem einfachsten Falle, wo k eine Potenz einer ungeraden
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist, existirt
nur eine Reihe
L. == ~ (!!:-) ~
2 p 1~8
der zweiten Classe; in diesem Falle bedarf es nicht der Zuziehung
der Theorie der quadratischen Formen, UIll nachzuweisen, dass der
Grenzwerth
~ (!!:.-) ~p rt
dieser Reihe von NnIl verschieden ist; für diese SUlnlne haben
wir nämlich in §. 103 einen Ausdruck gefunden, welcher neben
solchen Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch
den Factor
(rn) d ~-, (m) I · rn1l~ - 1n 0 er 2.. - og Sill -1) 1) P
enthält, je nachdeIn p - 3 oder = 1 (lnod. 4) ist; und wo ~n alle
Zahlen 1, 2, 3 ... (lJ - 1) durchlaufen Inuss. Im ersten Fall ist
aber 2 1n und folglich auch
Dirichlet, Zahlentheurie. 23
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~ (;-) m
ungerade, also von Null verschieden; im zweiten Fall ist (§. 107)
(m) . m1t y + zVp- ~ - log Sin - = log Y'p p y-z p
wo die ganzen Zahlen y, s der Gleichung y2 - pZ2 = 4P genügen;
es kann folglich s, und also auch der vorstehende Ausdruck nicht
= 0 sein.
§. 136.
Um nun dasselbe auch für jede Reihe L 3 der dritten Classe
zu beweisen, addiren wir alle ffJ (k) Gleichungen von der Form
~ 1J1(q) +! ~ 1J'(q2) +t ~ 1J1(q3) + ···= log L,
welche den verschiedenen Wurzel-Systemen (J, 1], w, ro' . · . ent-
sprechen. Bedeutet q irgend eine in k nicht aufgehende Primzahl,
und /L irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite
~iner jeden solchen Gleichung ein Glied
1Ii 1/J (qP-),
in welchem
1 1
lt qfl 8
mit dem Coefficienten
Oa fl 1'}fJfl ro "lfl m'''I' fl •••
behaftet ist" wo u, ß, r, r' ... die Indices von q bedeuten. Die
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen 0, 1/'
ro, ro' entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem
Product
~ (J"f', ~ 1]Pfl ~ m"lfl ~ fiJ'''I'fl ••• ,
wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, b, c, c' · · ·
verschiedenen Werthe von (), 1], ro, ro' ... beziehen. Bekanntlich
ist nun die Summe aller gleich hohen P,otenzen der Wurzel~ von
einer Gleichung der Form x m = 1 nur dann von Null versclueden,
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und zwar == m, wenn der Exponent dieser Potenzen durch ~n
theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von Null
verschieden, und zwar == abce' ... == rp (k), wenn die Exponenten
U!L, ß!L, r!L, '1'p, · · · resp. durch a, b, C, c' ... theilbar sind; da
nun up" ßp" rp" '1' p, •.. die Indices von q,U sind, so wird dies nur
dann und immer dann eintreten, wenn
qft . 1 (mod. 2A), q.u = 1 (mod. p71), qfl =1 (mod. p'71') ... ,
d. h. also, wenn
qft = 1 (luod. k)
ist. Mithin wird die Sumlne aller jener Gleichungen folgende
Form annehmen
{
lI 1 1 1 1
fP (k) ~ q8 + "2 ~ q28 + · · · + li ~ qfl8 + ··· f
== log LI + ~ logL2 + L log (L3 L'3) ,
wo auf der linken Seite <las erste, zweite Sumnlenzeichen u. s. f.
sich auf alle die in k nicht aufgehenden Prünzahlen q bezieht,
welche resp. den 13edingungen q == 1, q2 = 1 (mod. k) u. s. f.
Genüge leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste
Summenzeichen auf alle Reihen L 2 der zweiten Classe, das zweite
auf alle verschiedenen Paare L:l L'3 conjugirter. Reihen dritter
Classe. Mit Hülfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu be-
weisen, dass der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine
Reihe L 3 der dritten Classe nähert, von NnIl verschieden ist.
Dieser Beweis stützt sich auf das schon früher (§. 134) er-
haltene Itesultnt, dass jede solche Reihe L 3 für alle positiven
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir können daher
L 3 == I(s) + iF(s)
L'i\::=:: .f(s) - riF(s)
setzen, wO.f(s), F(s) und die Derivirten/'(s), F'(s) stetige Func-
tionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also der Grenz-
werth von L:~ == /(1) + il?(I) ist, so lTIUSS, falls derselbe === 0 ist,
nothwendig / (1) == 0 und 1/ (1) === 0 sein; hieraus folgt nach einem
bekannten Satze der Differentialrechnung, dass für jeden "'Terth
s === 1 + (I, welcher > 1 ist,
23*
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L3 == Q {f'(l + ~Q) +iF' (1 + E(»}
L'3== Q {f'(l + J())-iF'(1 + E())}
sein wird, wo ~ und E zwischen den Grenzen 0 und l~' liegen; mit-
hin wird
L3 L'3 == Q2 {f' (1 + ßQ)2 +F' (1 + E(»2 } = (>2 R,
wo R (in Folge der Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten
f' (s), F' (s)) mit unendlich abnehmendem positiven (> sich einem
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth
f' (1)2 +F' (1)2
nähert. Hieraus folgt nun
1log (La L'3) == - 2 log - + log R,(>
wo log R mit unendlich abnehmendem Q sich entweder einem end-
lichen Grenzwerth nähert oder negativ über alle Grenzen wächst, .
falls R unendlich klein wird.
Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe
vorhanden, welche gleichzeitig mit (> unendlich klein werden, so
ist folglich
1~ log(L3 L'a) =--.- 2m log - + t,
~
wo t jedenfalls nicht positiv über alle Grenzen wachsen kann, son-
dern entweder endlich bleibt, oder negativ über alle Grenzen
wächst; denn jedes andere Product L3 L'3 nähert sich einem end-
lichen positiven Werth, und folglich bleibt das entsprechende Glied
log (L3 L'3) endlich bei abnehmendem (>.
Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden
Reihe L 2 der zweiten Classe von Null verschieden ist, so nähert
sich die Summe
~ logL2
der (jedenfalls reellen) Reihen log L 2 einem endlichen Grenz-
werth.
Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product () LI sich
einelll endlichen positiven Werth nähert· mithin ist,
1logLl = log ~ + t',
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wo t' endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite. der obigen
Gleichung von der Form
1
- (2 m - 1) log (i + T,
wo T mit unendlich abnehmendem Q jedenfalls nicht positiv über
alle Grenzen wachsen kann. Existirte also mindestens eine Reihe
La dritter Classe, welche mit ~ unendlich klein würde, d. h. wäre
m mindestens == 1, so würde die ganze rechte Seite unserer
Gleichung mit unendlich abnehmendem positiven Q negativ unend-
lich wachsen. Dies ist aber unmöglich, da die linke Seite für alle
Werthe von ~ positiv bleibt. Mithin ist m == 0, d. h. jede Reihe
der dritten Classe nähert sich einem von Null verschiedenen Grenz-
werth, was zu beweisen war.
Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen log L 3
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man berücksichtigt,
dass nach dem früher Bewiesenen (§. 133) jede solche lleihe sich
stetig mit s ändert, so lange s > 1 ist.
§. 137.
Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grösse
Q = s - 1 die Reihe log LI positiv über alle Grenzen wächst,
während alle übrigen Reihen log L sich endlichen Grenzwerthen
nähern. Mit Hülfe desselben sind wir im Stande, den Satz über
die arithmetische Progression vollständig zu beweisen.
Es sei nämlicll m eine bestimmte relative Primzahl zu k, so
multipliciren wir jede der ep (k) Reihen von der l~'orln
~ 1J1 (q) + ~ ~ 1J1 (q2) +! ~ tjJ (q3) + ·.. . log L,
welche einem bestimmten System von Einheits-Wurzeln 0, 11, W,
w' ... entspricht, mit dem correspondirenden Wertll
(j-al 'Yj-{tl ro-yl ro '-yl' • · · == X,
wo (Xl' ßI' fl' rl' ... die Indices der Zahl l1l bedeuten, und addiren
alle Producte; dann wird, wenn wieder u, ß, r, r' ... die Indices
einer bestimmten Primzahl q sind, das G1ied
1 1
P, q,f 8
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den Coefficienten
~ oetp,-al 11 ßp,-{h w I' fl-r1w'r'fl-Y l' •••
erhalten, wo sich das Summenzeichen auf alle qJ (k) \Vurzel-Systeme
bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich dem Product aus
den einzelnen Summen
~ (jafl-a1 ~ ß,U-ßl ~~ I',U-'Yl ,., ro",y',u-'Y1'
.. , .. 11 , ~ w , .. UI • • .,
in welchen die Buchstaben 0, "1, w, w' ... resp. ihre (t, b, c, c' · .. ·
verschiedenen Werthe durchlaufen müssen; dieser Coefficient wird
folglich nur dann von Null verschieden, und zwar == lt b cc' • · ·
= rp(k) sein, wenn die Exponenten ap,- al' ßP,-ßl' I'IA'-}'lt
r' p, - 1'1' • • • resp. durch a, b, c, c' ... theilbar sind, d. h. wenn
qfl = rn (mod. k)
ist. Die Summation aller Producte X log L gicbt daher das Re-
sultat
rp (k) { ~. -!:- + ! }: ~ + +~ ~ + · · · }q8 2 q28 .ll q.~.lI
== ~ Xlog L,
wo auf der linken Seite das erste zweite dritte Summenzeicben, ,
u. s. f. sich auf alle Primzahlen q bezieht, ,velche resp. den Be-
dingungen q = m, q2 =m, q3 =l1l (mod. k) u. s. f. genügen,
während das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die
sämmtlichen cp (k) verschiedenen Wurzel-Systeme 0, 1J, co, w' · · ·
bezieht. Setzt man nun zur Abkürzung
! ~ .2.-+! ~ .2.- + 1 ~ 2. ... - Q
2 q28 3 q38 4" q4s + -
und bezeichnet mit z alle positiven ganzen Zahlen mit Ausnahme
von 1, so ist offenbar
Q<l 'i' -!:-+l'~ -!:-+1 " ~+ ...
2 .. Z2 2" Z3 2.... Z4 '
wo in jeder Summe z alle seine Werthe durchläuft· da nun, sobald
>
. ,
z = 2, Immer '
-!:-::;:-!:-~
Z3 - 2 Z2'
ist, so ergiebt sich
111
-<-_ ...
z;, = 8 Z2
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es bleibt daher, während s abnehmend sich dem Werthe 1 nähert,
Q fortwährend unterhalb einer endlichen GrÖsse. Da ferner in
der Gleichung
«p (k) { ~ ;8 + Q } = ~ Xlog L
alle Glieder Xlog L sich endlichen Grenzwerthen nähern, mit Aus-
nahme de~ einzigen Gliedes log LI, welches über alle Grenzen
wächst, so muss auch die Summe
~.-!..q8
über alle Grenzen wachsen; dies wäre aber nicht möglich, wenn
diese Summe aus einer endlicllen Anzahl von Gliedern bestände,
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen q geben, welche
=m (mod. k) sind; d. h. also:
Jede unbegrenzte arithmetische Progression 7cx +m, deren An-
fangsglied m und Differenz k relative Primzahlen sind, enthält
unendlich viele positive Primzahlen q *).
*) Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit complexen
Coefficienten, sowie 6auf quadratische Formen siehe Dirichlet: Unter-
suchungen über die Theorie der c01nplexen Zahlen, Abhandl uugen der
Berliner Akademie aus dem Jahre 1841; Monatsbericht der Berliner Aka-
demie (März 1840) oder Crelle's Journal, Bd. 21; Comptes rendus der !lal'iser
Akademie 1849, 'r. X, p. 285.
VII. Ueber einige Sätze aus der Theorie der Kreis-
theilung.
§. 138.
Sind p, p', p" ... positive und von einander verschiedene
Primzahlen, so stimmen (nach §. 9) die Glieder des entwickelten
Productes
(p +1) (p' +1) (p" +1) ...
mit den sämmtlichen Divisoren des Procluctes
p == pp' p" ...
überein ; dieselben Divisoren entstehen offenbar auch durch die
Entwicklung des Productes
(p-l) (p' -1) (p" -1) . · .,
aber die eine Hälfte derselben wird mit positivem, die andere mit
negativem Zeichen behaftet sein; wir wollen die ersteren mit ~1'
die letzteren mit ~2 bezeichnen, so dass
(p -1) (p' -1) (p" -1) ... == ~ ~l - ~ ß2
wird, und wir bemerken, dass die Zahl P selbst zu der Classe der
ersteren gehört. Ist nun ~ irgend ein Divisor von P, aber < p,
so lässt sich leicht zeigen ,'dass die Anzalll der durch ~ theilbaren
Zahlen ~l genau gleich der Anzahl der dureil Ö theilbaren Zahlen
~2 ist. Denn. wenn man mit q, q', q" . . . alle diejenigen prim-
factoren von P bezeichnet, welche nicht in ~ aufaehen, so stimmen
die durch ~ theilbaren Zahlen ~l und - ~2 resp.omit den positiven
und negativen Gliedern des entwickelten Productes
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(} (q - 1) (q' - 1) (q" - 1) ...
überein , und da ~ < P ist, also mindestens eine solche Primzahl
q vorhanden ist, so ist die Anzahl der positiven Glieder dieses
IJroductes genau gleich der Anzahl der negativen.
Dieser Satz lässt sich leicht verallgemeinern. Bedeutet m
irgend eine positive ganze Zahl> 1, und sind p, p', p" ... die
sämmtlichen von einander verschiedenen in 1n aufgehenden posi-
tiven Primzahlen, so kann man
setzen, wo mit PI und - P'2 resp. alle positiven und negativen
Glieder des entwickelten Productes linker Hand bezeichnet sind;
alle diese Zahlen ftl und ft2 sind Divisoren der Zahl m, welche
selbst eine der Zahlen ftl ist, und es gilt folgender Satz *) :
Ist ft irgend ein Divisor von m, aber < rn, so ist die Anzahl
der durch ft theilbetren Zahle·n PI genau gleich der Anzahl der
durch ft the·ilbaren Zahle1~ ~2.
Um dies zu beweisen, behalten wir die obige Bedeutung von
P, ~I' ~2 bei und setzen Iflt == nP; dann ist n eine ganze Zahl, .und
es leuchtet ein, dass die Zahlen ftI' fl2 resp. mit den Producten
n~I' n82 übereinstimmen. Nun sei IJ irgend ein Divisor von 'In,
und v der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen
!L ~ v8 und n == VE, so ist 8 gewiss ein Divisor von P, weil
n~ EP
-P=T
eine ganze Zahl, und weil 8, E relative Primzahlen sind. Ist ft == tn,
so ist oft'enbar 8 == 1 und 8 == P; umgekehrt, wenn' 8 == P ist
und folglich alle in rn aufgehenden Primzahlen als Factoren ent-
hält, so muss die Zahl 8, weil sie Divisor von 1n und zugleich
relative Primzahl zu 8 ist, nothwendig == 1 sein, und folglicll ist
!L == m. Schliessen wir daher diesen Fall fl == m aus, so ist immer
~ < P, und es giebt folg~ich unter den Zahlen ~I ebenso viele
durch 8 theilbare, wie unter den Zahlen 82 ; da ferner eine Zahl
!LI == n~l -== VEö'1 oder eine Zahl ~2 == n82 == V8~2 stets und nur
dann durcll die Zahl ft === v8 theilbar ist, wenn 81 oder ö'z durch
*) Dedelcind: Ab14 iss einer Theorl~e der höheren Congruenzen 1~n BeZltr!
auf el:nen reellen Prünzahl-Modulus (Cl'clle's Journal, Bd. 54, S. 25).
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oder
~ theilbar ist, so folgt, dass ebenso viele Zahlen P-l ,vie Zahlen ll'~
durch ft theilbar sind, was zu beweisen war.
Von dieser Eigenschaft der Zahlen ELl und P-2 kann man viel.
fache Anwendungen machen. Hängen z. B. zwei F"unctionen f{nt)
und F(m) einer beliebigen ganzen Zahl 'In durch eine der heiden
Relationen
~ j(p,) == F(nz)
nf(p,) = F(rn)
zusammen, wo das Summen- oder Productzeichen sich jedesmal
auf alle Divisoren p, (incl. m) der Zahl m bezieht, so folgt daraus
resp. die Umkehrung
f(m) = ~ F(iLl) - ~ F(EL2)
oder
n F(iLl)
f(m) = 11 F(""l)'
wo die Summen- oder Productzeicllen sich .auf alle Werthe von 111
oder auf alle Werthe von /J2 beziehen; denn ersetzt man rechts
jeden Werth F(P,l) und F(lL2) durch die SUilllne oder das Product
der Werthe f (p,), die den sämmtlichen Divisoren ~ von P,l oder /-'2
entsprechen, so werden zufolge der obigen Eigenschaft der Zahlen
~1, P2 alle Werthef(~) sich aufheben, in welchen P' < m ist, und
es wird allein der Werthj(m) zurückbleiben.
Als Beispiel wählen wir die Aufgabe, die Anzahl ep (m) der
ganzen Zahlen zu bestiInmen~ welche relative Primzahlen zu mund
nicht grösser als m sind; aus dieser Definition der Function cp (m)
ist in §. 13 ohne alle Rechnung der Satz abgeleitet, dass
~ ep (p,) = m
ist, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren p, von m be-
zieht; setzen wir daher F(m) = m, so ergiebt sich umgekehrt
ep (m) = ~ 1L1 - ~ P'2'
also
cp(m) = ~ (1 - ~) (1 - 1~') (1 - :,) .. ';
diese Function ist daher durch den Satz des §.13 schon vollständig
charakterisirt.
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(1)
~~in anderes Beispiel ist folgendes. Ist der Werth der Func-
tion f (m) == p, sobald die Zahl m eine Potenz einer Primzahl p
ist, dagegen == 1, so oft 'In = 1 oder durch mehrere verschiedene
l)rimzahlen theilbar ist, so leuchtet ein, dass
Ilf(~) = m
ist, wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren i-t von m be-
zieht; hieraus folgt nach dem obigen Satze, dass umgekehrt der
Quotient
rr i-tl ()
n-=jm··,~2 -
also nur dann von 1 verschieden ist, wenn 'In eine Potenz einer
Primzahl ist; und zwar ist dieser Quotient dann gleich dieser
Primzahl.
.Aus der Definition der Divisoren i-tl und i-t2 folgt endlich auch,
dass stets
ljJ(n) (1/J(p) -1) (1/J(p')-I) (l1J(p")-I)··.=}21/J(i-tl)-~'ljJ(~2)
ist, wenn die E"unction 1/1 die Eigenschaft t/J (z) 1/J (z') === 1/1 (zz') be-
sitzt.
§. 139.
Die sämmtlichen Wurzeln (J der Gleichung
x m = 1
sind bekanntlich in der Form enthalten
2hn + .. 2h'ltQ == cos -'- ~Sln --,
'In 1lt
wo h irgend ein vollständiges Restsystem (luod. m) durchlaufen
muss.
Ist h relative Primzahl zu m, so sind die l>otenzen
1, (J, ~2 ••• ~m,-1
sämmtlich ungleich, und sie bilden die sämmtlichen Wurzeln der
obigen Gleichung (1); (J heisst in diesenl Fall eine lJri1nitive Wurzel
dieser Gleichung, und die Anzahl dieser prinlitiven Wurzeln ist
offenbar == fJJ (1n). Ist allge~einer k der grösste gemeinschaftliche
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Divisor von 11, und m = 1L7c, so ist ~ eine primitive Wurzel der
Gleichung
xfl . 1, (2).
und da umgekehrt jede Wurzel der letzteren Gleichung (2) auch
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die sämmt-
lichen Wurzeln der Gleichung (1) identisch sind mit allen primi-
tiven Wurzeln aller der Gleiclwngen (2), die den sämmtlichen
Divisoren p, der Zahl m entsprechen. Bezeichnet man daher mit ~'
alle rp (p,) primitiven Wurzeln der Gleichung (2), und setzt
f(~) = n (x- (l'),
wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln ~' bezieht, so ist
nf(~)=xn~-I,
wo da~ Productzeichen sich auf alle Divisoren p, der Zahl m be-
zieht; durch Umkehrung dieser für jede Zahl m geltenden Rela- 1
tion erhält man nach dem vorhergehenden Paragraphen
f{m) = n (X~I - 1) I
n (X,u2 - 1)
woraus folgt, dass die Coefficienten der ganzen Function j(m)
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind.
Von jetzt an betrachten wir nur noch den Fall, in welchem
1n = P = pp' p" ... eine ungerade, durch kein Qu~drat theilbare
ganze Zahl und > 1 ist. Dann wird
fJJ (P) == (p - 1) (p' - 1) (p" - 1) . ~ . = ~ IJ'I - ~ 11',
eine gerade Zahl, die wir mit 2 t: bezeichnen wollen, und die
sämmtlichen 2 t: relativen Primzahlen zu P welche < P sind, zer-
fallen in t: Zahlen a und in t: Zahlen b ~on der Beschaffenheit,
dass'
(;), +1, (;)=-1
ist (§. 52. I. oder Supplemente §. 116). Setzen wir daher
21li
(j 2~ + .. 2~ p= cos p ~ SIn p == e
und
A(x) == n(x-O a), B(x) == n (X-Ob),
ßO wird
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A(x) R(x) = rr (x.ul_l),
11 (x!l2 - 1)
und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficienten
der Functionen A (x), B (x) bestimmen.
Zu diesem Zwecke erinnern wir zunächst an die Newton'schen
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Gleichung
die Summen gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln, und umgekehrt
aus diesen jene abzuleiten. Es seien
Wl' W2 • • • W m
die Wurzeln einer Gleichung
Xm+CIXm-l+C2Xm-~+ .• ·+cm = 0,
und
Bk = w~+w~+·· ·w~,
so lauten diese Formeln folgendermaassen:
81 + Cl == 0
82 + Cl 81 + 2 c2 = 0
83 + CI 82 + C2 81 + 3 C3 == 0
Sm + Cl Sm-l + C2 Sm -2 + · · · +cm - t Bl + mCm == o.
Aus der Form derselben gellt hervor, dass SI' 8 2 ••• Sm ganze
rationale Zahlen sein werden, sobald die Coefficienten Cl' C2 • • • Cm
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind. Wende~ wir dies auf die
Gleichung
IT_eX_!l_l-~1) = 0
11 (X~2 - 1)
an, so ergiebt sich, dass
Bk == ~ (jak + ~ O'Jk
für jeden Werth k == 1, 2, 3 ... eine ganze Zahl ist. Anderer-
seits ist nun (Supplemente §. 116)
~ ()ak_ ~ ()bk = (;) i1J«P-l)2V P,
und folglich
~ ()ak = ~ (Sk + (;) i IMP-l) 2 V p)
~ fjbk = ~ (Sk - (;)i1J.(P-l)2 Vp);
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hiermit sind die Summen der kten Potenzen der Wurzeln von jeder
der beiden Gleichungen
A(x) =0, B(x)=O
gefunden, und da dieselben keine andere Irrationalität enthalten
als die Quadratwurzel
i V4(P-l)2 VP,
so gilt zufolge der Newton'schen Forlneln dasselbe von sämmt·
lichen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur
durch das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unter-
scheiden, d. h. zwei solche Coefficienten werden die Formen
y - Zi%(P-l)2 V P und y + zilf4(P-l)2 V p
haben, wo y und z rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner
behaupten, dass y und z entweder ganze Zahlen oder Brüche mit
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton'schen Fornleln
nicht unmittelbar hervorgeht; Uln den IJeweis dieser 13ehauptung
anzudeuten, wollen wir jede Gleichung, deren höchster Coefficient
=== 1, und deren übrige Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, ,
eine primäre Gleichung nennen; dann überzeugt man sich leicht,
dass die Summe und Differenz zweier Wurzeln von primären
Gleichungen (und ebenso ihr Product) wieder Wurzeln von pri-
mären Gleichungen sind *); da nun 0 die Wurzel einer primären
Gleichung ist, so. gilt dasselbe von jedem Coefficienten der Func-
tionen A (x) und B (x) und folglich auch von
2y und 2 zi 1/4(P-l)2 VP,
und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 2 y und 2ß-
ganze Zahlen sein müssen.
Fasst man dies zusammen, so ergiebt sich, dass man gleich-
zeitig
2 A (x) == Y(x) - Z(x) iV4(P-l)2 V P
2 R(x) == Y(x) + Z(x) i 1/,(P-l)2 Vp
setzen kann, wo Y (x) und Z (x) ganze ~'unctionen bedeuten,
deren s[i,mmtliche Coefficienten ganze rationale Zahlen sind **).
*) Vergl. §. 160. 1.
**) Vergl. Gauss: D. A. art. 357.
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Multiplicirt man die heiden Gleichungen mit einander, so erhält
man
Y(X)2 _ (-1) P Z(X)2 = 4n (xPl- 1).
p 11 (Xfl2 - 1)
§.140.
( p I ) = + 1, oder ( p I ) = - 1,
und folglich
n (x - (J-a) == A (x), rr (x - (J-b) == B (x)
oder
fl (x - o-a) = B (x), n (x - 0-1) == A (x);
ist ferner P nicht == 3, so existirt unter den Zahlen a eine Zahl
a' von der Beschaft'enheit, dass (a' - 1) relative Primzahl zu P
ist *), und da die Reste der Producte aa' mit den Zahlen a, und
die Reste der Producte ba' mit den Zahlen b im COluplex iiberein-
stilnmen, so ist
*) Ist nämlich P> 3, so giebt es auch eine in P aufgehende })riInzahl
p ::> 3, und da mindestens zwei incollgrucnte quadratische Reste von p
existiren, so kann man, wenn P == P q gesetzt wird, eine Zahl h immer so
wählen, dass
(;) = (:),
aber h nicht - 1 (mod. p) wird; dann genügt die durch die Congruenzen
a' =h (mod. p), a' =2 (mod. q)
bestimmte Zahl a' offenbar den oben gestellten Forderungen.
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a' ~ a =~ a, a' ~ b = ~ b (ulod. P)
und folglich
~ a =0, ~ b =0 (luod. P),
also
(Jza == 1, {JZb == 1.
Mithin ergiebt sich (da 1: gerade, sobald P = 1 (mod. 4))
A(x) = xTA (~)
. . 1 ' wenn P =1 (mod. 4)
B(x) = x T B (;)
und, mit Ausnahme von P = 3,
A (x) = (- X)T B (~)
, wenn P = 3 (mod. 4)
_ B(x)=(-X)TA(~)
und hieraus
Y(x) = x TY (~)
, wenn P =1 (mod. 4)
Z(x) = XTZ(~)
und, mit Ausnahme von P == 3,
Y(x) = (-X)T Y(~)
, wenn P =3 (mod. 4)
- Z(x) = (-X)T Z (~)
Diese Gleichungen enthalten Relationen z,vischen je zwei gleich
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coefficienten der }1'unc-
tionen Y(x) und Z(x).
Die wirkliche Berechnung der Coefficienten der beiden FUllc-
tionen
Y(x) = Yo Xl +Yl X T- 1 +···+ YT
Z(x) = zOX T ·+Z1 X1:-1+ ••• +zr
geschieht nun auf folgende Art. Zuerst bildet Inan die potenz"
summen
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für k === 1, 2, 3 ... bis zu ~t' oder t(t'-l), je nachdem T: gerade
oder ungerade ist; dies kann nach dem Obigen dadurch geschehen,
dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Function
rr (Xlii - 1)
n (Xft 2 -1)
vom höchsten an gerechnet durch wirkliche Division bestimmt, und
dann die Newton'schen Formeln anwendet; indessen hält es nicht
schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im §. 138
bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen PI und P2 beruhen, fol-
gende Regel abzuleiten: es sei Q der grösste gemeinschaftliche Di-
visor von kund P == QR, und r die Anzahl der in Raufgehenden
Primzahlen, so ist *)
+( pl)p[(;)zo+C P l)zl + ... + (~)Zk-l]
+[(;)Yo+(k P l)Yl + ... + (~)Yk-l]
-[SkZO + Sk-lZl + · .. + SlZk-l]
wenn man noch berücksichtigt, dass
Yo === 2, Zo === 0
Bk == (-l)rcp(Q).
Nachdem diese Werthe Bk gefunden sind, erhält man die Coeffi-
cienten der Functionen Y(x) und Z(x) durch die beiden aus den
Newton'schen Forlneln abgeleiteten Recursiollsgleichungen
- [SkYO + Sk-lYl + .. · + SI Yk-l]
ist.
Beispiel 1: P === 3; 1: == 1; in diesem Falle müssen alle Coeffi-
cienten berechnet werden; da
*) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist 1n == 1n' P eine beliebige po-
sitive ganze Zahl, P das Product aus allen von einander verschiedenen in
1n aufgehenden Primzahlen, und Bk die Summe der ktcn Potenzen aller
primitiven Wurzeln der Gleichung x 1n == 1, so ist Sk == 0, so oft k nicht
durch 1n' theilbar ist; ist aber k == 1n' Je, ferner Q der grösste gemein-
schaftliche Divisor von Je und P == QR, und l' die Anzahl der in R auf-
gehenden Primzahlen, so ist
Bk == (-1)1' 1n' (p (Q),
Dir i c 11 1c t, Zahlentheorie. 24
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SI =-1, (~) = 1
ist, so erhält man
2 Yl = - SI Yo = 2, 2 2'1 = (~) Yo = 2,
und folglich
Y(x)==2x+l, Z(x)==l.
Beispiel 2: P == 5; y; == 2; da wieder
SI =-1, (~) = 1
ist, so erhält man auch wieder
Yl == 1, ZI == 1
und folglich
Y(x) == 2x2 +X +2, Z(x) = x.
Beispiel 3: P = 15 = 3. 5; ~ == 4; hier ist
und folglich erhält man successive
Yl == - 1, 2'1 == 1
und
Y2==-4, Z2==O;
also ist
VIn. Ueber die Pell'sche Gleichung.
§. 141.
Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein vollstän-
diges Quadrat ist, so ist in §. 83 durch die Betrachtung der Pe-
rioden von reducirten quadratischen Formen, die zur Determinante
D gehören, nachgewiesen, dass die Pell'sche oder Fermat'sche
Gleichung
t2 -Du2 == 1
immer unendlich viele Lösungen in ganzen positiven Zahlen t, U
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche
alle diese Lösungen gefunden werden können. Es hat durchaus
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen
Lösungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen ist,
dass wirklich eine Lösung existirt, in welcher u von NnIl verschie-
den ist (§. 85); Lagrange gebührt das Verdienst, dureh Einführung
neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierigl\eit zuerst
vollständig überwunden zu haben, und diese Prineipien sind später
von Dirichlet *) in hohem Grade verallgemeinert. Wir wollen des-
halb hier noch einen Beweis der Lösbarkeit der Pell'schen Gleichung
*) Monatsberichte der Berliner Akademie vom October 1841, April
1842, März 1846; Comptes rendus der Pariser Akadelnie 1840, T. X,
p. 286 - 288. - Vergl. Supplement XI und P. Bachl1~ann: De unitatuHI
complexarun~ theoria. 1864.
24*
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mittheilen, welcher im Wesentlichen auf derselben Grundlage
beruht.
Da.s Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsache,
dass immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen x, y existiren,
für welche, abgesehen vom Vorzeichen,
x2- Dy2< I + 2 VD
ist; man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie
der Kettenbrüche den Satz entlehnt, dass jeder Näherungswerth
x : y, den man durch Entwicklung einer Grösse (iJ in einen Ketten-
bruch erhält, um weniger als y-2 von (iJ verschieden ist; nimmt
man also ro == VD, so giebt es, da VD irrational ist, unendlich
viele solche Zahlenpaare x, y von der Beschaffenheit, dass, abge-
sehen vom Vorz.eichen,
x I
- - VD <-Y y2'
~
also x - y VD == -y
ist, wo h einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet;
hieraus folgt
h
x+yYD==-+2yVD,y
und durch Multiplication
~2
x 2 -Dy2 == -+2hVD < I + 2VD.y2
Um aber Nichts aus der Theorie der Kettenbrüche zu ent-
lehnen, wollen wir diesen Satz noch auf einem anderen und zwar
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive
ganze Zahl, so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m + 1
Werthe
0, 1, 2 . ! • (m-I), 'In
bei, und bestimmen für jeden dieser Werthe die zugehörige ganze
Zahl x durch die Bedingung
O~x-yVD<1,
welche offenbar jedesmal durch eine und nur durch eine ganze
Zahl x erfüllt wird. Theilen wir nun' das Intervall von 0 bis 1 in
m gleiche Intervalle, welche durch die Werthe
Pell'sche Gleichung.
o 1 2 m-I· m
m' m' m··· ---;;::;;-, m
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begrenzt werden, so muss, da die Anzahl 1n + 1 der Zahlenpaare
x, y grösser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von
den Werthen x - y VD enthalten, die zwei verschiedenen Wer-
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe mit
x' - y' VD und x" - y" VD; dann ist, abgesehen vom Vorzeichen,
ihr Unterschied
1(x' -x") - (y' - y") VD === x-yVD < -,
m
und da y', y" ungleich, nicht negativ und < m sind, so ist (abge-
sehen vom Vorzeichen) auch y == y' - y" :::;: rn und von Null ver-
schieden; mithin wird x - y VD auch< y-l und von Null verschie-
den, weil VD irrational ist. Hieraus' folgt aber, wie oben, dass
x 2-Dy2< 1 +2VD
und von Null verschieden wird.
Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare x, y
existiren, ergiebt sich leicht; sind nälnlich BcIlon beliebig viele
solche Zahlenpaare x, y gefunden, so kann man immer die ganze
Zahl m so gross nehmen, dass m -1 kleiner wird als der kleinste
der bisher gefundenen Werthe x - y VD; für diese Zahl m erhält
man aber auf die angegebene Weise wieder ein Zahlenpaar x, y
von der Beschaffenheit, dass x - y VD < m -1 und folglich auch
kleiner als alle früher gefundenen Werthe x - y VD wird, woraus
folgt, dass dieses Zahlenpaar x, y von den früheren verschieden
ist; mithin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt.
§. 142.
Mit Hülfe dieses Resultates, dass inlmer unendlich viele Paare
von ganzen Zahlen x, y existiren, für welche der absolute "rerth
von x 2 - Dy2 < 1 + 2 VD und von Null verschieden wird, lässt
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung t 2 -- Du2 == 1 immer
in ganzen Zahlen t, u lösbar ist, und zwar so, dass u von Null ver..
schieden ausfällt.
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Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche abgesehen vom Vor-
zeichen < 1 + 2 1I.D sind, endlich ist, so muss der Ausdruck
x2- Dy2 für unendlich viele Zahlenpaare x, y einer und derselben
(von Null verschiedenen) Zahl k gleich werden; da ferner die An-
zahl der verschiedenen Paare von Resten lX, ß, welche zwei Zahlen
x, y (mod. k) lassen kÖIUlen, endlich, nämlich === k2 ist, so leuchtet
ebenso ein, dass mindestens ein solches Restsystem lX, ß unendlich
oft auftreten muss, dass also unter den unendlich vielen Zahlen-
paaren x, y, für welche x2- Dy2 === k wird, auch wieder un-
endlich viele Paare x, y sich finden müssen, in welchen x =(t,
y =ß (mod. k) ist, wo (x, ß zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind
nun x', y' und x", y" irgend zwei solche Zahlenpaare , d. h. ist
gleichzeitig
X'2 - Dy'2 = X"2 - Dy"2 == k
und
Xl =x", y' =y" (mod. 1c),
so kann man
(x' - y' 11 D) (x" + y" 11 D) == k (t + u 11 D)
setzen, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, die oft·enbar der Gleichung
t2 -Du2 = 1
genügen; und zwar dürfen wir annehmen dass u von Null ver-,
schieden ist; denn aus u == 0, t == + 1 ergiebt sich vermöge der
obigen Gleichung x' - y' 11 D = + (x" - y" YD); da aber unend-
lich viele solche Zahlenpaare x', y' und x", y" existiren, so können
wir auch immer zwei solche auswählen, dass x", y" verschieden
von + x', + y', und folglich u von Null verschieden ausfällt.
Hiermit ist also in der That bewiesen dass immer eine Lö-,
sung t, u der vorstehenden Pcll'schen Gleichung existirt, in welcher
u von Null verschieden ist.
Hiera~s lässt sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hülfe
der TheorIe der reducirten Formen, zeigen, dass alle Auflösungen
t, u sich aus der Gleichung
t+uVD = + (T+ UYD}n
ergeben, wo T, D die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten,
die der Gleichung genügen, und der Exponent n alle positiven und
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negativen ganzen Zahlen durchläuft. Nur in der einen Beziehung
bleibt diese Theorie der Pell'schen Gleichung unvollständig, dass
aus ihr keine directe Methode fliesst, die~e kleinste positive Auf-
lösung T, U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso zur Be-
urtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch der Dar-
stellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theorie der
reducirten Formen unentbehrlich.
IX. Ueber die Convergenz und Stetigkeit einiger
unendlichen Reihen.
§. 143.
Die von Abel *) herrührende Methode der theilweisen Summa-
tion, welche in §. 101 bei der Untersuchung der Convergenz und
Stetigkeit einer unendlichen Reihe angewendet ist, führt zu dem
Beweise des folgenden allgemeinen Satzes, in welchem aus gewissen,
von einander unabhängigen Voraussetzungen über zwei Reihen
von reellen oder complexen Grössen
al, (t2, a3 . . . (a)
b1 , b2 , b3 • • • (b)
Schlüsse auf die aus ihnen zusammengesetzte Grössenreihe
a 1 b1 , a2 b2 , a3 b3 • • •
gezogen werden.
liVenn bei unbegrenzt wachsendent 'n de'r anetlytische .. Modulus
der Summe
An == al +a2 + · · · + an
endlich bleibt, wenn ferner die aus den Moduln der Differenzen
b1 - b2 , b2 - b3 , b3 - b4 • • •
gebildete Summe ß endlich ist, und ausserden1 bn 1uit tvCtchsendem
n unendlich kle~'n wird, so convergirt d'ie Reihe
r = al b1 + a2 b2 +a3 b3 + ·· .;
*) Recherehes sur la serie ete., <Euvres completes, 1839, T. I, p. 66;
Crelle's Journal, Bd. 1, S. 311.
\ .
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und ~()enn die Grössen der Reihe (b) sich stetig so ändern, dass
auch ß sich stetig ändert, so gilt dasselbe von y.
Denn aus der Annahme, dass der Modulus von An stets kleiner
als eine angebbare Constante H blejbt, und dass die Summe ß
einen endlichen Werth besitzt, folgt zunächst die unbedingte Gon-
vergenz der Reihe
8 == Al (bI - b2) + A 2 (b2 - b3) +A 3 (b3 - b4 ) + ·· .,
weil selbst die Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden,
deren Summe < Hß ist. Bezeichnet man nun die Summen der
ersten n Glieder der Reihen jI, 0 resp. mit On, Dn, so ist
On = Dn- 1 + An bn,
und da bn mit wachsendem n unendlich klein wird, so convergirt
auch die Reihe y, und ihr Werth ist gleich dem der Reihe d.
Es genügt daher, den letzten Theil des Satzes für die Reihe 0
nachzuweisen, und dies geschieht in noch etwas erweiterteln Um-
fange auf folgende Weise. Setzt man ~ == D n + 0n und ß= B n +ßn,
wo B n die Sumn1e der ersten n Glieder der Reihe ß bedeutet, so
ist der lVloc1ulus des Restes 0n offenbar < H ßn; bezeichnet lllan
ferner mit 0', D~, ß' ... diejenigen bestin1mten 'Verthe von
0, D n , ß · .., welche einem bestimnlten Grössensystem (b') ent-
sprechen, so wird, wenn die veränderlichen Grössen bn des Systems
(b) sich den Grössen b~ des Systems (b') unbegrenzt und zwar der
Art annähern, dass ßsich dem Werthe ß' nähert, auch ßn == ß- B n
sich dem Grenzwerthe ß~ nähern, weil die aus einer endlichen An-
zahl von Gliedern bestehende Summe B n gewiss den Wertll B:l
zum·Grenzwerth hat. Nun kann man, wie klein auch eine gegebene
positive Grösse c sein mag, immer n so gross wählen, dass
H ß~ < eist; mithin ,vird im \Terbtufe der Annäherung auch }fßn,
und folglich auch der Modulus des l{estes 0 n definitiv< ewerden,
während der andere in 0 enthaltene Bestandtheil D n sich seinenl
Grenzwerthe D~ nähert; da aher ~ - 0' == (D n - .D:t ) +Ö'n - ~~
ist, so wird folglich der Modulus der Differenz 0 - 0' schliesslich
unter 2 c herabsinken, also wird 0 sieh deIn Grenz,vertho 0' nähern,
was zu beweisen war *).
*) Offenbar bleibt ö, also auch y selbst dann noch stetig, wenn die
oben als constant vorausgesetzten Grössen des Systems (a) sich zugleich
stetig und so ändern, dass das Maximuln H der Moduln von An auch
während der Aenderung endlich bleibt.
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Dem vorstehenden Beweise des obigen Satzes fügen wir noch
folgende Bemerkungen hinzu. Die zweite Voraussetzung, dass die
Summe ß endlich ist, hat für sich allein genommen zur Folge, dass
die unendliche Reihe
b === b1 + (b'J - b1) + (ba - b2) + (b4 - b3) + · · ·
ebenfalls convergirt, dass also die Summe bn ihrer ersten n Glieder
mit wachsendem n sich einem bestimmten Grenzwerth bannähert,
welcher aber sehr wohl von Null verschieden sein kann. Immerhin
ergiebt sich hieraus in Verbindung mit der ersten Voraussetzung
über An die unbedingte Convergenz der Reihe ~; lässt man aber
die dritte 'Voraussetzung, nach welcher b === 0 war, jetzt fallen, so
leuchtet ein, dass die Convergenz der Reihe r, weil On == Dn- 1
+ An bn ist, nur dann mit Sicherheit gefolgert werden kann, wenn
die erste Annahme über An dahin verschärft wird, dass die unend-
liche Reihe
€X == al +a2 + aa + a4 +···
ebenfalls convergirt, und zwar ist dann
r === <l +ab;
zugleich ergiebt sich, dass, wenn a == An +an, also an = an-l - Ctn
gesetzt wird,
i' == abI +al (b 2 - b1) +~ (b3 - b2) + ···
ist; denn die Summe der ersten n Glieder der Reihe rechter Hand
ist === On +anbn, und mit wachsendem n wird an, also auch unbn
unendlich klein. Von besonderer Wichtigkeit ist nun die Bemer-
kung, dass unter den jetzigen Annahmen die Grösse r sich schon
dann stetig mit den Grössen des Systems (b) ändert, sobald ßim
Verlaufe der Aenderung endlich bleibt, während ~ mit ß und .b
auch unstetig werden kann. Ist nämlich eine beliebig kleine pOSI-
tive Grösse E gegeben, so giebt es einen bestimmten Index v ~on
der Beschaffenheit, dass für alle Werthe von 1~, welche ~ v sInd,
der Modulus von an < Eist *); während daher die Summe der
*) Ist das System (a) ebenfalls veränderlich so verliert der obige Be-
weis für die Stetigkeit von r seine Kraft selbst wenn man voraussetzt,
d . h t . , h' usass a SIC s etIg mit den Grössen des Systems (a) ändert; denn lera
folgt noch nicht die Möglichkeit, für jedes gegebene 8 einen bestimmten
Index v so zu wählen, dass für alle Werthe n:> v der Modulus von Cl n auch
während der Aenderung von (a) stets< 8 bleibt. Dass in der That r
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ersten l' Glieder in dem vorstehenden Ausdruck für r sich stetig
mit den Grössen des Systems (b) ändert, bleibt der Modulus des
Restes < cß und kann folglich, wenn ß während der Aenderung
endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Constante bleibt, durch E
so klein gemacht werden, wie man will; mithin ändert sich 'Y stetig,
was zu beweisen war.
Wir wollen die vorstehenden Principien auf die Dir1~chlet'schen
Reihen anwenden; unter dieser Benennung verstehen wir Reihen
von folgender Form *)
al a2 aaf(s) == 78 + k S + kS + ·· .,
'C 1 2 3
wo k1 , k2 , k3 • • • positive Constanten von der Art bedeuten, dass
k n < kn+l ist, und dass k n mit n über alle Grenzen wächst; die
Constanten al' a2' ~ . .. sind beliebige reelle oder complexe
Grössen; ebenso kann die Variabele s beliebige reelle oder corn-
. plexe Werthe annehmen, doch wollen wir uns hier der Einfachheit
halber auf reelle Werthe s beschränken. Setzen wir, wie oben,
An == al + a2 + · ·· + an,
so ergiebt sich folgender Satz:
unstetig werden kann trotz der Stetigkeit von a und der Endlichkeit von ß,
lehrt die genaue Prüfung des folgenden Beispiels. Es sei 1jJ (x) eine stetige
Function, welche sowohl für unendlich grosse als auch für unendlich kleine
Werthe x unendlich klein wird, wie z. B.
x
1jJ (x) = 1 +_ x2 ;
es seien ferner die in den Systemen (a) und (b) enthaltenen Grössen als
stetige Functionen einer Variabeln h > °definirt durch die Gleichungen
an == 1jJ(nh)-1jJ(nh-h)
1bn = I-nh, wenn h <-
-n
1bn == 0, weun h > -,
-n
so nähert sich r, wenn h unendlich klein wird, nicht dem Werthe Null,
welcher dem Werthe h == 0 entspricht, sondern dem Wcrthc
1
j1jJ(x)dX,
o
obgleich a stetig = 0, und fJ zwar nicht stetig, aber doch endlich bleibt.
*) Sie nehmen die Gestalt von Potenzreihen an, wenn man s == - log x
setzt.
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Bleibt An endlich bei wachsendem n, so convergirt die Reihe
fes) für alle positiven Werthe s und sie ist nebst ihren sämmtlichen
Derivirten stetig; convergirt die Reihe noch für s == 0, so 1;st sie
auch an dieser Stelle stetig.
Die Behauptungen, welche sich auf f (s) beziehen, folgen
unmittelbar aus der vorhergehenden allgemeinen Untersuchung,
wenn man bn == k;;8 setzt, wodurch r == fes) wird; in der That
wird hierdurch ß === kIB oder == 0, je nachdem s > 0 oder = 0
ist. Die Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten f' (s) ergiebt
sich aber durch eine andere Specialisirung; bedeutet s einen festen
positiven Werth, und c eine sehr kleine (positive oeler negative)
Grösse, so setzen wir
b _~(_l __1)
n - C k~ k~+E ,
wodurch
r = fes) -fes + li)
C
.
.wird. Wählt man nun v so gross, dass s log kv > 1, und E so
klein, dass
: log (1 + ;) < s log k"
wird, so ist bv > bJI +1 > bv + 2 ••• , weil die Derivirte der
Function
~(~"__1 )
c X S X S +8
für alle Werthe x > k JI negativ ist; ausserdem ist b == 0, also
ßV-I = bv• Wird nun c unendlich klein, so nähert sich bn dem
Grenzwerthe
b' _ ~~~kn
n - "k. 8 ,
'n
~nd da b~> b~+l > b~+2 •.• , ferner b' = 0, also ß~-l = b~
1st, so geht ßV-l stetig in den Grenzwerth ß~-l' und folglich auch
ß stetig in den Werth ß' über. Mithin nähert sich auch r dem
Grenzwerthe r', d. h. es ist
_ f' (s) = a l log k1 + a2 log k2 + .."
_ kB k 8
1 2
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und da diese Reihe wieder von ders~lben Beschaffenheit ist, 'so ist
f' (s) auch eine stetige Function der positiven Grösse s. Ganz
ähnlich lässt sich der Beweis für die Derivirten höherer Ordnung
führen.
§. 144.
Der wahre Charakter des zuletzt bewiesenen Satzes besteht
darin, dass aus dem Verhalten einer Dirichlet'schen Reihe fes) für
s == 0 ein Schluss auf ihr Verhalten für alle positiven Werthe s
gezogen wird (man kann ihn leicht so umformen, dass von dem
beliebigen Werthe s == 0 auf alle ~Terthe s > 6 geschlossen wird).
Unter diesem Gesichtspuncte erscheint von besonderem Interesse
eine Vergleichung dieses Satzes mit dem allgemeinen Princip des
§.118; beachtet man nämlich, dass, \venndie dort mit t bezeichnete
Grösse zwischen k n und k n +1 > k n liegt, die entsprechende Grösse
T == n nichts Anderes ist, als die Summe der ersten 11t Glieder der
Reihe
111
7" 1 + 8 + k 1 + 8 + 1" 1 + 8 + ···
lVI 2 IV3
für s == - 1, so erkennt man, dass dort aus dem V'erhalten der
Reihe für s == - 1 ein Schluss auf ihr Verhalten für alle positiven
Werthe s, und namentlich auf ihr Verhalten an der Stelle s == 0
gezogen wird. Eine genauere, auf die Vereinigung und Verall-
gemeinerung beider Sätze hinzielende Untersuchung führt zu den
nachstellenden Resultaten, in welchen zur Abkürzung
S == ~ + a2 + ... + an
n 8 8 1 8k 1 k 2 IC n
gesetzt ist, während An seine frühere Bedeutung behält.
1. Bleibt Sn lc~ für einen besti1rl1nten negativen Werth s end-
lich bei wachsendem n, so gilt dasselbe für jeden negativen Werth
s, und ebenso bleibt An: log kn endlich.
2. Bleibt An: log kn endlich bei wachsendern n, so convergirt
die Reihe f (s) für jeden positiven llTerth s.
3. Nähern sich s Sn k~ und s Sn k~+l für einen bestitnmten ne-
gativen Werth s bei wachsendem n einem geme1>nschajtlichen Grenz-
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werthe - ro, so gilt Dasselbe für jeden negativen Werth s, und
ebenso nähern sich An: log kn und An: log kn+1 dem gemeinschaft..
lichen Grenzwerthe + rot
4. Nähern sich An: log kn und An: log k n+1 bei wachsendem
n einem gttmeinschaftlichen Grenzwerthe (jJ, so nähert sich s f (s),
wenn s positiv unendlich klein wird, dernselben Grenztverthe 00.
Offenbar entspringt der Satz des vorigen Paragraphen aus 2.,
und der Satz des §. 118 aus 3. und 4.; um die Beweise kurz zu
führen, bemerken wir, dass, wenn
gesetzt wird,
Sn - Rn k~-s = BI (k~-S - k~-S) + ·· ·+ R n- I (k~=r - k~-8)
ist; zerlegt man die SUlnrne rechter Hand in zwei Bestandtheile,
von denen der eine die ersten (m - 1) Glieder, der andere -die
übrigen (n - m) Glieder enthält, und berücksichtigt, dass man
allgemein
k k 'kr- s kr- s 11 J/ -s k-B
1/ - 11+1 !xr-s-1dx==hr!X-s-1dX==.hrkJ/+1- J'
r-s 11 11 S
k,JI +1 k 1/ +1
setzen kann, wo k1/ S hv S kll+1 ist, so erhält man
Sn - Rnk~-s === r - s {M(k~S _k~8) + N (k;S _k;8)},
s
von Mund N Mittelwerthe *) aus den Grössen R v h~ resp. von
v = 1 bis v === m - 1, und von v === rn bis v == n - 1 bedeuten.
Nimmt man nun, wie im dr1·tte1~Satze an, dass es einen (negativen)
Werth r giebt, für welchen die Grössen rRJ'k~, trR v k;+l' also
auch die Grössen r R v h ~ mit wachsendem v sich einem Grenz"
werthe - ro nähern, und lässt man 'tn mit n, doch so langsam über
a.lle Grenzen wachsen, dass km: kn unendlich klein wird, s? näher~
sIch rN dem Grenzwerthe - ro, während M endlich bleIbt, un
*) U t . M· · · d r coIll-n er eInem 1 Ittelwerthe aus complexen Grössen z 1st Je e
plexe Werth C von der Beschaffenheit zu verstehen, dass die reellen ,Be-
standtheile von C und Ci resp. Mittelwerthe aus den reellen BestandtheI1en
der Grössen z und der Grössen z i sind.
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folglich wird, wenn s negativ ist, s Sn k~ sich ebenfalls dem Grenz-
werthe - ro nähern. Ist aber s == 0, so folgt
All - Ilnk~ = r {Mlog(:'J + Nlog G:~)},
und wenn man m der Art mit n über alle Grenzen wachsen lässt,
dass log km : log kn unendlich klein wird, so ergiebt sich, dass
An: log k n sich dem Werthe + 6.1 nähert. Die ·Behauptungen über
SSnk~+l und A n :logkn+l ergeben sich vop selbst, weil aus der
Annahme hervorgeht, dass, wenn ro von Null verschieden ist, noth-
wendig kn : kn +1 sich dem Werthe 1 nähert. Zugleich leuchtet ein,
dass der Beweis des ersten Satzes auf dieselbe Weise geführt wer-
den kann, und zwar viel einfacher, weil es gar keiner Zerlegung
der obigen Summe in zwei Bestandtheile bedarf*).
Der Beweis des zweiten und vierten Satzes lässt sich in ähn-
licher Weise führen; setzt man nämlich, wenn seinen lJositiven
Werth hat,
so ist
kn+l
K K _!slogxdx -1 h (k- S k- S ).n - n +1 -, X S +1 - og n n - n+1 ,
k n
*) Die Sätze 1. und 3. sind aus einem leicht erkennbaren Grunde so
gefasst, dass der in der Prämisse auftretende bestimmte W(\rth s als
negativ vorausgesetzt wird, obgleich der obige Beweis, in welcheIn di('spr
Werth s mit l' bezeichnet ist, auch dann seine Kraft bewahrt, '''('1111 l'
positiv ist. !)iese auf dcn ersten Blick auffallende :Erscheinung hÜ.l1gt da-
mit zusammen, dass den obigen Sätzen eine Ileihe von ähnlichen Sätzen
entspricht, welche von dem Verschwinden des Ilestes S~l == f (s) - Sn für
positive 'Verthe s bei wachsendem n handeln; von diesen Sätzen (die sich wie
die obigen Sätze auch auf gewisse Integrale übertragen lassen) wollen wir
beispielsweise den folgenden erwähnen: Convergirt die Reihe f (8) für
einen bestimmten positiven Werth s, wird also der Rest S~~ mit wachsen-
dem n unendlich klein und zwar in der Art, dass die Producte sS~ k~ und
s S ~ k~+1 sich einem gemeinschaftlichen Grenzwerthe w nähern, so nähern
sich für jeden negativen Werth s die Producte s Sn k~ und s Sn k~+1 denl
Grenz\verthe - w.
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nimmt man daher an, dass An: log k n endlich bleibt, so folgt hier-
aus leicht *), dass die unendliche Reihe
Al (k-;-S - k2"S) + A2 (k;:'fI - k-;s) + · ··
=~(KI-K2)+~ (K2-K.I) + ...log hl log h2
convergirt, und dass ihre Summe mit 1(8) übereinstimmt, womit
der zweite Satz bewiesen ist. Bezeichnet man ferner mit Mund
M' Mittelwerthe aus den Grössen An: log h n resp. von n == 1 bis
n == m-I, und von n == m bis n == 00, so kann man
setzen; nimmt man nun (wie iIn vierten Satze) an, dass die Grössen
An: log kn und An: log k n+1 sich einem gemeinschaftlichen Grenz-
werthe co nähern, so gilt Dasselbe von An: log h n; lässt man daher,
während 8 positiv unendlich klein wird, ~leiehzcitigm über alle
Grenzen, doch so langsam wachsen, dass s log km unendlich klein
wird, so nähert sich M' dem Grenzwerthe ro, während M endlich
bleibt, und da SKI und s Km sich dem gemeinschaftlichen Grenz-
werthe 1 nähern~ so nähert sich sj'(s) deIn Grenzwerthe 0), was zu
beweisen war.
Nachdem die obigen Sätze bewiesen sind, führen wir einige
Beispiele an, hauptsächlich um zu zeigen, dass sie nicht ohne
Weiteres ulllgekehrt werden dürfen.
Beispiel 1. Ist c > 1, und s > 0, so ist
a b a b ac S + b.f (s) = es + C"28 + C3B + C4B + · · ·= C 2B - 1 '
fur jeden negativen Werth s ist bei wachsendem n
limS C2n8 _ ac 8 + b r s (2 +1)8 a+bC 8
in - 1 _ C28 , Itl]. 2n +1 C n == I _ 028'
also schwankt Sn k~, und nur, wenn b == a ist, wird
lim Sn k~ == _a_;
I-eS
trotzdem ist, auch wenn a und b ungleich sind,
*) Offenbar darf man, ohne 'die Allgemeinheit der Sätze zu beeinträch-
tigen, bei ihrem Beweise annehmen, dass schon k1 > 1 ist.
385Unendliche Reihen.
lim~ === lim An = a+b
logk n logkn + 1 21ogc'
i,
und wirklich nähert sich sl(s) für unendlich kleine positive Werthe
von s demselben Grenzwerth.
Beispiel 2. Ist wieder c > 1, und s > 0, so ist
1 2 3 4 eS
fes) = es - C28 + C38 - C'8 + ... = (c 8 + 1)2;
da A 2n = - n, A 2n - 1 = + n ist, so schwankt An: log k n ; dennoch
nähert sich sl(s) dem bestimmten Grenzwerth Null, wenn s positiv
unendlich klein wird.
Beispiel 3. Von grösserem Interesse ist die folgende Reihe
I(s) == e-S+ ce-SC + c2 e- sc2 + c3 e- sc3 + · .. ,
wo c wieder> 1 ist; da log k n == cn - I , und
cn-l
An == 1 + c +c2 + · · · + cn- 1 === --,
c-1
so ergiebt sich bei wachsendem n
1· An C l' An _ 1Iffi l- k ==--1' Im l 1 - --,og n C - og ,C n +1 C - 1
und es zeigt sich, dass Si (s) für unendlich kleine positive Werthe
von s sich keinem Grenzwerthe nähert, sondern hin- und. her-
schwankt. Ist nämlich rein bestimnlter positiver Werth, und lässt
man s == r c-f2 dadurch unendlich klein werden, dass ~ wachsend
alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, so nähert sich s.f(s) dem
bestimmten, aber von r abhängigen Grenzwerth
1/J(r) = ~ rene-re",
wo n alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 durchlaufen lUUSS.
Offenbar ist 1/J(r) eine periodische Function von logr, welche sich
in die Fourier'sche Reihe
_1_ ~ zn fI (2n'J'li)
log c log c
verwandeln lässt, wo log z log c == - 2 7C i log rist, 11 das Euler'-
sche Integral zweiter Art bedeutet, und n alle ganzen Zahlen von
- 00 bis + 00 durchläuft; sie convergirt für jeden complexen
Dirichlet, Zahlentheorie. 25
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Werth r, dessen reeller Bestandtheil positiv ist; sie ist zugleich
der Grenzwerth des Integrals
+00
f x -rc Z d sin (2n + 1) n'Xrc e x.--.~-~-SIn n' x
-00
für unendlich grosse Werthe der positiven ganzen Zahl n. Wird
s stetig positiv unendlich klein, so schwankt sj (s) um den mittleren
Werth ·1: log c, welcher auch zwischen den Grenzwerthen von
An: log kn und An: log kn+l liegt.
( ,;"
x. Ueber die Composition der binären quadratischen
Formen.
§.145.
Den Ausgangspunct für unsere Darstellung der von Gauss *)
gegründeten Theorie der Composition bildet folgendes Lemma;
Ist
bb = D (rnod. a), b'b' =D (mod. a'), (1)
und haben die drei Zahlen a, a', b + b' keinen gemeinschaftlichen
Theiler, so existirt in Bezug auf den Modulus a a' eine und nur
eine Classe von Zahlen B, 'welche den drei Bedingungen
B =b (tnod. a), B =b' (mod. a'), BB =D (mod. aa') (2)
genügen, und die Zahlen a, a', 2 B haben ebenfalls keinen gemein-
schaftlichen Theiler.
Dies leuchtet unmittelbar ein, falls a und a' relative Pritnzahlen
sind (§§. 25, 37); unter der allgemeineren Voraussetzung aber, dass
a, a',. b + b' keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, bestinnue
Inan (nach §.24) drei ganze Zahlen h, h', h", welche die Bedingung
1 == h(~+h'(~'+h"(b+b') (3)
befriedigen; qann werden alle durch die Congruenz
B =hab' +h' a' b + h" (bb' + D) (mod. ~a') (4)
bestimmten Zahlen B und nur diese den Forderungen (2) genügen.
Da nämlich
*) D. A. art. 234, seqq. - Vergl. Lejeune Dirichlet: De formaru1n bl~­
na1·iarurn secundi gradus cOJnpOsül:one. 1851.
25*
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(B-b)(B-b')=BB-(b+b')B+bb' (5)
ist, so folgt zunächst, dass jede die Forderungen (2) erfüllende
Zahl B auc.h den Bedingungen
a' B =a'b, aB =ab', (h +b')B =bb' +D (mod. aa')
genügen muss, welche, mit h', h, h" multiplicirt und addirt, die
Congruenz (4) nach sich ziehen. Dass ull1gekehrt jede durch die
Congruenz (4) bestimmte Zahl B die Forderungen (2) erfüllt,
ergiebt sich leicht, wenn man aus (3) und (4) der Reihe nach
h', h, h" eliminirt; auf diese Weise erhält man nämlich die Con-
gruenzen
B - b = h a (b' .:.... b) + h" (D - b b) 1 .
B-b' =h' a' (h - b') + h" (D - b' b') (mod.aa')
(b +b')B - (bb' +D) =ha(b'h' - D) + h' a' (bb -D)
aus welchen unter Rücksicht auf (1) und (5) die Congruenzen (2)
unmittelbar folgen. Ist ferner d ein gemeinschaftlicher Theiler
von a, a', 2 B, so folgt aus (2), dass B = b = b' (mod. ~), also
b +b' =2 B =0 (mod. ~) ist; mithin ist ~ auch ein gemein-
schaftlicher Theiler von a, a', b +b' und folglich = 1, was zu be-
weisen war *).
§. 146.
Zwei binäre quadratische Formen (a, b, c), (a', b', c') von glei-
cher Determinante D sollen einig **) heissen, wenn die Zahlen a, a',
*) Fasst man die Theorie der binären quadratischen Formen nur als
einen speciellen Fall der allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen
Zahlen auf (Supplement XL), so sprechen manche Gründe dafür, statt der
;on Gauss und Dirichlet zu Grunde gelegten Form a x 2 + 2 bxy t cy2,
In w~lcher der Coefficient von x y immer eine gerade Zahl ist, dIe all-
ge.melnere. Form a a;2 + b a; Y + C y2 zu adoptiren und unter deren Det,er-
mInante Immer die GrösS8 d == b b - 4 a c zu verstehen. Das obIge
Lemma ist dann durch das folgende, etwas umfassendere zu ~rsetzen:
Ist b b =d (mod. 4 a)" b' b' - d (mod. 4 a'), und haben die dreI Zahlen
a, a', t (b +b') keinen gemeinschaftlichen Theiler, so existirt in Bezug auf
den Modulus 2 a a' eine und nur eine Classe von Zahlen B, welche den
drei Bedingungen B :: b (mod. 2 a), B = b' (mod. 2 a'), B B =d (mod. 4 ~ a')
genügen; und die Zahlen a, a' B haben keinen gemeinschaftlichen Theller.
**) n· B' D' 'chlet
. lese enennung soll an die rad1~ces conco'rdantes von zrz
erInnern.
(~)
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b + b' keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Da b b = D
(mod. a), b' b' =D (mod. a') ist, so folgt aus dem vorhergehenden
Lemma unmittelbar die Existenz von unendlich vielen parallelen
(nach §. 56 äquivalenten) Formen (a a', B, 0) derselben Deter-
minante D, deren mittlere Coefficienten B den Bedingungen B = b
(mod. a), B = b' (mod. a') genügen; jede solche Form (aa',B, 0)
heisse zusammengesetzt *) (cornposita) aus (a, b, c) und (a', b" c').
Wir bemerken zunächst, dass (nach §. 56) die Formen (a, b, c),
(a', b', c') resp. den Formen (a, B, a'O), (a', B, aC) äquivalent
sind; diese letzteren sind ebenfalls einig, weil die Zahlen a, a', 2 B,
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (§. 145), und aus ihnen
ist ebenfalls die Form (a a', B, 0) zusammengesetzt. Bedeuten
nun x, y, x', y' variabele Grössen, und setzt man
X = xx' - Oyy', Y == (ax + By) y' + (a' x' + By')y, (1)
so wird
(ax +(B+ VD)y) (a:x' + (B + 'VD)y')==aa' X+(B +VD)Y; (2)
ersetzt man hierin VD durch - VD und multiplicirt die so ent-
stehende Gleichung mit der vorstellenden, so ergiebt sich nach
Wegwerfung des beiden Seiten gemeinschaftlichen Factors a a' die
Gleichung
(ax 2 + 2 Bxy + a' Cy2) (a' X'2 + 2B x'y' +a Cy'2)
= aa'X2+2BXY+ Cy2,
d. h. die Form (aa', B, C) geht durch die bilineare Substitution (1)
in das Product aus den beiden Formen (a, B, a'O), (a', B, a 0)
über.
Auf dem vorstehenden Resultate beruht zugleich der Beweis
des folgenden Fundamentalsatzes **):
Sind die be'iden einigen Formen (a, b, c), (a', b', c') reSl). äqui-
valent den beiden einigen Formen (m, n, 1), (1n', n', 7'), so ist au,eh
die aus den beiden ersteren zusan~tnengesetzte Forn~ (a a', B,.C)
äquivalent- (Ier aus den beiden letzteren zusarn1J~engesetzten porl1t
(mm', N~ L).
Aus den Voraussetzungen folgt zunächst, dass die Formen
(a,B,a'O), (a',B, aC) resp. den Formen (rn,N,m' L), (m',N,tnL)
äquivalent sind, und hieraus (nach §.60. Anmerkung) die Existenz
*) Vergl. Gauss: D. AI artt. 235, 242, 243, 244.
**) Gauss: D. A. art. 239. - Di1'ichlet a. a. O.
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von vier ganzen Zahlen x, y, x', V', welche den folgenden Bedin-
gungen geniigen
ax 2+2Bxy+a'Gy2'==m, a'x'2+2Bx'y'+aCy'2==.m' (4)
ax+(B+N)y=O, (B-N)x+a'Cy=O(mod.m) (5)'
a'x' +(B+ N)y' =0, (B-N)x' +aCy' =0 (mod. m'), (6)
und ebenso braucht man, um die Aequivalenz der beiden' Formen
(aa', B, 0), (m1n', N, L) darzuthun, nur die Existenz von zwei.
ganzen Zahlen X, Y nachzuweisen, welche die Forderungen
a a' X 2 + 2 B X Y +C Y:l == 11l ut' (7)
a a' X + (B + N) Y == 0 (mod. 111,111,') (8)
(B-N) X + GY =0 (mod. m'ln') (9)
befriedigen. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass die beiden (offen-
bar ganzen) Zahlen X, ~ welche nach (1) aus den vier ganzeD;
Zahlen x, y, x', y' gebildet sind, in der 'fhat den vorstehenden Be-
dingungen genügen. Zunächst folgt (7) unmittelbar aus (3) und
(4). Da ferner aus jeder Gleichung von der Form
(t +u VD) (t' +u' VD) == (t" + ~t" VD) (t'" +u'" VD),
wo t, u, t' u. s. w. ganze Zahlen bedeuten, die in Jlezug auf die
'Variabele z identische Gleichung
(t +uz) (t' +u' z)==(t" +u" z)(t'" + u'" z) + (uu' - u" u"')(zz-D),
und hieraus, da N N =D (mod. mm') ist, auch die Congruenz
(t + u N) (t' +u' N) =(t" +u" N) (t'" + u'" N) (mod. mm')
hervorgeht,' so folgt (8) unmittelbar aus (2) unter Berücksichtigung
,v?n (5) und (6). Dieselbe Gleichung (2) lässt sich endlich d~rch
Multiplication mit B - VD, oder lnit C, und durch Division mIt a
oder mit a' auf die folgenden vier Fornlen bringen
((B - VD)x + a' Gy) (a' x' + (R +VD)y') == a'U
(ax + (B +VD)y) ((B - VD)x' +aCy') = aU
((B - YD)x +a'Cy) ((B - YD)x' + a Cy') = (B- VD)U
C(ax +(B +YD)y) (a' x' +(B +YD)y') = (B +VD)U,
wo zur Abkürzung
(B-VD) X +Cy== U
gesetzt ist; ersetzt man überall VD durcll N, so gehen nach dem
oben angeführten Princip diese Gleichungen wieder in Congruenzen
nach dem Modulus m'm' über· bezeichnet man den aus U hervor-
. . . , .'
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gehenden Ausdruck, d. "h. die linke Seite der zu beweisenden Con':'
gruenz (9), mit V, so ergiebt sich unter Berücksichtigurig von (5)
und (6), dass die Producte a' V, a V, (B~N) V, (B + N)V, mit-
hin aucll 2BV durch mm' theilbar sind; da aber die,Factoren a,
a', 2 B kei~en gemeinschaftlichen Theiler haben, so muss .der an-
dere Factor V für sich allein durch mm' theilbar sein, also die
Congruenz (9) wirklich Statt finden.
Mithin genügen die beiden ganzen "Zahlen X, Y den Bedin-
gungen (7), (8), (9), und hieraus folgt (nach §.60. Anmerkung) die
Aequivalenz der Formen (aa', B, 0), (mm', N, L); was zu be..
weisen war,
§.147.
Um den Charakter des eben bewiesenen Fundamentalsatzes
in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir zunächst Folgendes:
Sind (a, b, c), (a', b', c') zwei einige Formen, so sind ihre Theiler
0, 0' (§. 61) relative Primza,hlen, 1JJnd (j 0' ist der Theiler der aus
ihnen zttsammengesetzten Form (aa', B, C). Denn da die Formen
(a, b, c), (a', b', c') resp. den ~Formen '(a,B,a'C), (a',B,aC) äqui-
valent sind, so ist (nach §. 61) 0 der grösste gemeinschaftliche Di-
visor von a, 2 B, a'C, und" 0' ist der grösste gemeinschaftliche Di-
visor von a', 2 B, aO; da nun a, a', 2 B keinen gemeinschaftlichen
Divisor haben, so muss die in a und 2 B aufgehende Zahl C1 rela-
tive Primzahl zu a' (und also auch zu der in a' aufgehenden Zahl (j')
sein; und da 0 in a' C aufgeht, so muss C1 auch in C aufgehen;
ebenso muss (j' relative Primzahl zu a sein und folglich auch in 0
aufgehen. Da ferner schon gezeigt ist, dass 6 und 6' relative Prinl-
zahlen sind, und da beide sowohl in 2 B, als auell in C aufgehen,
so ist 6 (j' offenbar gemeinschaftlicher Divisor der drei Zahlen a a',
2 B, C. Wollte man nun annehmen, 0 0' wäre nicht ihr grösster
gemeinschaftlicher Divisor, sondern sie liessen sich nach der Di-
vision mit 6 (j' noch durch eine Primzahl p theilen, so müsste p
wenigstens in einer der beiden Zahlen a: (} oder a': (j' aufgehen;
gesetzt aber, p ginge in a: 0 auf, so hätten die drei Zahlen
a, 2 B, a' 0 den gemeinschaftlichen Divisor po, während doch 0
ihr grösster gemeinschaftlicher Divisor ist. Ebenso wenig kann p
in a': 0' aufgehen, und folglich ist (j 0' der grösste gemeinschaft..
392 Supplement x.
liche Divisor der Zahlen a a', 2B, C, d. h. (1 (j' ist der Theiler der
Form (a a', B, 0), was zu beweisen war. .
Umgekehrt: hat man swei Formenclassen K, X' von gleicher
Determinante D, deren Theiler 0, (j' relative Primsahlen sind, so
kann man stets zwei einige Formen (a, b, c), (a', b', c')resp.ausden
Classen K, K' auswählen. Denn man kann (nach §. 93) den Re-
präsentanten (a, b, c) der Classe K zunächst so wählen, dass a re-
lative Primzahl zu (1' wird, worauf der Repräsentant (a', b', c') der
Classe K' so gewählt werden kann, dass a' relative Primzahl zu
a wird; dann sind aber (a, b, c), (a', b', c') gewiss zwei einige
Formen. Zwei solche Classen K, K' sollen daher ebenfalls einig
beissen. Wie nun auch zwei einige Formen aus den Classen K, X'
ausgewählt sein mögen, so wird zufolge des bewiesenen Funda-
mentalsatzes die aus ihnen zusammengesetzte l~orm stets einer und,
derselben Formenclasse L von derselben Determinante D ange-
hören, deren Theiler nach dem Obigen - Cf (j' ist. Wir werden
daher sagen, dass diese Classe Laus lZen beillen einigen Classen'
K, K' zusammengesetzt ist, und werden dies durch die symbolische
Gleichung *)
L=KK'=K'K
ausdrücken.
Sind ferner je zwei der drei Classen K, K', K" einig, so lassen
sie sich successive zu einer Classe zusammensetzen, und zwar wird
diese resultirende Classe von der Anordnung der beiden successiven
Compositionen völlig unabhängig sein **); d. h. symbolisch ausge-
drückt, es wird
(KK')K" = (KK")K' = (K' K")K
sein. Man kann nämlich die Repräsentanten (a, b, c), (a', b', c'),
(a", b", e") der drei Classen K, K', K" (nach §.93) so wählen, dasS
a, a', a" relative Primzahlen sind; bestimmt man nun (nach §. 25)
B durch die Congruenzen
B =b (mod. a), B =b' (mod. a'), B = b" (mod. a"),
so wird.von selbstBB = D (mod.aa'a"), alsoD==BB-aa'a"C,
wo 0 eIne ganze Zahl bedeutet. Dann enthält
't
*) Gauss bezeichnet die aus K und X' zusammengesetzte Classe rol
K + K' (n. A. art. 249).
**) Gauss: D. A. artt. 240, 241.
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die Classe K· die Form (a, B, a' a" 0)
" "X' "" (a',B,aa"C)
K" (a" B aa'O)
"" ""., ,
" " KK' " " (aa', B, a"e)
" " KK" " " (aa",B,a'G)
" " K'K"" " (a'a",B,aC)
und jede der Classen (KK')K", (KK") 1(', (K' K")K enthält
folglich dieselbe Form (a a' a", B, 0); mithin sind diese drei Classen
identisch. Diese eine Classe kann daher einfach durch das Symbol
K K' K" bezeichnet werden, wobei die Stellung der drei Symbole
K, K', K" gleichgültig ist.
Wendet man nun dieselbe Schlussfolgerung an, wi'e in §. 2, so
ergiebt sich, dass auch für jede grössere Anzahl von Classen
K, K' . . . die durch ihre successive Composition entstehende
Classe völlig bestimmt, und von der Anordnung der Composition
gänzlich unabhängig ist. Erforderlich bleibt aber die Bedin-
gung, dass diese Classen K, K' . . . zu derselben Determinante
gehören, und dass ihre Theiler 0, (j' ••• relative Primzahlen sind,
weil nur dann die Composition in der oben angegebenen Art aus-
geführt werden kann; für unsere Zwecke reicht aber dieser spe-
cielle Fall der allgemeineren Theorie der Composition völlig aus.
§. 148.
Wir betrachten zunächst einige besonders wichtige specielle
Fälle der Classencomposition *).
1. Die Hauptform (1,0, - D) ist offenbar einig mit jeder l~'orm
(a, b, e) derselben Determinante, und die Composition beiderFor-
men giebt als Resultat dieselbe Form (a, b, e), also: Durch (}onl-
position irgend einer Classe K mit der ]-Iauptclasse entsteht ünmer
die Classe K. Bezeichnet man daher die Hauptclasse durch das
Symbol 1, so ist immer 1 K === K, wo K eine beliebige Classe be-
deutet.
2. Ist (a, b, c) eine ursprüngliche Form der ersten Art, so ist sie
einig mit der Form (c, b, ·a), und aus beiden ist die Form (ac, b, 1)
zusammengesetzt. Da nun (e, b, a) mit (a, - b, c), und ebenso
*) Gauss: D. A. artt. 243, 250.
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(a c, b, 1). mit (1, - b, a c) und folglich auch mit der Hauptform
(1, 0, - D) äquivalent ist (§. 56), so kann man dies Resultat kurz
so aussprechen: Die Composition von Z~t'ei entgegengesetzten ur-
sprünglichen Classen der ersten Art H, H' gieht stets die Haupt-
elasse H H' == 1.
Hieraus ziehen wir eine wichtige Folgerung, von welcher sehr
häufig Gebrauch gemacht wird: Bedeutet H eine ursprüngliche
Olasse erster Art, so folgt aus H K = H L auch stets K == L. Ist
nämlich H' der Classe H entgegengesetzt, also H H' == 1, so folgt
aus HK = H L zunächst (HK) H' == (HL) H', und hieraus
(HH./) K == (H H') L, also K == L.
3. Ist X" eine Classe vom Theiler 0, so kann man (nach §. 93)
ihren Repräsentanten (a 0, b, c) so wählen, dass a relative Prim..
zahl zu 0 ist; dann ist diese Form offenbar zusammengesetzt aus
den beiden einigen Formen (a, b, C 0) und ((1, b, Cl c), deren letztere
den Theiler 0 hat ~nd der einfachsten Classe (lieses Theilers an-
gehört (§. 61), woraus von selbst folgt, dass die erstere Form eine
ursprüngliche Form der ersten Art sein muss, was sich auch leicht
direct nachweisen liesse. Wir. haben daher das Ilesultat: Ist S die
einfachste, und K i,rgend eine Classe V01)~ The'iler 0, so giebt es
immer mindestens eine ursprüngliche Classe erster Art H von der
Bescha.tfenheit, dass S H == K ist. . 1
Man überzeugt sich leicht mit Hülfe von 2., dass der Satz 3.
auch dann noch gilt, wenn .S ~nd K irgend welche Classen dessel-
ben Theilers bedeuten; ebenso leuchtet ein, dass aus den einfachsten
Classen der Theiler 0, 0' stets die einfachste Classe des Theilers
o0' zusammengesetzt ist, natürlich unter der Voraussetzung, dass
o und G' relative Primzahlen sind. Wir verweilen aber nicht
länger bei diesen und anderen ebenso leicht zu beweisenden
Sätzen, weil sie für die nachfolgenden Untersuchungen völlig ent-
behrlich sind. _.
§. 149.
In diesem Paragraphen wollen wir uns auf die Betrachtung
aller zu einer bestimmten Determinante D gehörenden ursprüng-
lichen Classen erster Art (0 == 1) beschränken; das System dieser
Classen wollen wir mit -P, ihre (nach §§. 67, 77 endliche) Anzahl
mit h bezeichnen. Je zwei solche Classen sind einig, und durch
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ihre Composition erhält man immer wieder eine Classe desselben
Systems~. Dies gilt auch dann, wenn die heiden Classen iden-
tisch sind, und die durch Composition einer Classe A mit sich
selbst, oder kürzer, die durch Duplication *) der Classe A ent-
stehende Classe AAsoll mit A.2 bezeichnet ,verden ; ähnlich ist die
allgelneine Bezeichnung Am zu verstehen, wo 1n irgend eine positive
ganze Zahl bedeutet. Durch Anwendung derselben Schlüsse, wie
in §. 28, findet man nun leicht, dass immer ein kleinster positiver
Exponent ~ existirt, welcher der Bedingung A ö == 1 genügt; dann
sind die Classen
1, A, A2. ... AÖ-l,
welche die sogenannte Periode**) der Classe A bilden, von ein-
ander verschieden, und. wir wollen sagen, die Classe A gehöre zum
Exponenten ~; aus Ar = As folgt r = s (mod. ~), und um-
gekehrt; verallgemeinert man hiernach die Bezeichnung A »1" in-
dem man sie auch auf negative Exponenten 1n (und auf n~ == 0)
ausdehnt, so ist z. B. A -1 === A Ö -1 das SYlnbol für die Classe,
welche der Classe A entgegengesetzt ist (§. 148, 2.).
I~ine solche Classenperiode bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden neuen Begriffs, welcher von der höcl.lsten Wichtig-
keit für die Gesetze der Composition ist: Ein Systeln ~ von ur-
sprünglichen Classen -der ersten Art soll eine Gruppe ***) heissen,
wenn die Composition von je zwei Classen des Systems sn immer
wieder eine Classe desselben Systems liefert; die Anzahl ader
in ~ enthaltenen verschiedenen Classen heisse der Grad dieser
Gruppe~. Offenbar bildet das System ~ selbst eine Gruppe vonl
Grade h.
Aus dieser Erklärung folgt sofort, dass, wenn die Classe A_ in
einer Gruppe menthalten ist, auch die ganze Periode der Classe
A, also aucll die entgegengesetzte Classe A --1 und die IIauptclasse
sicll in ~{vorfindet. Setzt man ferner jede in der Ciruppe ~{ ent-
haltene Classe Al, A 2 ••• An mit einer ursprünglichen Classe
erster Art B zusammen, so sind die entstehenden Classen Al B,
A 2 B ... AaB von einander verschieden (§. 148,2.) und bilden einen
Complex, den wir kurz durch mB bezeichnen können; zwei so
*) Gauss: D. A. art. 249.
**) Gauss: D. .A. art. 306. 11.
***) Vergl. Galois: Bur les conditions de j'esolubilüe des equations l Jar
radz'caux (Liouville's Journal, Bd. XI. 1846).
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gebildete Complexe mBund \ll B' sind nun ent\veder vollständig
identisch (was wieder durch das Zeichen == angedeutet werden
.soll), oder sie haben keine einzige gemeinschaftliche Classe; denn
wenn sie eine gemeinschaftliche Classe AB == A' B' hab'en, wo
A und A' in menthalten sind, so folgt B == A-IA'B' == A" B',
,vo A" == A -1 A.' eine ebenfalls in ~ enthaltene Classe bedeutet,
und hieraus ~ B - mA" B' == SJ1 B', weil ofl'enbar der Complex
m: A" mit ~ selbst identisch ist.
.Stützt man sich auf diese fundamentale Eigenschaft einer
Gruppe und wendet dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §, 127,
so ergiebt sich unmittelbar folgender Satz:
Sind alle a Classen einer Gruppe ~ zugleich in einer Gruppe
m vom Grade m enthalten, so ist Cl ein Divisor von Jll == i.L a, und
die Gruppe ~l besteht aus i.L Complexen von der Form SJ1 M; die
Gruppe SJ1 soll daher auch ein Divz'sor der Gruppe ~Jl, letztere ein
Multiplum der ersteren heissen.
Hiernach ist jede Gruppe ~ ein Divisor der Gruppe Sj, ihr
Grad a ein Divisor von h; da nun die Periode einer Classe A,
,velche zum Exponenten ~ gehört, eine Gruppe vom Grade ß bildet,
so ist ß ein Di,visor von h, und folglich genügt jede Classe Ader
Bedingung A h = 1.
Sind ferner SJ1 und m zwei beliebige Gruppen, so bildet das
System SD aller in ~ und ~ gemeinschaftlich enthaltenen Classen
ebenfalls eine Gruppe, welche der grösste gemeinschaftliche Di-
visor von SJ1 und ?S heissenmag' sind a b d die Grade dieser drei
, "
Gruppen, so ist d ein gemeinschaftlicher Divisor von a == a d und
b == ß d; besteht ferner die Gruppe maus den ß Complexen i)B1,
~ B 2 • • • Si) B ß, so bilden, wie man leicht erkennt, auch die ßCoro-
plexe mBI, SJ1 B 2 ••• SJ1 BfJ eine Gruppe m vom Grade tn = ~ß
= b a = ab: d, und zwar ist diese Gruppe mdas kleinste gemeIn-
schaftliche Multiplum der beiden Gruppen SJ1 und ~ *).
Die am leichtesten zu überblickenden Gruppen sind die oben
erwähnten Perioden; jede solche Gruppe, deren Classen durch
wiederholte Composition, aus einer einzio-en Classe entstehen, wollen
wir eine reguläre Gruppe nennen; jede irreguläre Gruppe lässt
sich als das kleinste Multiplum von gewissen regulären Gruppen
*) Bei solchen Compositionen, wo die Symbole .A Bund B.A verschie-
de~e Bedeutungen haben (vergl. z. B. §. 55), verliert der obige Satz über Wl
seIne allgemeine Gültigkeit.
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darstellen, von denen je zwei nur die Hauptclasse gemeinschaftlich
haben. Auf diese Darstellung und die damit zusammenhängenden
Sätze von Gauss *), deren Beweis leicht auf das Vorhergehende
gegründet werden kann, wollen wir aber hier nicht mehr eingehen.
§. 150.
Eine der hauptsächlichsten Anwendungen, welche Gauss von
der Theorie der Composition gemacht hat, besteht in der Bestim-
mung des Verhältnisses zwischen der Anzahl h' der Classen vom
Theller 0 und der Anzahl h der ursprünglichen Classen erster
Art **); offenbar ist dies dieselbe Aufgabe, deren Lösung nach
Dirichlet'schen Principien schon oben (§§. 97, 99, 100) mitgethejlt ist.
Bedeutet S die einfachste, und K irgend eine Classe vom
Theiler 0, so existirt (nach §. 148, 3.) 1nindestens eine ursprüng-
liche Classe erster Art H, welche mit S componirt die Classe K
hervorbringt; durch Composition VOll S mit allen h Classen H
lnüssen also jedenfalls alle Classen K vom Theiler 6, jede min-
destens einmal erzeugt werden. Es seien nun Rb R2 ••• R r die
sämmtlichen r von ein~nder versclliedenen ursprünglichen Classen
erster Art, welche mit S componirt die Classe S selbst hervor-
bringen; da aus SR == S und SR' === S auch S (RR') == S folgt,
so bilden diese r Classen eine Gruppe ~ vom Grade r; und da das
System aller h ursprünglichen Classen erster Art ebenfalls eine
Gruppe ~ bildet, welche ein Multiplum der Gruppe Ul ist (§. 149),
so ist h === r k, und die Gruppe () zerfällt in le Complexe von der
Form ~H; alle r Classen eines solchen Complexes m11 geben,
mit S componirt, eine und dieselbe Classe SH vom 'fheiler 0; und
umgekehrt, wenn S H' === S H ist, so folgt S 11'H-l == S, also ist
H' H-I === R in ~, mithin H' == RH in dem Complex ~ 11 ent-
halten.. Die Anzahl h' der verschiedenen Classen VOlll Theiler 0
ist daher = k, und wir sind also zu folgenden1 Resultate gelangt:
*) D. A. artt. 305-307; ferner DemonBtration de quelques theore1nes
concernants les periodes des classes des forines binai1'es du second deg1~e
(GauBs Werke, Bd. 11. p. 266. 1863). - Vergl. Schering: Die Fundantental-
Classen der zusamrnensetzbaren aritltrnetischen l/or'men. Göttingen 1869.-
Kronecker : Auseinandersetzung einiger Eigenschaften der Glas8enanzahl
idealer cornplexer Zahlen. §. 1. (Monatsber. d. Berliner Ak. 1. Dec. 1870).
**) D. A. artt. 253-256.
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Die Anzahl h der ursprünglichen Classen der ersten Art ist
theilbar durch die Anzahl h' der Classen V01U 17leiler 0; diejenigen
r ursprünglichen Classen erster Art, ~velche 1nit der einfachsten
Classe VOfn Theiler 0 zusammengesetzt diese letztere ~vieder erzeugen,
bilden eine Gruppe m, und es ist h == rh'.
Dies Resultat behält offenbar seine Gültigkeit für eine negative
Determinante auch dann, wenn nicht alle, sondern nur die so-
genannte'n positiven Classen gezählt werden (§. 64).
Es kommt jetzt offenbar nur noch darauf an, den Grad r der
Gruppe ffi: zu bestimmen, und zu diesem Z,vecke stellt Gauss
folgenden schönen Satz auf:
D1~e Gruppe m- besteht aus denjenigen r Classen R, durch
deren ,.Formen das Quadrat des Theilers (j eigent11"ch oder uneigent-
lich dargestellt werden kann.
Um d~nselben zu beweisen, bemerken wir zunächst, dass man
als Repräsentanten einer jeden ursprünglichen Classe 11 der ersten
Art stets eine Form (a, B" Co) annehnlcn kann, in welcher a re-
lative Prjmzahl zu d ist, 2Bund C aber durch (j theilbar sind; hat
man nämlich (nach §. 93) als Repräsentanten zunächst eine Form
(a, b, c) gewählt, in welcher a relative Primzahl zu 0 ist, und com-
ponirt man dieselbe mit einer Form (0, b', c') aus der einfachsten
Classe S vom Theiler 0, so erhält man (§§. 146, 147) eine Fo~m
(a 0, B, C) vom Theiler 0, und zwar so, dass die Formen (a, b, c),
(0, b' c') resp. den Formen (a, B, Ca), (0, B, aC) äquivalent sind;
es kann daher die Form (a, B, Co), deren Coefficienten offenbar
die oben angegebenen Eigenschaften besitzen, statt (a, b, c) als
Repräsentant der Classe H gewählt werden.
Ist nun S H === S, also H eine der r Classen aus der Gruppe
Ul, so ist (a 0, B, C) äquivalent mit (0, B~ aC), und folglich exi-
stiren zwei ganze Zahlen x, y, welche der Bedingung
aox2+2Bxy + Cy2 == 0
genügen; hieraus folgt aber
a (0 X)2 +2 B (0 x) y + Co y2 == 02,
d. h. 6 2 wird durch die Form Ca, B, Co) der Classe H dargestellt,
wenn den Variabeln die Werthe' (j x, y beigelegt werden.
Umgekehrt, ist (j2 durch die Formen der Classe H, also auch
durch die Form (a, B, C0) darstellbar, so existiren zwei ganze
Zahlen z, y, welche der Bedingung
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a Z2+ 2 B z y + 00 y2 = 0 2
genügen. Zunächst ergiebt sich hieraus, dass z durch 0 theilbar
sein muss; bezeichnet man nämlich mit ~ den grössten gemein-
schaftlichen Theiler der beidenZahlen z == ~ x und 0 = h (J, so
lässt sich die vorstehende Gleichung, weil die Zahlen 2 Bund 0
durch 0 theilbar sind, durch ~2 dividiren, und man erhält
2B 0
ax2 + -(1 (>xY+a- (J2y2 ,== (>2,
also ist a x 2 theilbar durch ~; da aber (J (als Divisor von 0) rela-
tive Primzahl zu a und (zufolge der Definition von h) auch zu x
ist, so muss (> = 1, also ~ === 0, und z == 0 x sein. Zugleich er-
giebt .sich aus der vorstehenden Gleichung, dass x, y relative
Primzahlen sind; mithin ist die Zahl .
o = aox2 + 2Bxy + Cy2
eigentlich darstellbar durch die Form (a 0, B, ()) VOln Theiler 0,
welche folglich (§. 60) einer Form (6, b', c') äquivalent sein muss,
deren erster Coefficient == 0 ist, und deshalb der einfachsten
Classe S vom Theiler 0 angehört. Da nun (a 0, B, C) auch der
Classe S 11 angehört, .so ist S H - S, d. h. 11 ist eine Classe aus
der Gruppe ur, was zu beweisen war.
Durch den hiermit bewiesenen obigen Satz sind wir nun in
den Stand gesetzt, den Grad r der Gruppe mgenau zu bestiminen.
Ist II eine Classe aus dieser Gruppe, und wird 0 2 durch ih,re For-
lnen so dargestellt, dass die beiden darstellenden Zahlen (x, y) den
grössten gemeinschaftlichen Theiler ~ haben, so geht ~2 in 6 2, folg-
lich ~ in 0 === ~ (J auf; mithin ist (nach §. (0) (J2 eigentlich dar-
stellbar durch die :Formen der Classe ll, und folglich kann man
(nach §. 60) _als Repräsentanten von Reine :Forln ,vählen, deren
erster Coefficient == Q2 ist. Da umgekehrt durch jede solche ~Form
auch (j2 dargestellt wird, wenn den Variabelen die Werthe x == ~,
y == 0 ertheilt werden, so gehört sie, wenn sie zugleich ursprünglich
von der ersten Art ist, einer Classe R aus der Gruppe ur an. Wir
haben mithin folgenden Satz erhalten:
Der Grad r· .der Gruppe ur 'ist gleich der Anz(~hl aller nicht
äquivalenten ursprüng,lichen Formen de'r ersten A1ft, deren erster
Coefficient eine i1~ 0 2 aufgehende Quadratzahl (J2 ist.
Wir bemerken schliesslich, dass für jede solche Zahl (J2
(zufolge §. 56) nur alle diejenigen Formen zu untersuchen sind,
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deren mittlere Coefficienten nach dem ~fodulus ,,2 incongruent
sind.
§. 151.
Nachdem im Vorhergehenden der Weg allgemein vorgezeichnet
ist, auf welchem man zur Bestimmung des Verhältnisses der Classen-
anzahlen hund h' gelangt, schreiten wir zur Betrachtung der spe-
eielIen Fälle, in welchen 0 eine Primzahl ist, weil aus ihnen das
allgemeine Resultat abgeleitet werden kann.
I. Ist die Determinante D == 1 - 4 'n =1 (mod. 4), und.
o == 2, so handelt es sich um die Vergleichung der Classenanzahlen
der ursprünglichen Formen der ersten und zweiten Art. Bezeichnet
man dieselben wieder mit hund h', so ist h === r h', wo r dIe An-
zahl der nicht äquivalenten ursprünglichen F'ormen erster Art be-
deutet, deren erster Coefficient == 1 oder == 4 ist. Da im zweiten
Fall der mittlere Coefficient ungerade sein muss, so sind nur die
drei Formen
(1,0, -D), (4, + 1, n)
in Betracht zu ziehen.
Ist D =1 (mod. 8), also n gerade, so ist nur die erste dieser
Formen ursprünglich von der ersten Art, folglich r == 1, und
h=h'.
Ist aber D =5 (mod. 8), also n ungerade, so sind alle- drei
Formen ursprünglich von der ersten Art, und es braucht nur noch
.untersucht zu werden, ob sie verschiedenen Classen angehören oder
nicht. Zunächst lässt sich beweisen, dass sie entweder zu einer und
derselben, oder zu drei verschiedenen Classen gehören. GausS zeigt
dies durch die Composition der ihnen entsprechenden Classen 1, P, Q;
da die Classen P, Q entgegengesetzt sind, so ist P Q :=::: 1, u~d
ferner lässt steh leicht zeigen, dass pp = Q und QQ = P 1st
(denn aus den heiden einigen, in P enthaltenen Formen (4, 1, n),
(n, - 1, 4) ist die Form (4 n, 2 n - 1, n) zusammengesetzt, und da
diese mit (n, 1-2n,4n), (n, 1,4), (4, -1,n) äquivalent ist, so
folgt P P = Q); nimmt man nun an dass zwei der drei Classen
1, P, Q identisch sind, so ergiebt sich'hieraus sofort, dass auch die
dritte mit ihnen übereinstimmt~ Dasselbe lässt sich auch durch
die folgenden Sätze erweisen.
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Sind ~·rgend ewei der drei Formen (1, 0, - D), (4, + 1, n)
äquivalent, so ist die Gleichung t2 - D u 2 == 4 durch ungerade
Zahlen t, u lösbar.
Ist nämlich die erste Form mit einer der beiden anderen äqui-
valent, ~o ist (nach §. 60) der erste Coefficient 4 dieser letzteren
eigentlich darstellbar durch die Form (1, 0, - D), also giebt es
zwei relative Prit~zahlen t, u, welche der Gleichung t 2 - D u2 = 4
genügen, ·woraus folgt, dass t, u, da sie nicht beide gerade sein
können, nothwendig beide ungerade sein müssen. Sind ferner die
beiden letzten Formen äquivalent, so giebt es (nach §. 60 Anm.)
zwei ganze Zahlen x, y, welche den Bedingungen
4x2+2xy + ny2 == 4, 2x +ny =0 (mod. 4)
genügen; da n ungerade ist, so muss y gerade sein == 2 u; setzt
man dann 2 x + 'lt == t, so geben diese Bedingungen in die folgen-
den über
t 2 -Du2 == 4, t =-u (mod. 4);
da aus der letzteren t 2 =u2 (mod. 8) folgt, und ausserdem - D
=3 (mod.8) ist, so folgt aus der ersteren 4u2 == 4 (luod. 8), mit-
hin ist u, also auch t ungerade, was zu beweisen war.
Ist die Gleichung t2 - D u2 == 4 durch ungerade Zahlen t, U
lösbar, so sind alle drei Formen (1, 0, - D), (4, + 1, n) äquivalent.
Denn wenn man t mit beliebigem Vorzeichen, dann aber u = - t
(mod. 4) wählt, so geht die Form (1, 0, - D) durch die" Substitu-
tionen
t + t +Du
, - 4
t+u+u, -4-
in die heiden I~'ormen (4, + 1, n) über. - Durch Verbindung der
beiden vorstehenden Sätze ergiebt sich:
Die dre1~ obigen Forrnen sind äq~~ivalent oder gchö14 en drei ver-
sch1:edenen (]lassen an, }e nachdent die Gleichung t 2 - D u 2 == 4
durch ungerade Zahlen t, u lösbar ist oder n1"cht; 1"nt C14 sten Falle
ist h = h', im zweiten h == 3 h'.
Ist nun D positiv, so tritt der erste Fall ein oder der zweite,
je nachdem die kleinste Lösung t == T', u === U' aus ungeraden
oder geraden Zahlen besteht (§. 99). IstD negativ, so besitzt die Glei-
chung im Allgemeinen nur die heiden Auflösungen t = +2, U == 0,
und mithin ist h == 3 h '; die einzige Ausnallme hiervon bildet die
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Determinante D == - 3, weil die Glciehung fiusser den beiden
Lösungen t2 == 4, u == 0 noch die vier Lösungen t2 == u2 = 1 be-
sitzt, und folglich ist in diesem Falle wieder h === h'.
Diese Resultate stimmen vollkonlmen mit denjenigen überein,
welche wir früher (§§. 97, 99) mit Hülfe ganz anderer Principien
abgeleitet l\aben.
11. Ist D == D' 0 2, so leuchtet ein, dass h' zugleich die An-
zahl der ursprünglichen Classen erster Art yon der Determinante
D' ist. Zufolge der Voraussetzung, dass (j eine Primzahl ist, haben
wir, um das Verhältniss r == h :h' zu bestinlll1en, nur die 1Formen
(1, 0, - D) = E und (62, b0, 1J2 - D') === F
'J (1)
zu betrachten, wo b ein vollständiges Itcstsystenl (mod. 6) mit
Ausnahme derjenigen Werthe durchlaufen nlUSS, für welche
b2 =D' (mod. 0) wird, weil diesen keine urspriinglichen Formen
entsprechen; die An~ahl der !1'orlnen (1) ist daher
l = 2 oder (j-(~) (2)
je nachdem 0 = 2 oder eine ungerade I)rinlzahl ist. Zur Bestim-
mung der Anzahl r der verschiedenen ClltSS(?Jl., welchen diese 1
ver~chiedenen Formen (1) angehören, gelangen ,viI" durch die
folgenden Sätze.
Die be'iden For'men E, FfJ sind stets u,nd nur dann äquivalent,
wenn die Gleichung
t' t' - D' u' u/ == 1 (3)
eine Lösung in ganzen Zahlen t', u' besitzt, die der Bedingung
t'+ßu' =0 (mod. 0) (4)
genügen.
Denn die genannte Aequivalenz findet (nach §. GO Anmerkung)
stets und nur dann statt, wenn zwei ganze Zahlen x, y existiren,
welche die drei Bedingungen .
x 2 - D' 0 2 y2 == 0 2,
x+ßoy =0, -ßoX-D'o2y =0 (mod. (}2)
erfüllen; ~a nun aus der ersten folgt, dass x durch (j thei1~ar ist,
u~d da SIe durch die Substitution x = 0 t', Y == u' in dIe Be-
dIngungen (3) und (4) übergehen, aus '\velchen sie umgekehrt
folgen, so ist der Sat~ erwiesen.
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Die heiden j i 'or1nen F',), F,), s1'nd stets und nur (lann äquivalent,
1venn die Gleichung (3) eine Lös'Mng besitzt, die der Bedingung
(b-b')t' +(bb'-D')u' =0 (mod. 0) (5)
genügt.
Denn diese Aequivalenz ist gleichbedeutend mit der Existenz
zweier ganzen Zahlen x, y, welche die Bedingungen
(j2 x 2 +2 box y + (b 2 - D') y2 == 6 2,
0 2 X + (b -t- b') 0 y = 0, (b - b') 0 x + (b 2 - D') y =0 (lnod. ( 2)
befriedigen; da nun nach Voraussetzung b2 - D' nicht durch 0
theilbar ist, BO muss y durch die Primzahl (j theilbar sein; da
ferner die vorstehenden Bedingungen durch die Substitution y == au',
x == t' - b u,' in die Bedingungen (3) und (5) übergehen, aus denen
sie auch rückwärts folgen, so ist der Satz bewiesen.
Bedeutet Ä, die Anzahl derjenigen Forn~en (1), welche der
Hauptelasse angehören, so ist 1 == r Ä.
Gehört die Form IJß der Hauptclasse an, so existirt eine
Lösung (t', u/) der Gleichung (3), welche der Congruenz (4) genügt,
und folglich kann u' nicht durch (j theilbar sein. Ist ulugekehrt
(t', u') eine Lösung der Gleichung (3), und u' nicht theilbar
durch 0, so existirt stets eine und nur eine Zahlelasse ß (mod. 0),
welche der Congruenz (4) genügt, und ihr entspricht folglich eine
zur Hauptelasse gehörige Form Fp. Um also alle diese Formen
zu erhalten, muss man alle Lösungen (t', u') der Gleichung (3)
aufstellen, in welchen u' nicht durch 0 theilbar ist, und jedesmal
die entsprechende Zahlelasse ß (mod. 0) durch die Congruenz (4)
bestimmen. Da ausserdem die Form E zur Hauptelasse gehört,
und A die Anzahl aller zur Hauptelasse gehörenden !1'orn1cn (1)
bedeutet, so ist It - 1 die Anzahl der sämlntlichen incongruenten
Zahlelassen ß (mod. 0), welche aus Lösungen (f', u') der Gleichung
(3) vermöge der Congruenz (4) erzeugt werden können.
Sind hierdurch schon alle I~'ormen (1) erschöpft, so ist l = Ä
und r == 1, also der Satz richtig. Giebt es aber in (1) eine nicht
zur Hauptelasse gehörende ~Forln F,)" d. h. gieht es eine von den
A - 1 Zahlelassen ß (luod. 6) verschiedene Zahlelasse b' von der
Beschaffenheit, dass b' b' - D' nicht durch 0 theilbar ist, so wollen
wir zeigen, dass unter den l Formen (1) sich genau (A -1) ver-
schiedene Formen F b findell~ welche alle Init der F'orln Pt), äqui-
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valent und von ihr verschieden sind. Ist nämlich F'I eine solche
~-'orm, so giebt es, wie oben gezeigt ist, eine Lösung (t', U') der
Gleichung (3), welche der Congruenz (5) genügt, und da F,) ver-
schieden von Fb " also b - b' nicht durch 0 theilbar ist, so kann
auch u' nicht durch 0 theilbar sein; mithin gehört zu dieser
Lösung eine der Congruenz (4) genügende Zahl ß, und durch
Elimination von t' aus (4) und (5) ergieht sich; dass diese Zahl-
classe ß durch die Congruenz *)
(b - b') ß=b b' - D' (mod. 0) (6)
vollständig bestilnmt ist; jeder der Formen F b , welche mit der
gegebenen Forin Fb , äquivalent, aber von ihr verschieden sind,
entspricht daher eine und nur eine der Ä - 1 Zahlen ß. Um-
gekehrt, wenn ß eine der Ä - 1 Zahlen ist, denen Formen Fp ent-
sprechen, die der Hauptclasse angehören, so kann ß - b', weil Fb,
nicht zur Hauptclasse gehört, nicht durch (j theilbar sein, und
folglich giebt es eine und nur eine Zahlclasse b, welche der mit
(6) identischen Congruenz
(ß - b') b =ßb' - D' (mod. 0) (6)
genügt; wäre nun b2 =D' (mod. a), so würde die vorstehende
Congruenz in (b + ß) (b - b') =0 (mod. 6) übergehen, es wäre
folglich eine der beiden Zahlen b +(j, b - b', also auch eine der
beiden Zahlen ß2 - D', b'2 - D' durch 0 theilhar, was aber nicht
*) Diese Congruenz hat folgende tiefere Bedeutung. Sind Fb, Fb l zwei
belieb1~ge Formen des Systems (1), und Rb, Rb' die Classen, denen sie an-
gehöre~, ~o ist o~enbar Rb Rb' == 1, wenn b + b' = 0 (mod. 0'); ist ab~r
b + b nIcht theI1bar durch (1, so ist Rb Rb' == Rb", wo b" durch dIe
Congruenz
(b + b') b" =b b' + D' (mod. 0')
bestimmt ist. Hiervon kann man sich mit den hier zu Gebote stehenden
l\iitteln (§§. 60, 145) wohl am kürzesten auf folgende Weise überzeugen.
Zu~ächst l~uchtet ein, dass I?b" eine in (1) enthaltene und von Fb ver-
schIede~e li'orm ist; dieselbe geht durch eine Substitution, deren e~s~el'
und drItter Coefficient die relativen Primzahlen b _ b" und (J sind, in eIne
äquivalente Form (c (12, n, p) über, wo c == b2 _ D', n =- b (J (mod. c),
n =b' (J (mod. 0'2) ist; diese Form ist daher aus der mit Fb äquivalenten
Form (c, - b (1, (f 2) und Fb' zusammengesetzt, was zu beweisen war. Di,e
Congruenz (6! bes~gt mithin, dass RfJ R1J == Rb', also Rb == Rb' ist, weIl
R fJ = 1. ~lelel?facher und durchsichtiger gestalten sich alle ynter-
Buchungen uber dIe Composition in der Theorie der ganzen algebraIschen
Zahlen..
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der :Fall ist; mithin ist b2 - D' nicht durch (1 theilbar, und folg-
lich entspricht der Zahl b eine wirklich in (1) enthaltene ~~ormFb.
Dieselbe ist verschieden von F b " weil aus der Annahme b . b'
(mod. (1) wieder b'2 == D' (mod. 0) folgen würde. Aber sie ist
äquivalent mit Fb ,; denn da eine Lösung (t', u') der Gleichung (3)
existirt, aus welcher ß vermöge (4) hervorgegangen ist, so erhält
man aus (6) durch Multiplication mitu' die Congruenz (5), welche
in Verbindung mit (3) für die Aequivalenz der heiden in (1) ent-
haltenen F'ormen plb, Fb , charakteristisch ist. Man findet daher
alle mit der Form F b , äquivalenten, aber 'von ihr verschiedenen
Formen F b des Systems (1), und jede auch nur einlnal, wenn man
für jede der Ä - 1 Zahlen ß die zugehörige Zahl b vermöge der
Congruenz (6) bestimmt. Von den l Formen (1) gehören daher
immer je Ä, und nicht mehr, zu einer und derselben Classe, folg-
lich ist l = r Ä, was zu beweisen war.
Ist die Determinante D = D' 6 2 negativ, so ist h i,n Allgenteinen
= lh', und nur dann == ~lh', wenn D' == -1.
Denn die Gleichung (3) besitzt nur im letzteren Falle Lösungen
(t' == 0, u' == + 1), in welchen ~t' nicht durch 0 theilbar ist; da
denselben nur die eine Zahlclasse ß - 0 (mod. 6) entspricht, so
ist Ä == 2, also r == ~ l; in allen anderen Fällen ist Ä = 1, also
r == l.
Ist die Deter-n~inante D == D' 0 2 pos1:tiv, und bedeuten (T, U),
(T', U') resp. die kleinsten positiven Aufläsungetl der Gleichungen
T2 - D U2 = 1, T'2_D' U'2 == 1, so ist
h log (T+ UVD) == lh' log (T' + U'VD').
Um dies zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung über die
Lösungen der Gleichung (3) voraus. Wenn zwei solche Lösungen
(t', u'), (t", u") der Bedingung
t' u" - u' t" = 0 (mod. 6) (7)
genügen, so kann man, wenn VD' und VD == 0 VD' immer positiv
genommen werden,
t' + u' VD' == (t" +u" VD') (t +u YD) (8)
setzen, wo die ganzen Zahlen t, 1,t eine Lösung der Gleichung
t 2 - D u2 == 1 (9)
bilden. Umgekehrt, sind (t", u"), (t, u) resp. Lösungen der Glei-
chungen (3), (9), so liefert die Gleichung (8) stets eine Lösung (t', u')
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der Gleichung (3), ,velche zugleich der I~cdingung (7) genügt. Je
zwei solche Lösungen (t', u'), (t", u/') der Gleichung (3) wollen .
wir äquivalent nennen; dann leuchtet sofort ein, dass zwei Lö-
sungen, welche einer dritten äquivalent sind, auch einander äqui-
valent sein miissen. Man kann daher die sänln1tlichen Lösungen
der Gleichung (3) in Classen eintheilen, deren jede alle und nur
solche Lösungen enthält, die unter einander ä(]uivalent sind. Eine
von diesen Classen besteht offenbar aus denjenigen Lösungen (t', u'),
deren zweite Elemente u' durch 0 theilbar sind. Jede andere
Lösung (t', u') liefert aber durch die Congruenz (4) eine zugehörige
Zahlclasse ß (mod. 0), und da offenbar zwei solche Lösungen stets
und nur dann äquivalent sind, wenn sie cOllgruente Zahlen ßer-
zeugen, so ist A auch die Anzahl aller verschiedenen Classen, in
welche die sämmtlichen Lösungen (t', u') zerfallen.
Nun lehrt die Gleichung (8), aus einer gegebenen Lösung (t", u")
alle ihr äquivalenten IJösungen (t', u') zu finden, und da
t+uYD == + (1'+ UVD)n
ist, wo .das Vorzeichen nach Belieben, und fUr n jede ganze Zahl
gewählt werden darf (§. 85), so leuchtet ein (vergl. §. 87), dass in
jeder der A Classen von Lösungen ein und nur ein Repräsentant
(t', u') existirt, welcher der Bedingung
1 <t'+u'VD' < T+ UVD === T+oUVD'
genügt; da aber diese A. Grössen t' + u' YD', wie auch T +UVD
von der Form
(T' +U' VD')n'
sind, wo n' > 0, und da diese Potenz gleichzeitig mit dem Expo-
nenten n' wächst, so lllUSS
T+ UVD = (T'·+ V'v'D')).
sein, woraus mit Itücksicht auf h == r h' und l == rA die zu be-
weisende Gleichung folgt.
Offenbar lässt sich aus dem hier behandelten speciellen
Fall ohne Schwierigkeit -d~s in §. 100 erhaltene Resultat für den
allgemeinen Fall ableiten, in welcheIn 0 eine beliebige zusammen-
gesetzte Zahl ist.
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Wir beschränken uns nun wieder (wie in §. 149) auf die Com-
position von ursprünglichen Classen erster Art, und behalten ausser-
dem, wenn die Determinante D negativ ist, nur die positiven Classen
bei, deren Zusammensetzung ofl·enba.r immer wieder zu positiven
Classen führt. Diese h Classen, welche die Gruppe ~ bilden, zerfallen
(§. 122) je nach dem Ausfall der Ä Charaktere C, welche dieser
Determinante D entsprechen, in Geschlechter, und es ist mit Hülfe
des Reciprocitätssatzes gezeigt (§. 123), dass höchstens der Hälfte
aller angebbaren Totalcharaktere wirklich existirende Clas,sen ent-
sprechen. Gauss *) leitet aber diesen letzteren Satz aus der Theorie
der Composition ab, und er benutzt ihn, um darauf umgekehrt einen
neuen, seinen zweiten Bewers des Reciprocitätssatzes zu gründen.
Da diese tiefsinnigen Principien sich auf die Beweise von höheren
Reciprocitätsgesetzen übertragen lassen **), so theilen wir dieselben
in diesem und den folgenden Paragra.pllen Init.
Sind E, E' d~'e Werthe eine" Charakters C reSl). für die Classen
H, H', so ist C~ E E' für d~'c Classe H H'.
Man kann als Repräsentanten der Classen 11, H' immer zwei
einige Formen nehmen, deren erste Coefficienten a, a' relative
Primzahlen zu 2 D sind; da die aus ihnen zusammengesetzte, also
der Classe H H' angehörende ~Form den ersten Coefficienten a a'
hat, welcher ebenfalls relative Prinlzahl zu 2 D ist, so ergiebt sich
der zu beweisende Satz unmittelbar, wenn man bedenkt, dass der
Charakter C oder 0 (n) ein Ausdruck von der Art
. (n)(_1)I/2 (n-l), (- 1)l(n(n2 -1), (- 1)1/~(n-l)+ljH(n2-l), T .. ,
ist (§. 122), und dass folglich die drei Werthe () (a), C ((t '), C (a (t '),
,velche dieser Charakter resp. in den drei Classen 11, 11', 1111' be-
sitzt, der Bedingung C ((~) C (a/) === C (a a') geniigen.
Aus diesem Satze ergiebt sich, dass, wenn die Classen K, K'
resp. denselben Geschlechtern G, G' angehören, wie die Classen
*) D. A. artt. 257-262.
**) Kummer: Ueber dl'e allgcJne'z:nen Reciprocitätsgesetze unter den
Resten und Nichtresten de1' Potenzen, de1'en G1"ad eine Pr'hnzahl ist.
1859. Vergl. Berl. Monatsbericbt vom 18. Febr. 1858.
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TI H' dann auch die Classen K K' und /111' sich in einem undn, ,
demselben Geschlechte finden, welches das (UtS G, G' zusammen-
gesetzte Geschlecht heissen soll *). Sind ferner N, N' zwei Classen
des Hauptgeschlechtes, d. h. desjenigen Geschlechtes, in welchem
sich die Hauptform (1, 0, - D) findet, und folglich alle Charaktere
Oden Werth + 1 haben, so gehört die zusammengesetzte Classe
N N' ebenfalls diesem Geschlechte an, mithin bilden alle n Classen
des ~auptgeschlechtes eine Gruppe 91 vom Grade n (§. 149); zugleich
zerfallen die sämmtlichen h Classen in !J Complexe 91 H von je
'n Classen, welche jedesmal einem und demselben Geschlecht an-
gehören; zwei verschiedene solche Complexe gehören, wie man leicht
erkennt, auch zu verschiedenen Geschlechtern; mithin ist h == ng,
und 9 die Anzahl der wirklich existirendeu von einander verschie-
denen Geschlechter **).
Die Determinante D beisst regulär oder irregulär, je nachdem
die von den n Classen des Hauptgeschlechtes gebildete Gruppe
regulär ist oder nicht (§. 149); bedeutet iln letzteren Falle ~ den
Grad der grössten in ihr enthaltenen regulären Gruppe, so heisst
die ganze Zahl n: h der IrregularitätscX1JOncnt der I)eterminante ***).
Aus dem obigen Satze über den Charakter einer zusammen-
gesetzten Classe ergiebt sich ferner ulunittelbar der folgende:
Jede Classe Q, welche durch Duplication einer Classe entsteht,
gehört dem Hauptgeschlechte an.
Mithin ist die Anzahl q der verschiedenen Classen Q, welche
durch Duplication der sämmtlichen h Classen entstehen, < n (da
diese Classen, wie leicht zu ersehen ist, eine Gruppe 0 bilden,. so
muss q ge,viss ein Divisor von n sein). Um sie genauer zu bestIm-
men, nehmen wir an, Q entstehe durch Duplication der bestimmten
Classe H, und fragen nach allen Classen 11', durch deren Duplication
dieselbe Classe Q entsteht. Aus der Annahnle H'H' = Q=HH
folgt nun, wenn man H' == A 11 setzt A A == 1, also A == A-1,
d. h. die Classe A ist identisch mit der ihr entgegengesetzten Classe,
und folglich ist sie eine ambige Classe (§. 148, 2., §§. 56-58).
Umgekehrt, ist H ' = AH, und A eine ambige Classe, so ist auch
}[' H' = H H. Schreibt man daher alle a ambigen Classen A auf,
welche offenbar eine Gruppe ~l bilden, so zerfallen alle h Classen
*) Gauss: D . .A. artt. 246, 247.
**) Gaus8: D. .A. art. 252.
***) Gaus8: D. A. art. 306. VII.
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in q Complexe ~H von je a Classen, deren Duplication eine und
dieselbe Classe H H hervorbringt, während zwei Classen, welche
zwei verschiedenen solchen Complexen angehören, durch Dupli-
cation auch zwei verschiedene Classen hervorbringen; und folglich
ist h = aq.
Da nun hauch = ng, und ausserdem q :s;: n ist, so ergiebt
sich 9 < (t, d. h. der Satz: Die Anzahl der wirklich existirenden
verschiedenen Geschlechter ist höchstens gleich der Anzahl der am-
bigen Classen.
§. 153~
Es kornmt also jetzt darauf an, für eine gegebene Determinante
D die Anzahl (t aller ambigen Classen A genau zu bestimmen,
welche ursprünglich von erster Art sind.
Da in jeder ambigen Classe A === A-l stets mindeswns eine
ambige Form (a, b, c) zu finden ist (§. 58), so bleibt gewiss keine
jener (t Classen unvertreten, wenn wir alle ambigen Fornlen auf-
schreiben. Da nun in einer solchen Form 2 b durch a theilbar,
folglich b entweder _ 0, oder == t a (mod. a), also (a, b, c) selbst
mit einer :Form äquivalent ist (§. 56), deren mittlerer Uoefficient ent-
weder Null, oder die Hälfte des ersten Coefficienten ist, so genügt es,
alle Formen
( -D) ( b'J- D)a,O, -a- und 2b, b,~
zu betrachten, welche ursprünglich von erster Art sind.
Bedeutet fL die Anzahl aller verschiedenen ungeraden Prim-
zahlen, welche in D aufgehen, ist ferner v = 0 oder == 1, je nach-
dem D ungerade oder gerade, so ist fL + v die Anzahl ((ller ver-
schiedenen in D aufgehenden Primzahlen. Dann leuchtet ein, dass
die Anzahl aller ursprünglichen Formen vonl rrypus
((~, 0, a')
gleich 2,u+v+l ist; die eine Hälfte derselben hat positive erste
Coefficienten, die andere Hälfte negative.
Betrachten wir nun die anderen anlbigen ursprünglichen For-
men erster .i\rt,· deren rrypus
(2 b, b, b2 ;;) D)
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ist, so muss b ein solcher Divisor von D = - b v' sein, dass der'
dritte Coefficient ~ (h + v') eine ganze Zahl und relative Primzahl
zu 2 b wird; mithin muss zunächst v+ 1J' == 2 (nlod. 4) sein, und
ferner dürfen bund b' keinen gemeinschaftlichen ungeraden Divi-
sor haben. Sind nun bund b' ungerade, so folgt b' = h, D=- bb
= 3 (mod. 4); umgekehrt, wenn D =3 (mod. 4), so kann b nur
ungerade sein, und aus b b' == -D _ 1 (nl0d. 4) folgt von selbst,
dass b = b', also b + b' =2 (nlod. 4) ,\~ird; mithin kann b jeder
Divisor von D ~ein, für welchen bund b' relative Primzahlen
werden. Die Anzahl dieser Formen
(2b, b, ~(b+ V'))
ist daher = 2fl+ \ unter welchen ebensoviele mit positiven, wie mit
negativen ersten Coefficienten vorkennulen. Sind aber bund b' gerade
Zahlen, so ist eine von ihnen =0, die andere =2 (mod. 4), mit-
hin D =0 (mod. 8), und ~ b, ~ b' sind relative Primzahlen. Um-
gekehrtt wenn D = 0 (mod. 8) ist, so muss b gerade sein, und man
kann für l b jeden Divisor von t D == - ~ b · ~ b' ,viihlen, für welchen
i b, ! b' relative Primzahlen werden; mithin ist die Anzahl dieser
Formen, da -lD gerade ist, gleich 2/1 + 2, und unter ihnen finden sich
ebensoviele mit positiven wie mit negativen ersten Coefficienten.
Die Anzahl aller dieser ambigen ursprünglichen ~'orlnen erster
Art ist daher gleich
2,U+l, wenn D = 1 (nlod. 4),
2fl+ 2 , ." D = 2, 3, 4, 6, 7 (mod. 8),
2,u+3, " D = 0 (nlod. 8);
sie ist folglich in allen Fällen genau doppelt so gross, als die A~·
zahl 21. = 2 r aller angehbaren Totalcharaktere für die DetermI-
nante D (§. 122). Es komnlt jetzt darauf an, die Anzahl der
verschiedenen Classen zu bestinlmen ,velche durch diese 4 r Formen,
repräsentirt werden.
Si~ht man von dem singulären l'all D = - 1 vorläufig ganz
ab, so erkennt man leicht, dass die Coefficienten (t und (t', ebe~so
die Zahlen bund b', selbst ihren absoluten 'Verthen nach, von ~ln·
ander verschieden sein müssen. IIätten lliinl1ich die relativen PrIln..
zahlen lt, a' denselben absoluten Werth 1, so wäre D ~ ±~;
dasselbe würde sich ergeben, wenn man annehmen wollte, dl~
ungeraden Zahlen bund b' hätten denselben absoluten Werth:
sind endlich bund b' gerade, so ist die eine der Zahlen !b, !b
gerade, die andere ungerade, also haben sie verschiedene absolute
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Werthe. Hieraus folgt, dass die sämmtlichen obigen Formen immer
in Paare von je zwei von einander verschiedenen Formen (a, 0, a '),
(a', 0, a), und (2 b, b, t (v + b'), (2 b', b', ~ (h + b ') zerfallen, und
da die erste resp. durch die Substitutionen (_~: ~), (+~: +~) in die
zweite übergeht, so genügt es, diejenige von ihnen beizubehalten,
deren erster Coefficient der kleinere ist; mithin haben wir nur
noch 21: F'orlnen (a, 0, (t'), (2 b, v, i (b +v'», in welchen die abso-
luten Werthe (a) und (b) < Y(D) sind; und unter diesen I~'ormen
giebt es wieder ebensoviele mit positiven ersten Coefficiel1ten, wie
mit negativen.
Ist nun D negativ, so behalten wir nur die t: Forlnen bei,
deren äussere Coefficienten positiv sind, und wir wollen zeigen, dass
sie die Repräsentanten von ebensovielen verschiedenen Classen sind.
Zunächst sind alle Formen Ca, 0, a') und diejenigen Formen
. (2 b, b, i (h + b'», in welchen 3 b < b' ist, reducirt (§. 64), und statt
jeder nicht reducirten Form (2 h, b, ~ (b + b'», in welcher also
:3 b > b', können wir die ihr nach rechts benachbarte reducirte
Form Cl (b + b '), l (b' - b), ! (b + v'» substituiren. Man erkennt
nun leicht, dass alle diese t: reducirten Formen von einander ver-
schieden, und dass auch keine zwei einander entgegengesetzt sind,
weil keiner der mittleren Coefficienten negativ ist; sie gehören
daher (§. 65) ebensovielen verschiedenen Classen an. Wir haben
daher das Resultat: Dlie Anzahl lX aller positiven arnb1~gen ur-sp'rüng-
l'ichen Classen erster Art von negat'iver Deter1ninante D ist halb so
gross wie die A.nzahl 2 t: aller angebvaren Totalcharaktere. Dies gilt
offenbar auch noch für den oben ausgeschlossenen singulären Fall
D = - 1, da die beiden Formen (1, 0, 1), (2, 1, 1) äquivalent sind.
Ist aber die Determinante D lJositiv, so entspricht jeder der
obigen 2 t: anlbigen :Formen (A, B, C) eine einzige ihr äquivalente
~tlnbige F'orln (A., B', C'), wo 'B' durch die Bedingungen
B' = B (mod. A.), 0 < VD-B' < (A)
vollständig bestiInmt ist; offenbar entstehen auf diese Weise ,vieder
2 t: ~tlnbige und von einander verschiedene I~'or]nen (A, B', C').
Um nun zu zeigen, dass alle diese l~~ormen zugleich reducirt sind
(§. 74), braucht nur nachgewiesen zu werden, dass (A) < YD +B' ist;
wenn (A) < YD ist, so folgt dies unmittelbar daraus, dass zufolge
der obigen Grenzbedingungen B' p·ositiv ist; wenn aber (A) > VD
ist, was nur bei den Fornlen des zweiten 'rypus eintreten kann, so
ist A = 2 B, und (B) <VD, folglich B' == (B), weil dieserWerth
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allen an B' gestellten Forderungen genügt, und also wieder (A)
< VD + B'. Endlich behaupten wir, dass jede ambige reducirte
Form (a, b, c), welche zugleich ursprünglich von erster Art is~
nothwendig mit einer dieser 21: Formen (A, B', C') identisch sein
lnuss; ist nämlich b theilbar durch lt, so muss (a) < 11 D sein,
,veil in einer reducirten Form 0 < b < V D ist, und die mit
(a, b, c) äquivalente Form (a, 0, a') ist eine der 21: Formen
(A., B, C), woraus folgt, dass (a, b, c) selbst Init der entsprechenden
Form (A, B', C') identisch sein muss, weil b als Inittlerer Coefficient
einer reducirten Form denselben charakteristischen Bedingungen
genügt, wie B'; ist aber b nicht theilbar durch lt, so ist wenigstens
(a) < 2VD, und folglich die mit (a, b, c) äquivalente Form (a, !a, c')
eine der Formen (A, B, C), woraus ,vieder folgt, dass (a, b, c) mit
der entsprechenden Form (A, B', C') identisch ist. Wir müssen
aus dem Vorhergehenden schliessen, dass die Anzahl aller am-
bigen ursprünglichen Formen erster Art, welche zugleich reducirt
sind, genau == 2 1: ist; da nun in jeder ambigen Classe sich stets
zwei und nur zwei solche Fornlen finden (~. 78 AllIu.), so erhalten
wir dasselbe Resultat, wie für negative Deterulillanten: Die An-
zahl a aller ambigen ursprünglichel~ ()ZltSSClt erster Art von posi-
tiver Determinante D ist genau halb so 9"OSS tvie die Anzahl 2~
aller angebbaren Totalcharaktere.
Verbinden wir diese Resultate mit denl des vorigen Para-
graphen, so ergiebt sich folgender Satz *) :
Die Anzahl der wirklich existi'renden verschiedenen Geschlechter
ist höchstens halb so gross wie die A.nzahl der angebbaren Total·
charaktere.
§.154.
Das eben erhaltene Resultat führt nun zu einem neuen Be·
weise des Reciprocitätssatzes, sowie der Ergänzungssätze über den
Charakter der Zahlen - 1 und 2. Hierzu schicken wir die Be..
trachtung dreier Fälle von Determinanten D voraus, für welche
die ursprünglichen Formen erster Art nur ein einziges Geschlecht,
nämlich das stets vorhandene, durch die Hauptform (1, 0, - IJ)
vertretene Hauptgeschlecht bilden.
*) Vergl. §. 123.
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1. Ist D = - 1, so existirt (~. 122) nur ein einziger Charakter,
o == (- I)1/2 (n-l),
und da folglich die Anzahl aller angebbaren Totalcharaktere
== 2 A === 2 ist, so gehören alle positiven Formen (a, h, c) zufolge
des im vorigen Paragraphen gewonnenen Resultates einem einzigen,
nänl1ich dem durch die ForIn (1,0, 1) repräsentirten Hauptgeschlechte
an (was auch unmittelbar daraus folgt, dass alle diese Formen nur
eine einzige Classe bilden); da nun im Hauptgeschlechte alle
Charaktere C den Werth + 1 haben, so wird, wenn a ungerade
ist, immer
(_I)1/2 (a-l) ==+ 1, also a = 1 (mod. 4)
sein.
2. Ist D = + 2, so existirt (§. 122) nur ein einziger Charakter,
o == (- 1) 1/8(n~-l);
alle Formen (a, b, c) dieser Deterlninante gehören daher (§. 153)
dem Hauptgeschlechte an, mithin ist immer
(_1)1/8(a~-l)'==+ 1, also a =+ 1 (mod. 8),
wenn a ungerade ist.
3. Ist D = + p =1 (mod. 4), wo p (wie immer iln Folgen-
den) eine pos1"tive ungerade Pri1nzahl bedeutet, so existirt (§. 122)
nur ein einziger Charakter,
- C= (;)i
alle (eventuell die positiven) Formen (a, b, c) erster Art gehören
daher (§. 153) dem Hauptgeschlechte an, und folglich ist immer
wenn (t nicht durch 1J theilbar ist.
4. Wir wenden uns nun zu dem Beweise des ~atzes (§. 40)
über den Charakter der Zahl - 1; da heide Seiten der zu bewei-
senden Gleichung
( p I ) = (_l)%(p-IJ
nur einen der beiden Werthe + 1 besitzen können, so genügt es
offenbnr zu zeigen, dass, sobald irgend eine dieser beiden Grössen
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= + 1 ist, dann auch die andere == + 1 sein Inuss, weil hieraus
von selbst folgt, dass, wenn eine von beiden = - 1 ist, auch die
andere == - 1 sein muss (dieselbe Belnerkung gilt ebenso für die
beiden folgenden Sätze). Ist nun erstens die rechte Seite = +1,
so ist (- 1, 0, p) eine Form erster Art von der positiven Deter-
minante D = p =1 (mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch
die linke Seite - + 1 ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der
Fall, also - 1 quadratischer Rest von 1J ist, so existiren zwei
Zahlen b, c, welche der Bedingung b2 - 1J C == - 1 genügen; dann
ist (p, b, c) eine positive Form von der Deterlninante D = - 1,
woraus (nach 1.) folgt, dass auch die rechte Seite == + 1 ist, was
zu beweisen war.
5. Ganz ähnlich gestaltet sich der Beweis des Satzes (§. 41)
über den Charakter der Zahl 2. Ist die rechte Seite der zu be-
weisenden Gleichung
(~) = (_l)l/o(}J~-l)1J .
gleich + 1, also p =.± 1 (mod. 8), so setze Inan h = 1 oder 8,
je nachdem +p =9 oder 1 (mod. 16) ist; dann ist lJ2 += 1) == Be,
wo c eine ungerade Zahl, mithin (8, b, c) eine (eventuell positive)
Form erster Art von der Determinante D === +1) = 1 (mod.4),
woraus (nach '3.) folgt, dass
(;) = + 1, also auch (;) = + 1
ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der Fall, so giebt es zwei
Zahlen b, c, welche der Bedingung b2 - 1) C = .2 genügen; dann
ist (p, b, c) eine Form der Determinante D == + 2, woraus (nach 2.)
folgt, dass auch
(- 1) l/B(pi_l) = + 1
ist, was zu beweisen war.
6~ Ist wenigstens eine der beiden von einander verschiedenen,
positiven ungeraden Prinlzahlen p, q von der Form 4h +1, so
wollen wir beweisen, dass
(~) = (;)
ist. Der Symmetrie wegen dürfen "'"ir annehmen, dass p ,1
(mod. 4) ist. Hat nun die rechte Seite den Werth +1, sO 1st
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(nach 4. und §. 33, J.) auch - q quadratischer Rest von p; man
kann daher, nachdem das Vorzeichen + so gewählt ist, dass
+q - 1 (mod. 4) wird, immer zwei Zahlen b, c finden, welche der
Bedingung b2 - pe = + q genügen; dann ist (p, b, c) eine (eventuell.
positive) Form erster Art von der Determinante D == +q ~ 1
(mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch die linke Seite = + 1
ist. Unlgekehrt, wenn dies Letztere der Fall ist, so giebt es zwei
Zahlen b, c, welche der Bedingung 1J2 - q C == P genügen; dann
ist (q, b, c) eine Form erster Art von der positiven Determinante
D == p =1 (luod.4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch die rechte
Seite == + 1 ist, was zu beweisen \var.
7. Sind aber beide Primzahlen p, q von der Form 4h + 3,
so ist zu beweisen, dass
ist. Dies ergiebt sich am einfachsten durch die Betrachtung der
positiven Determinante D == pq - 1 (lnod. 4), für welche (nach
§. 122) zwei Charaktere C, nämlich
G:) und (:)
existiren; es lassen sich daher vier Totalcharaktere angeben, und
folglich (§. 153) zerfallen alle Forlnen erster Art in höchstens zUJei
verschiedene Geschlechter. Nun sind aber (1, 0, - 1) q), (-- 1, 0, P q)
zwei solche Formen, und ihre ersten Coefficienten lehren, dass die
erste den 'rotalcharakter
(;) = + 1, (:) = + 1,
die zweite (zufolge 4.) den entgegengesetzten rrotnJcharakter
(;)=-1, (:)=-1
besitzt; jede andere zu derselben Determinante gehörige FarIn
erster Art, z. B. die Fornl (p, 0, - q) muss daher entweder den
ersten, oder den zweiten 'rotalcharakter besitzen; wendet Inan dies
auf die heiden durch diese Form darstellbaren Zahlen p und - q
an, so ergiebt sich, dass inl ersten Falle gleichzeitig
( ~) = + 1 und (p q) = + 1, also (~) = - 1,
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im zweiten Falle gleichzeitig
(~)=-1 und (pq)=-l, _also (~)=+l
)
ist; und hiermit ist offenbar auch der letzte Theil unserer Aufgabe
erledigt.
§. 155.
Mit Hülfe des so von Neuem bewiesenen Reciprocitätssatzes
lässt sich nun wieder, wie in §. 123 geschehen ist, darthun, dass
höchstens diejenigen T: Geschlechter existiren können, deren Total-
charaktere der dortigen Bedingung II C' == + 1 genügen; der
ungleich tiefer liegende Satz aber, welchen Dhoichlet aus seinen
Principien auf die oben (§. 125) angegebene \\Teise abgeleitet hat,
der Satz, dass alle diese t' Geschlechter llJirk11·ch existi1°en, ist von
Gauss entdeckt und mit Hülfe der von ihm gegründeten Theorie
der ternären quadratischen Formen
A. x2+B y2 + CZ2 +2 A'y z +2 B'z x + 2 C'x y
bewiesen *). Da oben (§. 152) gezeigt ist, dass 11 ,q == a q ist, wo 9
die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter, 1~ die Anzahl
der in jedem derselben enthaltenen Classen, a = t' die Anzahl der
ambigen Classen oder also die Anzahl der Totalcharaktere, welche
der Bedingung II C' = + 1 genügen, und q die Anzahl der durch
Duplication entstehenden Classen bedeutet, so leuchtet ein, dass
der zu beweisende Satz 9 = t' wesentlich identisch ist mit dem
Satze n = q; da ferner n die Anzahl aller Classen des Haupt-
geschlechtes ist, und jede der durch Duplication entstehend~n
q Classen gewiss dem Hauptgeschlechte angellört (§. 152), so 1st
der zu beweisende Satz (§. 125) w'esentlich identisch mit dem
folgenden **) :
Jede Olasse des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplicati~n.
Wir können hie~ unmöglich darauf eingehen, den Beweis mIt·
zutheilen, welchen Gauss auf die Theorie der ternären Formen
gestützt hat; da dieses tiefe Theorem aber den sC}lönsten Abschluss
der Lehre von der Composition bildet, so können wir es uns nicht
*) Do A. art. 287.
**) Gaus.~: D. A. art. 286.
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versagen, dasselbe auch ohne Hülfe der Dirichlet'schen Principien
noch auf einem zweiten Wege abzuleiten, der zugleich die Grund-
lage für andere wichtige Untersuchungen bildet.
Um einen bestimmten Boden fur diese Untersuchung zu ge-
winnen, heben wir zunächst eine charakteristische Eigenschaft aller
der Classen Q hervor, welche durch Duplication entstehen: alle
Formen dieser Olassen und nur diese Formen sind fähig, Quadrat-
zahlen darzustellen, welche relative Primzahlen zu 2 D s2:nd. Ent-
steht niimlich Q durch Duplication einer Classe K, so kann man
aus K immer eine solche Form auswählen, deren erster Coefficient
x relative Primzahl zu 2 D ist; da alsdann diese Form mit sich
selbst e~nig ist, so entsteht durch Duplication eine der Classe Q
angehörige Form, deren erster Coefficient = x 2 ist, und folglich
ist diese Quadratzahl durch die Formen der Classe Q eigentlich
darstellbar. Umgekehrt, ist Q eine Classe, durch deren Formen
eine Quadratzahl dargestellt werden kann, welche relative Prim-
zahl zu 2D ist, so giebt es auch eine solche Quadratzahl x 2, welche
durch diese Formen eigentl1:ch ~arstellbar ist, und folglich findet
sich in dieser Classe Q eine Form (x 2 , x', x"), welche offenbar
durch Duplication der Form (x, x', x x") entsteht; mithin ist
Q = K2, wo K die Classe bedeutet, welcher die Form (x, x', x x")
angehört. Das obige zu beweisende Theorem ist daher identisch
mit dem folgenden:
1st (A, B, C) eine Form des Hauptgeschlechtes der Determi-
nante D, so ist die Gleichung
Az2 +2Bzy + Cy2 = x 2
stets lösbar in ganzen Zahlen z, y, x, deren letzte relative Primzahl
zu 2D ist.
§. 156.
Durch die vorstehende Betrachtung sind wir dahin geführt,
die Lösbarkeit einer Gleichung von der Form
a x2+b y2 +C Z2 + 2 a' y z + 2 b' z x + 2 c'x y === 0
in ganzen Zahlen x, y, z (oder was Dasselbe ist, die Lösbarkeit der
allgemeinen Gleichung
au2 +bv2 +2 c'uv +2b'u + 2a'v + c === 0
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in rationalen Zahlen u, v) zu untersuchen. l}ieselbe kann, allge-
mein zu reden, auf den speciellen Fall zurückgeführt werden, in
welchem die Coefficienten a', b', c' == 0 sind*), und wir beschäftigen
uns daher im Folgenden nur mit Gleichungen von der Form
ax2 + b y2 +C Z2 = 0, (1)
wo a, b, c drei gegebene, von Null verschiedene ganze Zahlen be-
deuten, die wir ausserdem stets als relative P1·imzahlen annehmen,
weil jeder andere Fall, wie man leicht erkennt, sich auf diesen
zurückführen lässt **). Wir wollen nun eine Lösung x, y, zeine
eigentliche Lösung nennen, wenn die drei Zahlen a x, b y, cz keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben; dann leuchtet ein, dass dieselben
auch relati.ve Primzahlen sind; ginge nämlich eine Primzahl p in
zweien von ihnen auf, so Dlüsste p zufolge (1) auch in der dritten
aufgehen. Hieraus folgt, dass auch x, y, z relative Primzahlen
sind'; umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so bilden sie eine eigent-
liche Lösung; denn wenn ax, by, cz durch eine Primzahl p thei!-
bar wären, welche doch höchstens in einer der Zahlen x, y, e auf-
gehen kann, so müssten mindestens zwei der Coefficienten a, b, C
durch p theilbar sein, was unmöglich ist, weil dieselben relative
Primzahlen sind.
Nach dieser Vorbemerkung beginnen wir unsere Unter-,
suchung ***), indem wir uns die Aufgabe stellen:
I. Aus einer gegebenen eigentlichen Lösung x = u, y = t',
S == w der Gleichung (1) ihre sämmtlichen Lösungen abzuleiten.
Da au, b v, cw relative Primzahlen sind, und eine von ihnen,
z. B. a u, zufolge der Gleichung
a u2 +bv2 + Cw2 = 0 (2)
gerade ist, so haben auch die Zahlen 2 a u, bv, C1,0 keinen gemein-
schaftlichen Theiler, und man kann daher (nach §. 24) die Gleichung
aul+bvm+cwn = 1
so lösen, dass 1 gerade, und folglich die eine der beiden Zahlen
m, n gerade, die andere ungerade wird; setzt man nun
*) Ga.U88 : D. A. artt. 299, 300.
**) Gau88: D. .A. art. 298. .
***) Sie ist der Kürze halber synthetisch geführt. derselbe Gegenstand
· f 'D1st au andere Weise behandelt in der Abhandlung von G. Cantor:
aequat1'onibu8 secundi gradus indeterminatis. 1867.
und
Composition der Formen.
a12+ bm2+ cn2= h
419
u' == 2l-hu, v' == 2m-hv, w' = 2n-kw,
so wird h ungerade, und man erhält *)
au'2 + bV'2 + CW'2 == 0
auu' + bvv' + cww' = 2
u = u', v =v', w =w' (mod. 2) ~
man kann daher
\ (3)
(4)
(5)
(9)
(8)
(7)
(6)
den
vw'-wv' = 2u", wu'-uw' = 2 v", uv'-vu' = 2w"
setzen, wo u", v", w" ganze Zahlen bedeuten, welche mit
anderen noch durch folgende Relationen **) verbunden sind:
auu' = 1 +bcu"21
bvv' = 1 + cav"2
cww' = 1 + abw"2
bCU"2 + cav"2 +ab W"2 =-1
vw'+wv' = 2aV"W"!
wu'+uw' = 2bw"u"
uv' + vu' = 2cu"v"
Mit Hülfe derselben ist es leicht, unsere Aufgabe allgemein
zu lösen. Sind x, y, z drei beliebige ganze Zahlen, so werden auch
t = au'x +bV'Y+CW'Z}
t' = a u x + bv y +ewe (10)
t"= u"x + v" y +w"e
ganze Zahlen, welche zufolge-(5) der Bedingung
t =t' (mod. 2) (11)
*) Umgekehrt lässt sich aus (2), (3), (4), (5) leicht beweisen, dass a, b, C
relative Primzahlen sind, und dass sowohl u, v, w, als auch u', v', 10' eigent-
liche Lösung-en der Gleichung (1) bilden; doch ist dies für unsere Zwecke
nicht nöthig.
**) Man findet z. B. die erste der Gleichungen (7) aus der identischen
Gleichung
(b v2 + cw2) (b V'2 + cw '2) = (b vv' + cw W')2 + bc (vw' - WV')2
unter Berücksichtigung von (2), (3), (4), (6); die Gleichung (8) ergiebt sich
durch Addition aus (7) mit Rücksicht auf (4); und die erste der Gleichun6fen
(9) folgt aus der Identität
(auu' + bvv' + cw w') (v w' +wv') - a (wu' - uw') (uv' - vu')
= (au2+ bv2+ cw2)v'w' + (au'2 + bV'2 + cw'2)vw.
27*
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(12)
genügen; umgekehrt, sind t, t', t" drei beliebige ganze Zahlen, welche
nur der Bedingung (11) unterworfen sind, so folgt aus (10) unter
Berücksichtigung von (5), (7) und (9), dass
2x = ut + u't' -2bcu"t"l
2y == vt +v't' -2cav"t"
2z = wt+w't'-2ab~v"t"
gerade, also x, y, e ganze Zahlen sind *). ~Iultiplicirt man diese
letzten Gleichungen resp. mit ax, by, cz, und addirt mit Rücksicht
auf (10), so folgt
ax2 +by2+cz2 == tt'----.:abct"'l;
mithin haben wir folgendes Resultat: Bilden die ganzen Zahlen
x, y, z eine Lösung der Gleich1tng (1), so u'erden t, t', t" vermöge
(10) ganze Zahlen, welche den Bedin.qungcn (11) und
tt' == abct"2 (13)
genügen; umgekehrt, befriedigen die ganzen Zahlen t, t', t" die Be-
dingungen (11) und (13), so werden x, y, z vcrmö!}c (12) gante
Zahlen, welche der Gleichun.9 (1) genügen **).
*) führt man statt t, t', t" die Grössen
s - t + t' , _ t - t' s" _- t"
- -2-' s - -2-'
81s· neue Variabele ein, so sind dieselben mit den Grössen x, y, z durch
lineare Gleichungen verbunden, deren Determinante == 1 ist; an die Stelle
der Gleichung (13) tritt die folgende
8 2 - 8'2 - abc s"2 == 0,
welche von derselben Form wie (1) ist, und damit x, y, z eine eigentli~he
Lösung bilden, ist erforderlich und hinreichend, dass sund s' relatIve
P:imzahlen sind. Aber die Beibehaltung der Grössen t, t', t" gewährt
wIeder. andere Vortheile.
- **) Die allgemeinste Lösung der Gleichung (13), deren wir zwar in der
Folge nicht bedürfen, ~esteht, wie man sehr leicht findet, in den Gleichungen
t=-rdw2, t'=rd'w'2, t"==tww',
wo d, d', 1, w, w' beliebige ganze Zahlen bedeuten welche der einzigen
Bedingung ,
. dd' = abc
unterworfen sind; man kann aber auch, ohne die Allgemeinheit zu beein-
trächtigen, annehmen, dass t der grösste gemeinschaftliche Theiler VO~
t, t', t", und dass l d, -r d' die grössten Theiler sind, welche fa bc reBp.~It
t, t' gemeinschaftlich hat. Führt man diese Ausdrücke in (12) ein, so erhalt.
man die binären quadratischen Formen
Composition der Formen. 421
ist.
Zur Vervollständigung fügen wir hinzu: Da.mit die Zahlen
x, y, z eine eigentliche Lösung der Gleichung (1) bilden, ist ferner
erforderlich und hinreichend, dass die Zahlen t, t' keinen ungeraden
ge1neinsckajtlichen Theiler haben, und dass, wenn beide gerade sind,
t +t' =2 (mod. 4) (14)
Für unseren Zweck genügt es zu beweisen, dass die beiden an-
gegebenen Bedingungen hinreichend sind. Gesetzt, es ginge eine
Primzahl p in den drei Zahlen a x, b y, cz auf, so müsste sie
zufolge (10) auch in t und t' aufgehen; da aber t, t' der .t\.nnahme
nach keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler haben, so
müsste p = 2 sein, und es wären also t,t', ax, by, cz gerade
Zahlen; dann würde aber aus (10) mit Rücksicht auf (5) folgen,
dass t + t' = 0 (mod. 4) wäre, während wir doch angenommen
haben, dass t + t' =2 (mod. 4) ist, sobald t und t' gerade Zahlen
sind. Hieraus folgt also, dass a x, b y, cz keinen gemeinschaft-
lichen Theiler haben, was zu beweisen war ~).
11. Bilden die Zahlen x, y, z eine eigentliche Lösung der
Gleichung (1), so sind a x, by, c z relative Primzahlen, und man
kann folglich drei Zahlen m:, ~, ~ bestimmen, welche den Con-
gruenzen
~z=by (mod. a), ~x=cz (mod. b), ~ y =ax (mod. c) (15)
genügen, woraus in Verbindung mit (1)
~2=- bc (mod.a), ~2=- ca (mod.b), ([2 =- ab (mod.c) (16)
folgt. Wir haben mithin folgenden Satz erhalten:
'Jx I. 21}::..- == (du., - /Jeu", d'u'), -.:... = (dv, - ca?)", d'v'),
~ ~
2z
- == ((ZW, - abw", d'u)'),
~
deren Variabeln 00, (0', und deren Determinanten zufolge (7) die Zahlen - b c,
- ca, - ab sind. Transfol'mil't man diejenige dieser Formen, deren De-
terminante negativ ist, in eine reducirte ~"orm (§. 64), so erhält man die
einfachsten Lösungen.
*) Es ist leicht, wenn auch für unseren Zweck nicht erforderlich, die
heiden angegebenen Bedingungen auf die Zahlen d, (l', ~, co, w' zu über-
tragen: die Zahlen d, d' müssen relative Primzahlen sein, und nur, wenn
ct b c =0 (mod. 8), können sie auch den grössten gemeinschaftlichen Theiler
2 haben; umgekehrt, genügt die Zerlegung abc = d d' diesen Bedingungen,
so kann man ~, w, ro' so wählen, dass x, y, z eine eigentliche Lösung der
Gleichung (1) bilden.
(10')
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Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, so sind die Zahlen
- b c, - c a, - ab resp. quadratische Reste der Zahlen a, b, c, und
jede eigentliche Lösung x, y, z'führt durch die Congruenzen (15) zu
drei völlig bestimmten Zahlelassen ~ (mod. a), ~ (mod. b), ~ (mod. c),
welche den Congruenzen (16) genügen *).
Von der grössten Wichtigkeit rür unsere Untersuchungen ist
es aber, dass dieser Satz sich in folgender Weise umkehren lässt:
Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, und sind drei Zahlen
~; ~, ~ gegeben, welche den Cong'ruenzen (16) genügen, so kann
man stets eigentliche Lösungen x, y, z jinde'n, welche die Bedin-
gungen (15) erfüllen.
Um dies zu beweisen, bestimmen wir zunächst drei Zahlen
X, ~ Z durch die (nach §. 25) stets vereinbaren Congruenzpaare
X c (mod. b), Y a(mod. c), Z b (mod. a)} (17)
X = ~ (mod. c), Y = ~ (mod. a), Z = ~ (mod. b)
aus welchen unter Berücksichtigung der Annahme (16) die der
GleIchung (1) ähnliche Congruenz
aX2 +bY2 +cZ2 = 0 (mod. abc) (1') ,
folgt, weil ihre linke .Seite durch jede der drei relativen Primzahlen
a, b, c theilbar ist. Da fe~er die Existenz einer eigentlichen Lö-..
sung u, v, w der Gleichung (1) angenommen ist, so behalten wir
alle früheren Bezeichnungen bei und setzen
T= au'X +bv'Y+CW'Z}
T'= auX+bvY+cwZ (mod.2abc),
woraus zufolge (5)
•T= T' (mod. 2)
und mit Rücksicht auf (7) und (9)
2X =u T+ u' T' (mod. 2 bC)j
2Y= vT+v'T' (mod. 2ca)
2Z= wT+w'T' (mod. 2ab)
(11 ')
(12')
*) Wirft man zwei eigentliche Lösungen in dieselbe oder in verschie-
dene olassen , je nachdem sie zu denselben drei Zahlclassen ~ (mod. ~),
!8 (mod. b), ~ (mod. c) führen oder nicht, so ist die Anzahl aller verschIe-
denen Classen höchstens gleich der Anzahl der incongruenten Wurzeln d~r
C~ng~uenz x2• =1 (mod. abc), und der nachfolgende Satz behauptet dIe
wIrklIche EXIstenz aller dieser Classen von eigentlichen Lösungen.
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Ist ab c ungerade, so sei d der grösste gemeinschaftliche Theiler
der beidenZahlen Tundabc == dd'; da nun zufolge (13')TT' durch
abc theilbar ist, so geht d' in T' auf, und da, wie oben gezeigt ist,
die Zahlen T, T', ab c keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler
haben, so sind d und d' relative Primzahlen, und cl' ist zugleich der
grösste gemeinschaftliche Theiler der heiden Zahlen T' und abc.
Dann leuchtet ein, dass man allen Forderungen genügt, wenn man
z. B. t = d, t' == d', t" === 1 nimmt; denn weil t - t' = 1 (mod.2),
so werden x, y, z ganze Zahlen, die wegen t t' === abc t"2- eine Lö-
sung der Gleichung (1) bilden; diese Lösung ist eine eigentliche,
weil t, t' ungerade relative Primzahlen sind; da endlich t = t',
T =T' (mod. 2), und T't = Tt' = 0 (mod. d d') ist, so folgt
auch T't =Tt' (mod. 2abc), d. h. die eigentliche Lösung x, y, s
genügt den vorgeschriebenen Congruenzen (15).
Ist aber abc, und folglich auch T, T' gerade, und zwar T +T' I
=2 (mod. 4), so können wir der Sy~metrie wegen annehmen, es
sei T =0, T' =2 (mod. 4); dann sei d wieder der grösste ge-
meinschaftliche Theiler der beiden Zahlen T und abc = dd', so
wird d' in T' aufgehen. Ist nun d' ungerade, so genügt man allen
Bedingungen, wenn man z. B. t = 2 d, t' === 2 d', t" = 2 nimmt;
denn es ist t =0, t' =2 (mod.4), tt' == abct"2, T't =Tt' =0
(mod. 2 abc), und t, t' haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen
Theiler. Ist aber d' gerade, so kann man wieder durch t == d,
t' = d', t" == 1 allen Bedingungen genügen; da nämlich T: d
relative Primzahl zu d' und folglich ungerade ist, so muss, weil
T =0 (mod. 4), auch d =0 (mod.4) sein; da ferner d' in T' auf-
geht, und T' = 2 (mod.4) ist, so muss auch d' =2 (mod.4) sein;
mithin ist t =0, t' =2 (mod. 4); es ist ferner tt' = abct"2, und
die Zahlen t, t' haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theil~r;
da endlich die Quotienten T: d und T' : d' ungerade sind, so 1st
ihre Differenz gerade, und folglich, wenn man mit d d' = abc
multiplicirt, Td' - T' d == Tt' - T't =0 (mod. 2 abc), was zu
beweisen war.
Es hat keine Schwierigkeit, ausser den eben angegebenen
speciellen Lösungen, welche die vorgeschriebenen Congruenzen (~5)
erfüllen, alle anderen zu bestimmen, und man findet namentlIch
leicht, dass zwei eigentliche Lösungen x, y, z und Xl' Yl' Zl' welche
resp. durch die Werthe t t' t" und t t' t" hervorgebracht werden.,
, , 1, 1, 1
stets und nur dann denselben Congruenzen (15) genügen, wenn
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tt~ = t' t1 (mod. 2ab c) ist*); allein alle diese an sich interessanten
Vervollständigungen sind für unsere Zwecke, nicht erforderlich.
Wir begnügen uns daher, aus den obigen Resultaten noch den
Beweis des folgenden Satzes abzuleiten, dessen wir später durchaus
bedürfen.
111. Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, und ist - bc quadra-
tischer Rest von ap2, wo p eine in b c nicht au/geltende Primzahl
bedeutet, so besitzt die Gleichung (1) at/;ch solche eigentll:che Lösungen
x, y, z, welche der Bedingung x =0 (1nod. p) genügen.
Der Annahme zufolge besitzt die Gleichung (1) eine eigent-
liche Lösung u, v, w, und wir können alle hieraus in I. gezogenen
Folgerungen für uns in Anspruch nehmen; es versteht sich von
selbst, dass wir den vorstehenden Satz nur fur den Fall zu be-
weisen brauchen, dass keine der beiden Zahlen u, u' durch p
theilbar ist.
Ist nun p ungerade, so kann Inan, da der Annahme nach
- b c =ut (mod. p) ist, das Vorzeichen von u so wählen, dass
b cu" + u nicht theilbar durch p ist; wären nämlich beide Zahlen
bc u" +a und bc u" - lX durch 1) theilbar, so müsste auch ihre
Differenz 2 u, also auch u durch die ungerade Primzahl p theilbar
sein, was gegen - b c =ut (mod. p) und die Annahme streitet,
dass p nicht in b c aufgeht. Da nun u ebenfalls nicht durch p
theilbar ist, so kann man eine Zahl co stets so bestimmen (§. 25),
dass sie der Congruenz
um =bcu" +u (mod. p)
genügt und ausserdem relative Primzahl zu 2 abc wird, weil m,
falls 1) in 2 abc, also in a aufgehen sollte, schon vermöge dieser
Congruenz relative Primzahl zu p wird. Setzt man nun
t == 1: co 2 , t' == 1: ab c, t" = 1: co,
*) Ilieraus folgt, dass allen zu dcrselben Classc gehürigen eigentlichen
Lösungen dieselbe Zerlegung ab c == d(l' entspricht, mit einziger Ausnahme
des Falles, wo ab c _ 2 (mod. 4), in welchem der Facto!" 2 nach Belieben
in d oder in (Z' aufgenommen werden kann, ohne dass eine Aendel'ung der
Ciassc eintritt. Auf diese Weisc ergiebt sich (vergl. dic früheren Noten),
dass die Anzahl der wesentlich verschiedenen Zerleg-ul1gen, und also auch
die der wirklich existirendcn Classen genau mit der Anzahl der incon-
grucnten Wurzeln der Congruenz ,,2 =1 (mod. au c) übereinstimmt; hicrin
liegt also ein ncuer Beweis des obigen Satzes. Aber es schien angemessener,
ihn so zu führen, dass zugleich eine Lösung' gefunden wird, welche dell
vorgeschriebenen Congruenzen genügt.
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WO 7: == 1 oder == 2 zu nehmen ist, je nachdem abc ungerade oder
gerade ist, so erhält man eine entsprechende eigentliche Lösung
x, y, z, welche auch der Bedingung x =0 (nlod.1J) genügt. Ist
nämlich ab c ungerade, also 7: == 1, so ist t =t' =1 (mod.2);
ist aber ab c gerade, also 7: == 2, so ist t =2, t' =0 (mod.4);da
ferner m relative Primzahl zu abc ist, so haben t, t' keinen ungera-
den gemeinschaftlichen Divisor, und da t t' == abc t"2 ist, so bilden
x, y, z eine eigentliche Lösung der Gleichung (1). Nun ist nach (12)
2x == ut +u't' - 2 b eu"t"
= f(UW 2 - 2 b eu"m +(tbcu')
also mit Rücksicht auf (7)
2ux== 7: f(um-beu")2+bc} = 0 (mod.p),
weil um - be u" =a, b c =- (,t2 ist; da endlich 2 u nicht durch
p theilbar ist, so folgt hieraus x =0 (mod. p).
Wir gehen jetzt zu dem Falle p = 2 über. Ist erstens a
gerade, aber nicht =0 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, da der An-
nahme nach - be quadratischer Rest von 4 a, also bc= - 1(mod.8)
ist, dass u gar nicht ungerade sein kann; da nämlich a gerade,
also bv, cw ungerade sind, und b = - c (mod. 8) ist, so folgt aus
au2 +bv2 +cw2 = 0, dass au2 = 0 (mod. 8), und folglich, da a
nicht =0 (mod. 8) ist, jedenfalls u gerade sein muss; und off~n­
bar haben dann alle anderen eigentlichen Auflösungen x, y, z die-
selbe Eigenschaft x = 0 (mod. 2). Ist zweitens a =0 (mod.8),
also -be =1 (mod. 8), so nehme man t" == 1, und tt' == abc
der Art, dass einer der beiden Factoren, z. B. t =2 (mod. 4), also
der andere t' =0 (mod. 4) wird, und dass sie keinen ungeraden
gemeinschaftlichen Divisor erhalten, was sich stets erreichen lässt.
Hieraus folgt, dass die Zahlen x, y, z eine eigentliche Lösu~g
bilden' werden. Da nun der Voraussetzung nach u ungerade 1st,
h "und da aus 1 +beu"2 == auu' =0 (nlod. 8) folgt, dass aue U
ungerade ist, so ergiebt sich
2x == ut+ u't' - 2beu"t" = 2 +0-2 =0 (mod. 4),
also ist x =O(mod. 2). Ist endlich drittens a ungerade, und -be
quadratischer Rest von 4 a, also b c =- 1 (mod. 4), so nehDlt~
man t" == 1, und nach Belieben t t' == abc, nur so, dass t un.d
relative Primzahlen werden; dann bilden x, y, zeine eigenthche
Lösung, weil ausserdem t =t' =1 (mod. 2) ist. Da nun der Vor-
aussetzung nach keine der Zahlen u, u' gerade ist, sO folgt auS
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au u' == 1 + bcu "2, dass u" gerade, und folglich au u' = ] (mod. 4)
ist; mithin ist ut. u' t' == auu'. bc =-1 (mod.4), also ut=- u' t'
(nlod. 4), und hieraus ergiebt sich
2 x == ut +u't' - 2bcu"t" =0 (mod. 4),
also ist x =0 (mod. 2).
Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, und dieser
Beweis enthält offenbar eine Methode, aus einer eigentlichen Lö-
sung u, v, w einer Gleichung, deren Coefflcienten a, b, c sind, eine
eigentliche Lösung x :p, y, z derjenigen Gleichung abzuleiten, deren
Coefficienten a p2, b, c sind, vorausgesetzt, dass - bc quadratischer
Rest von a p2 und nicht durch die Primzahl p theilbar ist. Durch
wiederholte Anwendung desselben Satzes gelangt man offenbar zu
folgendem Resultat:
Sind die Zahlen A == a p2, B = b Q2, 0 == C R2 relative
Primzahlen, und sind die Zahlen - Be, - 0 A., --- A. B resp.
quadratische Reste von A, B, 0, so folgt aus der Existenz einer
eigentlichen Lösung der Gleichung
a x 2 + b y2 + C Z2 == 0
stets die Existenz einer eigentlichen Lösung der Gleichung
.A x 2 +B y2 + C Z2 = o.
§. 157.
DUTch den zuletzt bewiesenen Satz ist offenbar die Frage nach
der eigentlichen Lösbarkeit der Gleichung
ax2 +by2 + cz2 == 0 (1)
auf den Fall zurückgeführt, in welchem keine der relativen Prim-
zahlen a, b, c durch ein Quadrat theilbar ist; als eine erforderliche
Bedingung für die Lösbarkeit ist ferner iln vorigen Paragraphen (11)
erkannt, dass die Zahlen - bc, - ca, - ab resp. quadratische I{este
von den Zahlen a, b, c sein müssen, und ausserdem leuchtet ein, dass
die letzteren unmöglich alle dasselbe Vorzeichen haben können.
Mit Hülfe einer Reductionsmethode, welche im Wesentlichen von
Lagrange *) herrührt, lässt sich nun wirklich beweisen, dass diese
*) SU1' let solutio~ des problen~e.'i indetern~inf8 dn second dcgre. Mem.
de l'Acad. de Berlin. T. XXIII. 1769. (Oeuvres de L. T.I1. 1868. p. 375.) -
Additions aux Elentens d'A.lgev'1'e paj' L. Eider. §. v.
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Bedingungen auch die hinreichenden sind, dass also folgender
Satz *) besteht:
Sind a, b, c drei von Null verschiedene und durch kein
Quadrat theilbare relative Primzahlen, welche nicht alle dasselbe
Vorzeichen haben, und sind die Zahlen - bc, - ca, - ab resp. qua-
dratische Reste der Zahlen a, b, C; so ist die Gleichung, (1) eigent-
lich lösbar.
Zunächst bemerken wir, dass der Satz in dem speciellen Falle
richtig ist, wenn einer der Coefficienten, z. B. a === + 1, ein anderer,
z. B. b ==-1 ist; denn man genügt der Gleichung (1) durch die
relativen Primzahlen x == y == 1, z === o.
Um uns nun bequemer ausdrücken zu können, nennen wir,
indem wir den absoluten Werth einer Grösse k mit (Je) bezeichnen,
dasjenige der drei Producte (b c), (c a), (a b), welches der Grösse
nach zwischen den heiden anderen liegt, den Index der Gleichung
(1), und wenn etwa zwei dieser Producte oder alle drei einander
gleich sein sollten, so soll unter dem Index der gemeinschaftliche
Werth dieser beiden oder aller Producte verstanden werden. Aus
dieser Erklärung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des Satzes
für den Fall, dass ihr Index === 1 ist; denn dann muss, wie man
leicht erkennt, (a) == (b) == (c) == 1 sein, und da die Coefficienten
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, so ergiebt sich die Lösbarkeit
der Gleichung aus der vorausgeschickten Bemerkung.
Um nun den Beweis allgemein zu führen, nehmen wir an, er
sei schon geleistet flir alle Gleichungen, deren Index kleiner als
eine bestImmte positive ganze Zahl J ist, und zeigen, dass der
Satz dann auch für alle Gleichungen gelten muss, deren Index
== J ist. Gelingt dies, so gilt der Satz allgemein, weil er für
J = 1 richtig ist.
Es sei daher J > 2 der Index der Gleichung (1). Nehmen
wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, es sei (a)~ (b)::;; (e),
also auch (ab) ::;: (ac) S (b c), so istJ== (ac); wäre nun (h) = (e),
so müsste, weil bund c relative Primzahlen sind, (h) == (e) =1
sein, woraus auch J = 1 folgen würde, was mit unserer Annahme
streitet; mithin ist
(a) < (b) < (c), (ab) < (ac) = J S (b c). (2)
*) Legendre: T~eorie des Nombt'es, 3m • Cd. T. I. §~. I1~, IV. - Ga~sI~
D. A. artt. 294, 290. - Der nachfolgende Beweis lässt SIch auf den a
ausdehnen, dass (l, b, c quadratische Divisoren besitzen.
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Der Annahme nach ist nun, - ab quadratischer Rest von c, und
folglich kann man eine Zahl r so bestimmen, dass a,,2 =- b
(mod. c), und zugleich (r) :::;: ~ (c) wird; setzt man dann
a r2 + b == c C, (3)
so wird 0 eine ganze Zahl, deren absoluter Werth
(0) s (a)r;cj (h) < tJ+ 1 < J (4)
ist, weil (r) ::s;; t (c), (a c) == J > 2, und (b) < (c) ist. ~
Ist nun 0 = 0, so folgt b == - a r2, also, da b relative Prim-
zahl zu a und durch kein Quadrat theilbar ist, (r) == 1 und
b = - a == + 1, und mithin besitzt die Gleichung (1) in diesem
Fall wieder die eigentliche Lösung, x == y == 1, Z == o.
Ist aber 0 von Null verschieden, so führen wir die Gleichung
(1) folgendermaassen auf eine andere von kleinerem Index zurück.
Es sei a' der grösste gemeinschaftliche Divisor der drei in der
Gleichung (3) vorkommenden Glieder ar2, b, cO, so ist a' zugleich
der grösste gemeinschaftliche Divisor von je zweien dieser Zahlen,
80 dass die drei Glieder der Gleichung
ar2 b ce
7 + a' == a'
gewiss relative Primzahlen sind. Da nun a' in b aufgeht, also
relative Primzahl zu c und zu a ist, so muss a' in 0 und in '1'2, also
auch in r selbst aufgehen, weil a' als Divisor von b durch kein
Quadrat theilbar ist. Man kann daher
r == a'rt" b = a'ß, 0 == a'O' == a'c'r2 (5)
setzen, ,vo r~ das grösste in 0' == c'r'2 aufgehende Quadrat be-
deutet; hierdurch geht die Gleichung (3) in die folgende über
ftO/rt,2+ß==cc'r 2, (6)
deren drei Glieder also relative Primzahlen sind; setzen wir end-
lich noch
b' == aß, (7)
so sind hierdurch drei Zahlen a', b', c' definirt, welche, wie WIr
beweisen wollen, dieselben Eigenschaften besitzen, wie die ge-
gebenen Zahlen a, b, c.
Dass erstens keine der Zahlen a', b', c' :::::: 0 ist, leuchtet ein,
weil a'b' = a'aß == ab ist, und c' in C aufgeht. Aus a'b' == ab
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folgt ferner, dass a', b' relative PriIllzahlen und durch kein Quadrat
theilbar sind, weil a, b dieselben Eigenschaften haben; da ferner
;,2 das grösste in C' = c' r 2 aufgehende Quadrat ist, so kann e' .
durch kein Quadrat theilbar sein; und da die Glieder der Gleichung
(6) relative Primzahlen sind, BO ist c' auch relative Primzahl zu
aa'{J = a'b'.
Die Zahlen a', b", c' können auch nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist nämlich ab = a'b' negativ, so haben a', b' entgegen-
gesetzte Zeichen; ist aber. ab positiv, folglich ca und b c negativ,
so ergiebt sich aus der Gleichung a r2 +b == ea'c' r2 , dass a'c'
negativ ist, dass also a', c' entgegengesetzte Vorzeichen haben...
Da ferner zufolge der Gleichung (6), deren drei Glieder rela-
tivePrimzahlen sind, die dreiZahlen ßec', aea'c', -aa'{j=-a.'b'
resp. quadratische Reste der drei Zahlen (t a', {J, c' sein müssen,
und da nach Voraussetzung die heiden Zahlen - bc = - pa'e,
- ca resp. Reste von den heiden Zahlen a, b == a' ß sind, so er-
giebt sich hieraus leicht, dass die drei Zahlen - b'e', -e'a', -a'b'
resp. Reste der drei Zahlen a', b', c' sind.
Endlich ist (a' b') = (a b) < J zufolge (2), und (c' a')$(c'a')r2
= (0) < J zufolge (4); mithin ist der Index der Gleichung
a' X'2 +b' y'2 +c' Z'2 = 0
gewiss kleiner als J, und folglich ist sie nach unserer obigen Vor-
aussetzung lösbar in relativen Primzahlen x' y' s'; da nun die
, , "l
Zahlen a'ax' - ßy', x' +a a y' nicht heide verschwinden, we~.
sonst auch x' == y' = 0 wäre, so kann man
mx=a'ax'-[jy'; my=x'+urJ,Y'; ms=c'r z'
setzen, wo m den grössten gemeinschaftlichen Theiler der drei
Zahl~p rechter Hand bedeutet; hieraus folgt aber mit Beachtung
von,ta), (6), (7)
m2(ax2+by2+cz2) = cC'y2(a'X'2'+b'Y'2+C'z'2) = 0,
also, da m nicht = Ö ist, auch
a x2 + b y2 +C Z2 = 0;
da endlich. die Zahlen x, y, z keinen gemeinschaftlichen Thei!er
haben, und keine der Zahlen abc durch ein Quadrat theilbar 1st"
~o sind x, y, z auch relative P~i~zahlen und bilden folglich eine
eigentliche Lösung der Gleichung (1).
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Hierlnit ist der Schluss vollständig durchgeführt, und also
auch der obige Satz allgemein bewiesen. Es leuchtet ferner ein,
dass in der successiven Zurückführung der Gleichung (1) auf ähn-
liche Gleichungen von immer kleinerem Index und endlich auf
eine Gleichung, in welcher ein. Coefficient = + 1, ein anderer
= - 1 ist, auch eine Methode liegt, eine Lösung derselben zu
finden.
Nachdem für diejenigen Gleichungen, deren Coefficienten durch
kein Quadrat theilbar sind, die oben genannten erforderl1~chen Be-
dingungen zugleich als hinreichend für die Existenz eigentlicher
Lösungen erkannt sind, so geht aus dem Schlusssatze des vorigen
Paragraphen hervor, dass genau Dasselbe Statt findet für alle
Gleichungen (1), deren Coefficienten von Null verschieden und
relative Primzahlen sind. Wir können daher das Gesammtresultat
unserer Untersuchungen in dem folgenden wichtigen Satze nieder-
legen:
Sind die Zahlen a, b, c relative Primzahlen und von Null vt!r-
sch~·eden, so ist die Gleichung
a x 2 + b y2 + C Z2 = 0
stets und nur dann in relativen Primzahlen x, y, z lösbar, VJcnn
d1:e Zahlen - b c~ - ca, - a b resp. quadratische Reste von den
Zahlen a, b, c sind, und diese letzteren nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist ferner
-be =~2 (mod. a), -ca =~2 (mod. b), -ab =~2 (mod. cl,
so list die obige Gleichung in relativen Pr1~mzahlen x, y, z der Art
lösbar, dass
~ z =bY (rnod. a), ~ x =es (tnod. b), fJ, y =a x (n~od. c)
wird.
§. 158.
Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich nun das oben (§. 155) er-
wähnte grosse Theorem von Gauss leicht beweisen:
Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch DU1Jlt·catt·on.
Als Repräsentanten der dem Hauptgeschlechte der Determi-
naI)te Dangehörenden Classe wählen wir eine Form (A, B, 0), deren
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erster Coefficient A relative PriInzahl zu 2 IJ ist (§. 93). Da die Zahl
A durch diese Form darstellbar ist, und alle Einzel-Charaktere
derselben den Werth +1 haben, so ist A quadratischer Rest vonjeder
in D aufgehenden ungeraden Primzahl, und auch von 4 oder von 8,
falls D durch 4 oder 8 theilbar ist (§§. 121, 122); mithin ist (nach §. 37)
A quadratischer Rest von D selbst (umgekehrt ergiebt sich leicht, zum
Theil mit Hülfe des Reciprocitätssatzes, dass die Form (A, B, C)
gewiss dem Hauptgeschlecht angehört, wenn A relative Primzahl zu
2 D, quadratischer Rest von D, und, falls D negativ sein sollte, positiv
ist). Ja, man kann sogar voraussetzen, dass A quadratischer Rest
von 4D ist, d. h. dass A =1 (mod. 4), oder A =1 (mod. 8) ist,
je nachdem D ungerade oder gerade ist. Dies ist in der That von
selbst der Fall, wenn D =3 (mod. 4), oder n =0 (mod. 8) ist;
sollte ferner A in den übrigen Fällen dieser Bedingung nicht ge-
nügen, wäre also A =3 (nlod. 4), =7 (mod. 8), =3 (mod.8),
= 5 (mod. 8), je nachdem D =1 (mod. 4), =2 (mod. 8), = 6
(mod. 8), =4 (mod. 8), RO kann man die Ji'ornl (A, B, C) durch
eine Substitution (~: -~) in eine F'orm transforlniren, deren erster
Coefficient A' = A (X,2 + 2 B (X, + 0 relative 1>riInzahl zu 2D ist
und zugleich die verlangte Eigenschaft besitzt; da nämlich AA'
== (A. (X, +B)2 - D ist, so braucht man a nur so zu wählen, dass
.A. (X, +B im ersten Falle gerade, in den drei übrigen Fällen aber
ungerade wird, was sich stets in der Art erreichen lässt, dass
A €X + B zugleich relative Primzahl zu D wird.
Wir setzen daher voraus, dass A quadratischer Rest von 4D
und relative Primzahl zu 4 D ist; da nun 4 D =(2 B)2 (mod. A),
also quadratischer Rest von A ist, und da die Zahlen A, 4D nicht
beide negativ sind, so besitzt die Gleichung
A x 2 +4 D y2 - Z2 == 0
immer eigentliche Lösungen x, y, z, welche der Bedingung
2Bz =4Dy, also z =2By (mod. A)
genügen (§.157); man kann daher z ==- At -+ 2 B y setzen, wodurch
die obige Gleichung in die folgende übergeht
-1- t2+2 B (2 y) + C (2 y)2 == x2;
da A x, 2 D y, z relative Primzahlen sind, so sind auch t, 2 Y rela- .
tive Primzahlen, und folglich ist (A, B, C) einer Form äquival~nt
(§. 60), deren erster Coefficient x 2 eine Quadratzahl und relat~ve
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Primzahl zu 2 D ist, und welche folglich, (nach §. 155) durch Du-
plication einer Form entsteht, deren erster Coefficient + 1 ist.
Was zu beweisen war *). -
I Die unendliGh vielen eigentlichen Lösungen x, y, s der obigen
I Gleichung, welche der Bedingung z = 2B y (mod. A) genügen,
, zerfallen nun noch in verschiedene Classen in Bezug auf den
Modul 4 D (§. 156. 11.); auf den Zusammenhang dieser Lösungen
mit den verschiedenen Classen, durch deren I)uplication dieselbe
gegebene Classe des Hauptgeschlechtes entsteht, können wir aber
hier nicht mehr eingehen.
*) Die Zurückführung dieses Satzes von Gauss auf den von Lagrange
und Legendre ist zuerst von Arndt ausgeführt (Uebe1' die Anzahl der
Genera de1' quadratischen Formen; Borchardt's Journal Bd. 56), doch weicht
die obige Darstellung in mehreren Puncten von der seinigen ab. In
Wahrheit gehört der Satz von Lagrange nach Inhalt und Methode des
Beweises in die Theorie der ternären Formen. - Man vergleiche ferner
Kronecker : Ueber den Gebrauch der Di1'ichlet'sehen Methoden in de1' Theorie
der quadratischen Formen (Monatsber. d. Berliner Akad. 12. Mai 1864).
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XI. Ueber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen. -
§. 159.
Der Begriff der ganzen Zahl hat in diesem Jahrhundert eine
Erweiterung erfahren, durch welche der Zahlentheorie wesentlich
neue Bahnen eröffnet sind; den ersten und wichtigsten Schritt auf
diesem Gebiete hat Gauss *) gethan, und wir wollen zunächst die .
Theorie der von ihm eingeführten ganzen COmlJlcxcn Zahlen wenig-
stens in ihren wichtigsten Grundzügen darstellen, weil hierdurch
das Verständniss der später folgenden Untersuchungen über die
allgemeinsten ganzen algebraischen Zahlen gewiss erleichtert wird.
Bisher haben wir unter ganzen Zahlen ausschliesslich die
Zahlen
0, +1, +2, +3, +4 ...
verstanden, nämlich alle diej enigen Zahlen, welche durch wieder-
holte Addition und Subtraction aus der Zalll 1 entstehen; diese
Zahlen reproduciren sich durch Addition, Subtraction und Multi-
plication, oder mit anderen Worten, die Summen, Differenzen und
Producte von je zwei ganzen ·Zahlen sind wieder ganze Zahlen.
Dagegen führt die vierte Grundoperation, die Division, auf den
umfassenderen Begriff der rationalen Zahlen, unter welchem Namen
die Quotienten **) von irgend zwei ganzen Zahlen verstanden
*) T heoria (re8idu01'~n~ biquadraticol'U·IU. II. 1832. - Vergl. die Ab-
handlungen von Dirichlet : Recherche.,; 8ur les forn~e8 quadratiques a coeffi-
cient8 et CL ~'ndeterminees cornplexes (Crelle's Journal Bd. 24) und Unter-
suchungen üoe1' die Theorie de1' cornpletcen Zahlen (Ahh, d. Berliner Akad.
1841).
**) Dem Begriffe eines Quotienten gemäss wird es hier und im
Folgenden als selbstverständlich ano-esehen dass der Divisor oder Nenner
. :-, ,
eIne von Nrill verschiedene Zahl ist.
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werden; offenbar reproduciren sich diese rationalen Zahlen durch
alle vier Grundoperationen. Jedes System von rellen oder com-
plexen Zahlen, welches diese fundamentale Eigenschaft der Re-
production besitzt, wollen wir künftig einen Zahllcörper oder kurz
einen Körper nennen; der Inbegriff' R aller rationalen Zahlen ist
daher ein !{örper, und zwar bildet er das einfachste Beispiel eines
solchen. Dieser Körper R der rationalen Zahlen besteht nun aus
ganzen und gebrochenen, d. h. nicht ganzen Zahlen; die ersteren
wollen wir in Zukunft rationale ganze Zahlen nennen, um sie von
den neu einzuführenden ganzen Zahlen zu unterscheiden.
Wir wenden uns nun, indem wir zur Abkürzung V- 1 == i
setzen, zu der Betrachtung desjenigen Körpers J, welcher aus allen
complexen Zahlen ro von der Form
x + yi
besteht, wo x und y willkürliche rationale Zahlen bedeuten, die
wir die Coordinaten der Zahl· ro nennen wollen. Diese Zahlen ro
bilden in der That einen Körper; denn, wenn
u = Xl + YI i und ß = X2 + Y2 i
irgend zwei solche Zahlen sind, so gehören auch ihre SUlnme,
Differenz, ihr Product und Quotient, d. h. die Zaillen
u +ß = (ah + X2) + (YI + Y2) i
u{j = (Xl X2- 'UI Y2) + (Xl Y2 + '11 X2)i
!: _ Xl X2 + '11 Y2 + YI X2 - Xl Y2 i
ß - xi +Yi xi +Y;
demselben System J an. Dieser Körper J, welcher offenbar auch
alle rationalen Zahlen enthält, soll ein ]{örper zwe~'tcn Gradcs oder
ein quadratischer !(örlJCr heissen, weil alle seine Zahlen {() durch
wiederholte Anwendung der vier Grundoperationen aus der einen
Zahl i entstehen, welche eine Wurzel der mit rationalen Coeff-j-
cicnten behafteten quadratisehen Gleichung
i 2 + 1 == 0
ist. Diese Gleichung hat die Zahl - i zur zweiten \Vurzel; ist
nun ro = X +y i auf die angegebene Weise aus i, entstanden, also
eine Zahl des Körpers er, so wird aus der Zahl - i durch dieselben
Operationen die mit ro conjugir;·te Zahl x - y i entstehen, die eben-
falls dem Körper J angehört, und welche ,viI' ünnler lnit 6J'
bezeichnen wollen. Dann ist umgekehrt ro die mit ro' conjugirte
28*
•
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Zahl, und man überzeugt sich leicht, dass für je zwei Zahlen et, ~
des Körpers J die folgenden Gesetze gelten:
(u+ß)' == a'+{j'
(uß)'==a'ß'
(ß)' = ;:.
Unter der Norm einer Zahl ro verstellen wir das Product CA) ro'
aus den beiden conjugirten Zahlen ro und ro', und wir bezeichnen
diese Norm durch das Symbol N(fiJ); es wird daher
N(x+yi) = (x+yi) (x-yi) = X 2+y2,
und llieraus folgt, dass die Norm immer eine positive rationale
Zahl ist und nur dann verschwindet, wenn ro == 0, also x = 0
und y = 0 ist. Da ferner (aß)' == a' ß', also
(aß) (uß)' = (ua') (ßß')
ist, so ergiebt sich der Satz:
N(uß) = N(a)N(ß),
d. h.die Norm eines Productes ist gleich dem Producte aus den
Normen der Factoren; und ein ganz ähnlicher Satz gilt offenbar
auch für die Quotienten.
Wir theilen nun alle Zahlen des Körpers J in zwei grosse
Classen ein; eine solche Zahl ro = x +Y i soll eine ganze complexe
oder kürzer eine ganze Zahl heissen, wenn ihre beiden Coordinaten
x, y ganze rationale Zahlen sind; ist aber mindestens eine der
heiden Coordinaten eine gebrochene Zahl, so soll auch ro eine
gebrochene Zahl heissen. Oft'enbar bilden die ganzen rationalen
Zahlen x einen Theil des Systems aller ganzen complexen Zahle~,
und umgekehrt ist jede ganze complexe Zahl x + y i, wenn SIe
zugleich rational ist, nothwendig eine ganze rationale Zahl x.
~\us den obigen Formeln für die Summe, Differenz und d.as
Ilroduct zweier in J enthaltenen Zahlen leuchtet nun zunächst eID,
dass unsere ganzen Zahlen sich durch Addition, Subtraction und
Multiplication reproduciren. Die Analogie mit der Theorie der
rationalen Zahlen veranlasst uns daher, den Begriff der Theilbar-
keit einzuführen: die ganze Zahl u heisst theilbar durch die ga~ze
Zahl ß, wenn u = ßy, und y ebenfalls eine ganze Zahl ist; zugl~1Cb
heisst u ein Vielfaches oder Multiplum von ß, und ß ein Th~I1er
oder Divisor oder Factor von a, oder mau sagt auch, ß gehe In ~
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auf. Aus dieser Erklärung, durch welche der Begriff der Theilbar-
keit für rationale ganze Zahlen nicht geändert wird, ergeben sich
(wie in §. 3) die beiden folgenden Elementarsätze :
J. S1:nd Cl und ß theilbar durch~, so sind auch die Zahlen
ct +ß und ct - ß theilbar durch~. Denn aus u == /-t Ul und
ß == i-t ßl folgt U+ ß = ~ (u1+ ßl), und da al' ßl ganze Zahlen
sind, so gilt Dasselbe aucll von den Zahlen Ul + ßl.
11. Ist" theilbar durch A, und Ä theilbar durch p" so ist auch "
theilbar durch~. Denn aus " == U A und l == ß/-t folgt" == (u ß) t-t,
und da U und ß ganze Zahlen sind, so ist auch aß eine ganze Zahl.
Ist co == x + y i eine ganze Zahl, so ist offenbar die conjugirte
Zahl ro' == X - Y i ebenfalls eine ganze Zahl, und folglich ist N (61)
theilbar durch 61. Diese Norm ist immer eine positive ganze Zahl,
wenn w von Null verschieden ist, und aus dem Satze über die
Norm eines Productes ergiebt sich der folgende, welcher aher
nicht umgekehrt werden darf:
Ist ct theilbar durch ß, so ist N(u) auch the'ilbatt· durch N(ß).
Unter einer Einheit wird jede ganze ZahlE verstanden, welche
ein Divisor der Zahl 1 ist und folglich auch in· allen ganzen Zahlen
aufgeht; llach dem vorstehenden Satze muss N(c) in N (1), d. h. in
der Zahl 1 aufgehen, und folglich muss
N (E) = 1, d. h. ce' - 1
sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede ganze Zahl c, deren
Norm = l ist, gewiss eine Einheit ist. Setzt man nun ·e = x + y i,
so ist x2+ y2 = 1, und da x, y ganze rationale Zahlen sind, so ist
entweder x 2 = 1 und y = 0, oder x = 0 und y2 = 1; man erhält
daher die folgenden vier Einheiten
E == 1, - 1, i, - i,
welche man auch in der Form
c =::: in
'zusammenfassen kann, wo n eine beliebige ganze rationale Zahl
bedeutet. In der Theorie der rationalen Zahlen giebt es nur zwei
E:inheiten, nämlich die Zahlen + 1.
Sind zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen et, ßgegenseitig
durcheinander theilbar, so sind die Quotienten
ß a
a und ß
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ganze Zahlen, und da ihr Product == 1 ist, so sind sie nothwendig
Einheiten, mithin ist ß == a c, wo c eine Einheit; unlgekehrt, wenn
dies der Fall ist, so ist aucll a == ßE', also ist jede der heiden
Zahlen a, ß durch die andere theilbar. Zwei solche Zahlen heissen
associirte Zahlen, und es leuchtet ein, dass je vier associirte Zahlen
a, a i, - a, - a i
bei allen Fragen der Theilbarkeit sich ganz gleieh verhalten; ist
nämlich eine ganze Zahl a theilbar durch eine ganze Zahl.fl" so
ist auch jede mit a associirte Zahl durch jede mit p associirte
Zahl theilbar. Wir sehen daher im Folgenden vier solehe associirte
Zahlen als nicht ~vesentlich verschieden an.
Um nun eine ausreichende Grundlage für die Theorie der
Theilbarkeit in unserem Gebiete der ganzen cOlnplexen Zahlen zu
gewinnen, bemerken wir zunächst, dass jede <lern !{örper J an-
gehörige Zahl W == x +y i, DIag sie ganz oder gebrochen sein, .
stets als Summe von zwei Zahlen v und rot dargestellt werden
kann, von denen die erstere v eine ganze Zahl ist, während
N(w l ) < 1 wird; sondert man nämlich aus den rationalen Coordi-
naten x, y die nächstliegenden ganzen Zahlen 1', s aus, so wird
x == r + Xl' Y = s + YI, wo Xl' Yl rationale Zahlen bedeuten,
deren absolute Werthe < t sind; setzt man daher v == r + si,
WI == Xl + YI i, so wird w = v + w1 , wo v eine ganze Zahl, und
N (0)1) = x.l + Y12 s t < 1
ist. Hieraus ergiebt siel! unmittelbar der folgende wichtige Satz:
Ist a eine beliebige ganze, und ß eine von NuJl verschiedene
ganze Zahl, so kann man zwei ganze Zah7en r und v immer so
wählen, dass
IX == vß +'}', und N('}') < N(ß)
wird.
Da nämlich der Quotient der beiden Zahlen u, ß eine dem
Kö~p~r J ~ngehörigeZahl ca ist, so kann man
aß = v +W 1, also a == v ß+ß611
setzen, wo v eine ganze Zahl, und N (rot) < 1 ist; hieraus folgt
aber, dass die Zahl r = ß0)1 == a - v ß ebenfalls eine ganze Zahl,
und dass ihre Norm
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N(r) = N (ß) N(ro l ) < N(ß) \
ist, was zu beweisen war.
Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich nun die Aufgabe behandeln,
alle gemeinschaftlichen Divisoren von zwei gegebenen ganzen
Zahlen a, ß zu finden .(vergl. §. 4); behalten nämlich v und 'i' die
eben festgesetzte Bedeutung, so ergiebt sich aus den obigen Ele-
mentarsätzen I. und II., dass jeder gemeinschaftliche Divisor von
a, ß auch gemeinschaftlicher Divisor von ß, 'i' ist, und umgekehrt;
man wird daher, wenn 'i' nicht == 0 ist, wieder zwei ganze Zahlen
~ und n so bestimmen, dass
ß == nr +~, und N(~) < N(r)
wird, und wenn 8 noch nicht == 0 ist, wird man auf dieselbe Weise
so lange fortfahren, bis unter den successiven Divisionsresten ')',
8 ... die Zahl Null auftritt. Dies muss nothwendig nach einer
endlichen Anzahl von Operationen .geschehen, weil die Norlnen
dieser Reste ganze positive Zahlen sind, die beständig abnehmen.
Ist ~ der letzte von diesen Resten, welcher einen von Null ver-
schiedenen Werth hat, so haben wir eine Kette von Gleichungen
von der Form
a==vß+r
ß= nr +~
"=OA+~
A == 1:~,
aus welcher hervorgeht, dass ~ gemeinschaftlicher Divisor von (,t, {j,
und dass umgekehrt jeder gemeinschaftliche Divisor von a, ß noth-
wendig ein I)ivisor von ~ ist. Diese Zahl ~, und ebenso jede Init
ihr associirte Zahl, heisst der grösste gemeinschaftliche Divisor von
u und ß, weil er unter allen gemeinschaftlichen I)ivisoren die
grösste Norm hat. Sind a und ß rat~'ona7, so ist ~ ebenfalls
rational und identisch nlit deljenigen Zahl, ,velche in der Theorie
der rationalen Zahlen der grösste gemeiJ:tschaftliche Divisor von
u und ß genannt wurde.
Durch Umkehrung der obigen Gleichungen, wobei Inan sich
,Yieder des Euler'schen Algorithmus (§. 23) bedienen kann, ergiebt
sich, dass imIner zwei ganze Zahlen g, 'YJ existiren, welche der
Bedingung
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genügen (im Fam r = 0, p, == ß kann man ~ = 0, '~ == 1 setzen),
und derselbe Satz gilt offenbar auch dann, wenn f" nicht den
grössten gemeinschaftlichen Theiler von a, ß selbst, sondern irgend
eine durch denselben theilbare Zahl bedeutet.
Nachdem rür je zwei ganze Zahlen a, ß (die nicht beide ver-
schwinden) die Existenz eines grössten gemeinschaftlichen Theilers
nachgewiesen, und zugleich eine Methode zur Auffind ung desselben
angegeben ist, leuchtet ein, dass die Lehre von der Theilbarkeit
der complexen ganzen ,Zahlen sich ganz ähnlich gestalten muss,
wie bei den rationalen Zahlen. Wir heben zunächst folgende
Puncte hervor. Zwei ganze Zahlen a, ß heissen relative Primzahlen
oder Zahlen ohne gemeinschaftlichen Divisor, wenn sie ausser den
vier Einheiten keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen; es giebt
dann immer zwei ganze Zahlen ~, 1], welche der Bedingung
u~+ßfJ==l
genügen, und umgekehrt folgt aus der vorstehenden Gleichung,
dass u, ß relative Primzahlen sind. Ist nun ID eine beliebige ganze
Zahl, so ergiebt sich aus
u (Ce) ~)+(ß ID) 11 = ID,
dass jeder gemeinschaftliche Theiler von u und ß ro nothwendig
Divisor von fiJ ist (vergl. §. ~; wenn daher ID ebenfalls relative
Primzahl zu u ist, so folgt, dass auch das Product ß (jJ relative
Primzahl zu a ist, und dieser S'ntz, wiederholt angewendet, liefert
den folgenden:
Wenn jede der Zahlen (,(1, (t2, U:3 • • • relative Primzahl zu
jeder der Zahlen PI' ß2 •.• ist, so sind (J;uch die beiden Producte
al 0:2 aa · · · und PI P2 . . . relative Primzahlen.
Aus derselben Gleichung ergeben sich offenbar auch die
folgenden Sätze:
Sind u, ß relative PrirJ~zahlen, und list ß ID theilbar durch lX,
so ist auch m theilbar durch fX.
Ist m e~·n gemeinschaftliches Multiplum der beiden relat'iven
Primzahlen a, ß, so ist ro auch durch ihr Product aßtheilbar.
Unter einer complexen Primzahl ist eine ganze Zahl 'll zu ver-
stehen, welche keine Einheit ist, und deren Divisoren entweder
mit 1t associirt oder Einheiten sind (vergl. §. 8). Ist nUll u eine
beliebige ganze Zahl, so muss einer und nur einer der heiden
folgenden Fälle eintreten: entweder ist IX theilbar durch die Prim-
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zahl n, oder a ist relative Primzahl zu Tl; denn der grösste gemein-
schaftliche Theiler der beiden Zahlen tt, Tl ist ..entweder associirt
mit n oder eine Einheit. Mit Rücksicht auf das Vorhergehende
folgt hieraus offenbar der Satz:
Wenn ein Product aus mehreren ganzen Zahlen (t, ß, I' ..•
durch eine Primzahl Tl theilbar ist, so geht Tl mindestens in einem
der Factoren (t, ß, I' ... auf.
Jede ganze, von Null verschiedene Zahl a ist nun entweder
eine Einheit, oder eine Primzahl, oder sie besitzt mindestens
einen Divisor ß, welcher weder eine Einheit, noch mit a associirt
ist; in diesem letzten Falle heisst a eine zusatntnengesetzte Zahl,
und wenn a === ß A gesetzt wird, so ist auch Ä keine Einheit, und
da N(a) == N(ß)N(A) ist; so ergiebt sich N(a) > N(ß) > 1, weil
die vier Einheiten die einzigen Zahlen sind, deren Norm = 1 ist.
Hieraus folgt leicht (vergl. §. 8), dass mindestens eine in a auf-
gehende Primzahl existirt; denn wenn ß noch keine Prhnzahl,
mithin eine zusammengesetzte Zahl ist, so besitzt sie wieder einen
Divisor I' , der der Bedingung N (ß) > N (I') > 1 genügt, und
wenn I' noch keine Primzahl ist, so kann man in derselben Weise
so lange fortfahren, bis in der Reihe der Zahlen a, ß, I' ... eine
Primzahl 1t auftritt, was nach einer endlichen Anzahl von Zer-
legungen geschehen muss, weil die Reihe der beständig abnehmen-
den positiven ganzen Zahlen N (a), N (ß), N (I') ... nothwendig
einmal abbrechen wird. Offenbar ist nun rt theilbar durch Tl und
folglich von der Form 1t al' wo (tl entweder eine Primzahl oder
eine zusammengesetzte Zahl ist; im letzteren Fall kann man
wieder al == :1l1 a2, also a = n "1 «'J setzen, wo nl eine Primzahl
bedeutet, und wenn a2 noch keine Primzahl, sondern eine zu-
samnlcngesetzte Zahl ist, so kann man in derselben Weise fort-
fahren, bis in der Reihe der Zahlen al, a2 ••• eine Primzahl an == TC",
auftritt, was, wie sich abermals aus der Betrachtung der NOr111Cn
ergiebt, nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungell geschehen
muss. Dann ist die zusammengesetzte Zahl
dargestellt als ein Product von n + 1 Factoren, welche sämmtlich
Primzahlen sind. Gesetzt nun, dieselbe Zahl a sei auch ein Pro-
duct aus m + 1 Primzahlen Q, Ql' Q2 ••• Qm, also
1l 7t17t2 · •. 1ln == Q Ql Q2 • • • Qm,
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so muss nach dem oben bewiesenen Satze die in dieseln Producte Ci
aufgehende Primzahl 'lt nothwendig in einem der Factoren ~, ()l'
(J2 .. • • (Jm, z. B. in (J aufgehen; da aber (J ebenfalls eine Primzahl
ist und folglich ausser den Einheiten nur solche Divisoren besitzt,
welche mit (} associirt sind, so muss 11: == c (} sein, wo C eine Ein-
heit bedeutet, und hieraus folgt durch Division nlit Q die Gleichung
da nun das Product rechter Hand durch die Prinlzahl nl theilbar
ist, so muss zufolge derselben Schlüsse die Zahl 'ltl mit einem der
Factoren dieses Productes, z. B. mit Ql associirt, also von der
Form Cl(Jl sein, wo Cl eine Einheit bedeutet. Die durch Division
mit (Jl entstehende Gleichung
CCln2 ••• 1tn == (J2 • • • (Jm
kann man offenbar in derselben Weise ,veiter behandeln; es ergiebt
sich hieraus zunächst, dass m nicht kleiner als n ist, und dass
man tr2 == C2 (J2' '1:3 = c3 (Ja ••• "n == c,,. (Jn setzen kann, wo E2'
C3 • • • Cn Einheiten bedeuten. Wäre nun I'tt > n, so ,vürde sich
E Cl 82 • • • En = (Jn +1 (Jn +2 • • • (Jm
ergeben, und es wäre folglich ein Product von lauter Einheiten
durch mindestens eine Primzahl (Jn +1 theilbar, was unmöglich ist.
Mithin ist m == n, und die beiden Zerlegungen der Zahl a in
Primfactoren sind wesentlich identisch, d. h. wenn in der einen
Zerlegung genau r Factoren auftreten, welche mit einer und der-
selben Primzahltr associirt sind, so finden sich auch in der anderen
Zerlegung genall l' solche mit 1t associirte Factoren. In diesem
Sinne ist der hiermit bewiesene F~tndamentalsatz (vergl. §. 8) ZU
verstehen:
Jede zusamntengesetzte Zahl lässt sich stets ~tnd wesentlich ftUr
auf eine einzige Weise als Product aus einer endlichen Anzahl von
Primzahlen darstellen.
Es ist nun auch nicht schwer, sich einen deutlichen Ueber-
blick über alle in unserem Körper J vorhandenen complexen
Primzahlen 1l zu verschaffen. Es gieht offenbar unendlich 'vie.le
positive ganze Zahlen, die durch eine bestimmte Primzahl Tl thell-
bar sind (eine solche ist z. B. N (1l) == n Tl') ; von allen diesen
Zahlen muss die kleinste p nothwendig eine rationale Primzahl,
d. h. eine Primzahl des Körpers R, also eine Primzahl im alten
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Sinne des Wortes sein; denn p ist> 1, weil sonst 1't eine Einheit
wäre, und p kann auch nicht ein Product von zwei kleineren
rationalen ganzen Zahlen sein, weil sonst n als Primzahl in einer
derselben aufgehen mUsste, was aber der Definition von 1J wider-
spricht. Jede complexe Primzahl n ist daher Divisor von einer
(und offenbar auch nur von einer einzigen) rationalen Prinlzahl p,
und es werden folglich alle complexen Primzahlen n entdeckt
werden, wenn man die Divisoren aller rationalen Primzahlen p
aufsucht. Es sei daher p eine positive rationale Primzahl, und n
eine in p aufgehende complexe Primzahl, so ist N(n) ein Divisor
von p2 = N(p), und folglich ist N(n) entweder == p oder === p2;
je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, wollen wir 11: eine
Primzahl ersten oder zweiten Grades nennen. Im ersten Fall ist
p === 1( 1(;' == N (n) das Product aus zwei conjugirten Primzahlen
ersten Grades, weil offenbar Tl' stets gleichzeitig mit Tl eine Prim-
zahl ist; im zweiten Fall ist p == 11: E, N (E) == 1, also ist p associirt
mit 1t und folglich selbst eine complexe Primzahl zweiten Grades.
Die Entscheidung über das Eintreten des einen oder anderen
Falles je nach der Beschaffenheit der rationalen Prilnzalll p würde
sich augenblicklich aus der Theorie der binären quadratischen
Formen von der Determinante - 1 ergeben (§. 68); allein unser
Hauptziel besteht gerade darin, nachzuweisen, dass die Theorie
der Formen überhaupt entbehrlich ist, o4er vielmehr, dass sie auf
die einfachere und zugleich tiefer eindringende Theorie der ganzen
algebraischen Zahlen zurückgeführt werden kann. Wir suchen
daher auch hier unsere Aufgabe selbständig zu lösen. Es leuchtet
nun ein, dass der zweite Fall jedesmal Statt finden muss, wenn
1) = 3 (mod. 4)·ist; denn da die Norm einer jeden ganzen conl-
plexen Zahl eine Summe von zwei ganzen rationalen (luadratzahlen
ist und folglich, durch vier dividirt, den Rest 0, 1 oder 2 lässt, je
nachdem beide Quadrate gerade, oder eines, oder heide ungerade
sind, so kann der erste Fall höchstens dann eintreten, weHnl) == 2,
oder 1) =1 (mod. 4) ist. Wir erhalten hiermit das erste Ilesultat:
Jede pos1itive rationale Prirnzahl 1) von der For1n 4 h + 3 ist
eine C01nlJlexe Printzahl zweiten Grades.
Der Fall p == 2 erledigt sich unmittelbar durch die Bemer-
kung, dass
2 :::::: N (1 - i) ::::::: (1 - i) (1 + i) === i (1 - i) 2
ist, und liefert das Ilesultat:
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Die Zahl 2 ist associirt mit detn (Juadtate der Prinzzahl ersten
Grades I-i.
Es handelt sich jetzt nur noch um die rationalen Primzahlen
p von der Form 4 h + 1; die Entscheidung wird sofort gegeben,
sobald man aus der Theorie der rationalen Zahlen den Satz (§. 40)
entlehnt, dass die Zahl - 1 quadratischer Rest von jeder solch~n
Zahl p ist, dass also eine ganze rationale Zahl x existirt, rür welche ,
x 2 + 1, d. h. das Product (x + i) (x - i) durch p theilbar ist; da
nämlich keiner der beiden Factoren x + 1·, x -i durch p theilbar
ist, so kann (nach dem obigen Satze) p keine complexe Primzahl
sein, und folglich ist p gewiss das Product aus zwei conjugirten
Primzahlen ersten Grades 1t und n'. Setzt man n == a +bi, 80
ergiebt sich auf diese Weise der Fermat'sche Satz (§. 68)
P = a2 +b2•
Die beiden Primzahlen n, n' können nicht associirt sein, weil aus
a - b i = in (a +b i) entweder b = 0, oder lt = 0, oder a2 = b2
folgen würde, was alles unmöglich ist. ~1ithin ergiebt sich das
letzte Itesultat:
Jede positive rationale Prirrizahl p von der Form 4 h +1 ist
das Product aus zu'ei conjugirten, nicht associ'irten complexen Prim-
zahlen ersten Grades.
Will man aber den obigen Satz aus der Theorie der quadrati-
schen Reste nicht voraussetzen, so ergiebt sich dasselbe Resultat
im weiteren Fortgange der Theorie unserer complexen Zahlen, wie
folgt. Zwei ganze complexe Zahlen Ci, {j beissen congruent in
Bezug auf eine dritte ~, den Modulus, wenn ihre Differenz a - P
durch p, theilbar ist, und dies wird durch die Congruenz
Ci =(j (mod. ~)
angedeutet. Es leuchtet dann ohne Weiteres ein, dass die elemen-
taren Sätze über Congruenzen (§. 17) von den rationalen Zahlen
unmittelbar auf die complexen Zahlen übertragen werden dürfen,
und es ergiebt sich ebenso wie früher (§. 26), dass eine Congruenz
n ten Grades, deren Modulus eine complexe Pr'irnzahl ist, niem~ls
mehr als n incongruente Wurzeln besitzen kann. Ist nun P el~e
positive rationale Primzahl von der Form 4 h + 1, so wird dIe
Congruenz (p - l)ten Grades
rop-l =1 (mod. p)
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durch mindestens p incongruente Zahlen ro, nälnlich durch ro = i
und (nach §. 19) durch ro === 1, 2, 3 ... (p - 1) befriedigt; mithin
ist der Modulus p keine complexe Primzahl, und hieraus folgt
dasselbe Resultat wie oben.
. Nachdem die Grundlagen der Theorie der complexen ganzen
Zahlen im Vorhergehenden gewonnen sind, wollen wir uns darauf
beschränken, einige wenige Fragen zu behandeln, bei deren Aus-
wahl uns der Wunsch leitet, gewisse Begriffe, welche in der später
folgenden allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen Zahlen
auftreten werden, an dem einfachen, uns vorliegenden Beispiel
des Körpers J zu entwickeln.
Ist 1L eine ganze complexe und zwar von Null verschiedene
Zahl, so theilen wir alle ganzen complexen Zahlen in Zahl-Glassen
ein, indem wir zwei Zahlen stets und nur dann in dieselbe Classe
aufnehmen, wenn sie in Bezug auf ~ congruent sind (vergl. §. 18);
der G:rund für die Möglichkeit einer solchen Eintheilung liegt
darin, dass zwei mit einer dritten congruente Zahlen nothwendig
auch mit einander congruent sind. Wir stellen uns die Aufgabe,
die Anzahl dieser verschiedenen Classen zu bestimmen. Zu diesem
Zweck betrachten wir vorläufig nur eine einzige von diesen Classen,
nämlich den Inbegriff m aller derjenigen Zahlen, welche durch lL
theilbar, d. h. =0 (mod. p,) sind. Dieser Inbegriff m ist identisch
mit dem System aller Zahlen von der Form ~ (x + y i), wo x und y
willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten. Auf solche honzogene
lineare Formen, in welchen die Variabelen ganze rationale Zahlen
sind, werden wir in der Folge sehr häufig stossen, und wir wollen,
,venn z. B. IX, ß irgend welche reelle oder complexe Constanten,
x und y aber willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten, den
Inbcgr~fJ aller in der I.Jinearform a x +ßy enthaltenen Werthe
zur Abkürzung mit dem Symbol [IX, ß] bezeichnen, welches also
von jetzt an in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, als früher
bei dem Euler'scllen Kettenbruch-Algorithmus. Die heiden Con-
stanten ('(, ß, welche wir die Basiszahlen des Systems [(x, ß] nennen,
können nun auf unendlich mannigfaltige Weise abgeändert,
d. h. durch andere Basiszahlen (Xl' ßI ersetzt werden, und zwar so,
dass das System [al' ßl] vollständig identisch Init dem Systeln [a, ß]
bleibt. Dies wird z. B. immer dann eintreten, wenn zwischen den
heiden Paaren von Basiszahlen zwei Relationen von der Form
a == P a1+ qßl , ß == r al + S ßI
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besteht, indem man
Statt finden, wo p, q, r, s vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
deren Determinante
ps-qr==+l
ist; denn hieraus folgt umgekehrt
+ (Xl = S a - q ß, + ßI == - r a +1) ß,
mithin ist jede Zahl, welche dem einen der heiden Systeme [lX, ß],
[al' PI] angehört, auch in dem anderen enthalten, was wir kurz
durch [a, ß] == [(Xl' ßI] ausdrücken wollen.
Eine solche Transformation der Basis wollen wir auf unseren
Fall anwenden, in welchem es sich um das Systenl
m == [Il, /1 i]
aller durch Il theilbaren Zahlen p (x + yi) handelt. Wir bezeichnen
mit m die grösste in p, aufgehende positive ganze rationale Zahl
und setzen demgemäss
/1 = m (p-qi), pi = 1n (q+ pi),
wo p, q ganze rationale Zahlen ohne gcmeins~haftlichen Theiler
bedeuten; hierauf wählen wir (nach §. 24) z\vci ganze rationale
Zahlen r, s, welche der Bedingung
ps-qr= 1
genügen,- und setzen
a = p2 +q2, h = p r +q s,
so ist
ma ===p .Il+q .Ili
~n (h + i) == r • iL + S • iL i,
und hieraus folgt nach der obigen Bemerkung, dass diese beiden
Zahlen. m a und m (b + i) ebenfalls eine Basis des Systems mbilden,
d. h. es wird
m == [~n u, tn (h + i)].
Mit Hülfe dieser 'fransformation können wir leicht die Anzahl
aller in Bezug auf den Modul Il incongruenten Zahlen bestimmen.
Denn, wenn
m==h+ki
e~ne beliebige gegebene ganze complexe Zahl ist, so erhält man
dIe Classe, welche aus allen mit ihr congruenten Za.hlen
ro l ::::::: hl +k1 i
also
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Glt = ro + 1n a x + m (b + ~) y,
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h1 =h+max+mby, k1 =k+my
setzt, wo x, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; aus der
Form dieserbeiden Gleichungen geht aber hervor, dass man
zuerst y, hierauf x immer und nur auf eine einzige Weise so be-
stimmen kann, dass
o < k1 < mund 0:::;: h1 < m a
wird. Es giebt daher in jeder Classe einen und nur einen I~eprä­
sentanten ro1 == h1 + kl i, welcher den beiden vorstehenden Bedin-
gungen genügt; mithin ist die Anzahl aller verschiedenen Classen
gleich der Anzahl aller verschiedenen, diese Bedingungen erfüllen-
den Paare h1, kl , also gleich dem Producte m2 a = N (~) aus der
Anzahl 1n der Werthe von k1 und der Anzahl 'In ader Werthe
von hl • Wir erhalten mithin das folgende Resultat:
Die Anzahl aller in Bezug auf den Modul .~ rincongruenten
Zahlen ist == N (p).
Es hat nun auch keine Schwierigkeit, die Anzahl 1/1 (~) aller
derjenigen von diesen incongruenten Zahlen zu bestimmen, welche
relative Primzahlen zum Modul I.t sind; diese Function 1/J (IL) hat
für unsere jetzige Zahlentheorie augenscheinlich dieselbe Wichtig-
keit, wie die Function cp (m) fUr die Theorie der rationalen Zahlen
(§§. 11 - 14, 138); durch Betrachtungen, welche den damals an-
gestellten ganz ähnlich sind, findet man
, 1/J(~) = 1,
wenn ~ eine Einheit ist, sonst aber
t/J(p,) = N(p,)n (1- N~n»)'
wo das Productzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen, in !,(,
aufgehenden Primzahlen 1t bezieht; ausserdem ist
1/J (~l ~2) == 1/1 (~l) ljJ (f-t2) ,
wenn !Ll, !L2 relative Primzahlen sind, und
'i 1/J (~) = N (f-t),
wo das Summenzeichen sich auf alle wesentlicll verschiedenen
Divisoren ~ der Zahl ~ bezieht. Ist ferner ro relative Primzahl
zu !", so ist stets
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es ist folglich
was dem Satze von Fermat entspricht (~§. 19, 127). Wir müssen
aber der Kürze halber die Durchführung der Beweise dieser Sätze
dem Leser überlassen, und wir dürfen dies um so eher thun, als
wir später (§. 174) dieselben Fragen in ihrer allgemeinsten Form
behandeln werden.
Dagegen wollen wir noch mit einigen Worten auf den Zu-
sammenhang eingehen, welcher zwischen der Theorie der com·
plexen ganzen Zahlen und derjenigen der quadratischen Formen
von der Determinante - 1 besteht. Wir haben oben das System
m == [p" p, i] aller durch p, theilbaren Zahlen in die Form
[ma, m (b + i)] gebracht, wo die Zahlen m, a, b nach gewissen Regeln
aus der gegebenen Zahl p, abzuleiten waren; von diesen drei Zahlen
waren mund a völlig bestimmt, während b von der Wahl der
heiden Hülfszahlen r, s abhing; jedes andere Paar rI, SI, welches
der Bedingung
pSl-qrl==l
genügt, ist (nach §. 24) von der Form
rl = r+hp, SI == S +hq,
wo k eine willkürliche ganze rationale Zahl bedeutet, und liefert
an Stelle von b die Zahl
bl = prl +qSl = b +ha =b (mod. a);
die rationaien Zahlen bl durchlaufe» daher alle Individuen einer
völlig bestimmten Zahlclasse in Bezug auf den Modul a, und es ist
offenbar gleichgültig, welchen Repräsentanten b dieser Classe man
wählt. Dieselbe lässt sich auch direct, ohne Zuziehung der Hü~fs­
zahlen r, s definiren; da nämlich a = p2 +q2 ist, so ergiebt sIch
aus der Definition von b, dass
pb =q, qb =-p (mod. a)
ist, :und da jede der heiden gegebenen Zahlen p, q, weil sie keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, nothwendig relative Primzahl
zu a ist, so ist b durch jede einzelne dieser beiden Congruenzen
vollständig bestimmt in Bezug auf den Modul a. Quadrirt man
~ine diese~ Congruenzen und bedenkt, dass p2 =_q2 (mod. a)
1st, so erglebt sich
b2 =-1 (mod. a);
b2 =-1 +ac,
wo c eine ganze rationale (positive) Zahl, und (a, b, c) ist eine
quadratische Form von der Determinante _ 1. Nun sind alle
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so folgt
durch p, theilbaren, a~so in dem System m enthaltenen Zahlen Ä,
von der Form
A == m(ax+(b+i)y),
wo x, y willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten, und durch
Multiplication mit der conjugirten Zahl Ä.' erhält man, weil
1n2 a == N (p,) ist, das Resultat
N(l) == N(p,) (ax2 +2bxy+cy2).
f\uf diese Weise führt jede bestimmte ganze complexe Zahl /L zu
einer bestimmten Schaar von parallelen *) quadratischen Formen
(a, b, c), deren Determinante == - 1 ist.
Umgekehrt, wenn (a, b, c) eine solche (positive) Form, und
folglich
a c == (b + i) (b - 1)
ist, so bezeichnen wir mit I' den grössten genleinschaftlichen Theiler
der beiden ganzen complexen Zahlen a und b + i, und setzen
a==cxl', b+i==ßI';
da nun a, ß relative Primzahlen sind und heide in der Zahl
a c = ß(h - i) aufgehen, so muss diese durch das Product a ß
theilbar sein, und folglich ist
c==ß8, b-i==aö,
wo ß ebenfalls eine- ganze complexe Zahl bedeutet. E~rsetzt man,
was stets erlaubt ist, alle hier auftretenden Zahlen durch die
conjugirten Zahlen, so ergiebt sich
a == a' 1", b + i == a' ~',
und da r der grösste gemeinschaftliche Theilcr dieser heiden
Zahlen ist, so Inuss die in beiden aufgehende Zahl a' noth"rcndig
auch in I' aufgehen; setzt man denlgemiiss
1'== ca',
(t == 8 a a' == c N(a),
mithin ist c eine positive ganze Zahl, und da dieselbe in 1', also
auch in b +i aufgeht, so muss sie == 1 sein. \Vir erhalten daher
I' == a', also
a == aa' = N(a), b+ri == (ja';
*) Vergl. §. 56, Anmerkung'.
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so folgt
da aber b+i == u'~', so folgt~' == ß, ö == ß', Inithin
c === ßß' == N(ß), lJ-i == aß'·
Man setze nun
U==l)+qi~ ß==tr+si.
a === p2 + q2, C == r 2+ S2
b ==pr+qs, 1 === l)s-q(r~
mithin geht die Form (1, 0, I} durch die Substitution (~:~) in die
Form (a, b, c) über (§. 54); unsere Theorie der ganzen complexen
Zahlen liefert also unmittelbar den Be,veis, dass alle (positiven)
~"ormen von der Determinante - 1 äquivalent sind (~. 68). -
Genau in derselben Weise, wie hier die ganzen complexen
Zahlen x + y i untersucht sind, würde.n sich noch Inanche andere
Gebiete von ganzen Zahlen behandeln lassen. I~edcutet z. B. f) eine
Wurzel von einer der folgenden acht quadratischen Gleichungen
()2 +() + 1 = 0, (j2 + 0 + 2 === 0, 02 + 2 = 0, fJ2 ·t (} +3 = 0,
02 + 0 - 1 === 0, (j2 - 2 == 0, 02 - 3 = 0, 02 +0 - 3 = 0,
und lässt man x, y alle ganzen und gebrochenen rationalen Zahlen
durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen von der Form
x + y () einen quadratischen Körper; nach der allgemeinsten
Definition der ganzen algebrctischen Zahl, welche wir im nächsten
I>aragraphen aufstellen werden, sind von diesen Zahlen x +y0
alle und nur diejenigen als ganze Zahlen anzusehen, deren Coordi..
naten x, y ganze rationale Zahlen sind. In jedem der acht auf
diese Weise gebildeten Gebiete [1, OJ von ganzen algebraisch~n
Zahlen gelten nun dieselben Fllndamentalgesetze über die TheIl-
barkeit und die Zusalnmensetzung der Zahlen aus solchen Zahlen,
welche den Nanlen von Primzahlen verdienen. Dies ergiebt sich
sofort durch die Bemerkung, dass in allen diesen Fällen der grös~te
gemeinschaftliche 'Theiler von zwei solchen ganzen Zahlen SIch
durch den bekannten Divisionsprocess finden lässt; man erken~t
auch eben so leicht den Zusammenhang dieser Zahlgebiete mit
den quadratischen Formen theils erster, theils zweiter Art (§. 61),
deren Deterlninanten die acht Zahlen
-3, -7, -2, -11,
+ 5, + 2, + 3, + 13
sind. In (len letzten vier Fällen gieht es zwar unendlich vie~e
Einheiten (welche den sämmtlichen Lösungen der Pell'schen GIel-
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chung entsprechen), doch wird hierdurch die Theorie dieser. Gebiete
nicht wesentlich erschwert. Die genannten Formen bilden jedesmal
eine einzige Classe; nur für die Determinante + 3 giebt es zwei
(jlassen, welche aber durch Multiplication mit - 1 in einander
übergehen (vergl. §§. 175, 176).
Es giebt ferner Zahlengebiete, in welchen zwar der genannte
Divisionsprocess (wenigstens in seiner obigen, einfachsten :F'orln)
.• nicht mehr gelingt, in welchen aber dennoch dieselben (Jesetze
der Zusammensetzung der Zahlen aus Prinlzahlen gelten. Ein
· Beispiel hierzu liefert das Gebiet der ganzen Zahlen von der Forln
x + y 0, wo 0 eine Wurzel der Gleichung
02 + 0 + 5 = 0
ist; die entsprechenden quadratischen F'ormen zweiter Art von der
Determinante - 19 bilden wieder nur eine einzige Classe.
Gänzlich anders verhält es sich aber z. B. nlit dem Gebiete
[1, 8J der ganzen Zahlen von der Fornl x + y 0, wo lJ eine Wurzel
der Gleichung
(-)2 + 5 == 0
bedeutet, und x, y wieder alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen. Hier gelingt der genannte Divisionsprocess nicht lUehr,
und zugleich tritt hier ZUlU ersten Male die eigenthümliehe Er-
scheinung auf, dass Zahlen, welche nicht weiter in :Factoren von
kleinerer Norm zerlegt werden können, doch nicht den Charakter
von eigentlichen Primzahlen besitzen, dass vielmehr eine und die-
selbe Zahl häufig auf mehrere, wesentlich verschiedene Arten als
Product von solchen unzerlegbaren Zn,hlen (lar~estellt werden
kann; es ist ~. B. die Zahl 6 gleich
2 . :1 == (I + 8) (1 - 0),
und jede der viel' Zahlen 2, 3, 1 ± (J eine unzcrlegbnrc Zahl ::).
Die entsprechenden quadratischen ~-'orlnen von der I)etcrnlinantü
- 5 zerfallen in Ziuri verschiedene (jlassen, als deren ]{,cpriisen-
tanten die FOrlTIen (1, 0, 5) und (2, 1, 3) angesehen \verden können
(~. 71), und hiernlit hängt die. ehen heschriebene Erscheinung Ull-
trennbar zusammen.
Dieselbe Erscheinung tritt bei unendlich vielen anderen Gebieten
von ganzen algebraischen Zahlen in !{örpern zweiten oder höheren
Grades auf; in allen diesen Fällen schien es ein durchaus hoff-
*) V0rgl. §. 167.
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nungslo~es Unternehlnen, die ZuSamnlel1Setzung und Theilbarkeit
der Zahlen auf einfache Gesetze zuriickflihren zu ,vollen. Allein,
wie es sich bei ähnlicher Lage der Dinge schon öfter in der Ent-
wicklung der mathematischen Wissenschaften ereignet hat, so ist
auch hier diese scheinbar unüberwindliche Schwierigkeit zur Quelle
einer wahrhaft grossen und folgenschweren Entdeckung geworden;
in der rrhat fand Kun~mer*) bei der Untersuchung derjenigen
Zahlengebiete", auf welche das Problem der I{reistheilung führt,
dass die alten Euclidischen Gesetze der Theilbarkeit auch in diesen
Gebieten ihre volle Geltung wiedererlangen, sobald dieselben durch,
die Einführung neuer Zahlen, die er ~'de((le Zahlen nannte, vervoll-
ständigt werden. Dasselbe Resultat für jedes, aus einer beliebigen
algebraischen Gleichung entspringende Gehiet von ganzen Zahlen
zu erreichen, ist nun die Aufgabe, die ,vir in diesem letzten
Supplemente des vorliegenden Werkes behandeln und dadurch lösen
wollen, dass wir die Grundlagen einer al'gcn1f~inrn Zahlentheorie
entwickeln, welche alle speciellen Fälle ohne Ausnahlne umfasst.
§. 160.
Wir beginnen unsere allgemeine 'Theorie mit folgenden Defini-
tionen. Eine Zahl Ci heisst eine algeb'faische Zahl, wenn sie die
Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, (1. h. einer Gleichung
von der Form
a 1' + (tl a1'-l + [t2 a r - 2 + ... + ar-l a + ar = 0, (I)
,velche einen endlichen Grad r und rationale Coefficienten al'
a2 · · · ar-I, a r besitzt, während der höchste Coefficient immer
=== 1 vorausgesetzt wird; sie heisst eine ganze algebraische Zahl
oder kürzer .eine ganze Zahl, wenn sie einer Gleichung von der
vorstellenden Form genügt, deren Coefficienten Cll' ((2 ••• ar-I' (tr
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind; jede andere, nicht ganze
algebraische Zahl heisst eine gebrochene Zahl.
UmjedesMissverständniss zu vermeiden, bemerken wir zunächst,
dass jede algebraische Zahl immer unendlich vielen verschiedenen
algebraischen Gleichungen genügt; denn man. erhält z. B. aus der
obigen Gleichung immer eine neue algebraische Gleichung, wenn
Inan sie mit einem beliebig gewählten Aggregat
*) Zur l'heorie der c01nplexen Zahlen (Cl'cllc's ,Journal Bd. 35).
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a 1n +Xlcx m - 1 + ... + x m -l a +x m,
multiplicirt, dessen Coefficienten Xl' X2 ... Xm rationale Zahlen
sind; unter allen Gleichungen, denen eine und dieselbe Zahl a
genügt, hat diejenige die grösste Wichtigkeit, welche den niedrig-
sten Grad besitzt, und wir werden später sehen, dass die Coefficientell
dieser Gleichung gewiss ganze Zahlen sind, wenn tX eine ganze
Zahl ist; für jetzt wollen wir aber nur darauf aufmerksanl nlachen,
dass, wenn etwa einer oder nlehrere der Coefficienten (tl ,
lt2 • •• Ctr'-h a r der Gleichung (1) gebrochene rationale Zahlen
sein sollten, hieraus allein noch keineswegs folgt, dass die Zahl tX
selbst eine gebrochene Zahl ist; denn dieselbe Zahl tX kann recht
wohl einer anderen Gleichung mit lauter ganzen Coefficienten
genügen, also eine ganze Zahl sein. So z. B. gehügt die Zahl
u === V 2 == 1,4142136 ... der Gleichung
a 3"+ ~ tX 2 - 2 tX - 1 = 0,
in welcher ein Coefficient gebrochen ist; sie genügt aber auch der
Gleichung
tX2 - 2 == 0
und ist folglich eine ganze Zahl.
Sodann ist es erforderlich uns zu versichern, dass der neue,
erweiterte Begriff der ganzen Zahl mit dem alten, engeren Sinn
desselben Wortes niemals in Widerspruch gerathen kann. Zunächst
leuchtet ein, dass jede ganze rationale Zahl 9 auch eine ganzy
algebraische Zahl Cl, nämlich die Wurzel tX der Gleichung tX - 9 == 0
ist; wir müssen aber auch umgekehrt beweisen, dass jede ganze
algebraische Zahl Cl, welche zugleich im !{örper II der rationalen
Zahlen enthalten ist, auch eine ganze rationale Zahl, d. h. eillP
ganze Zahl itn alten Sinn des Wortes ist. I)ie~ geschieht leicht
auf folgende Weise. I)a a eine ganze algebraische Zahl ist, so
genügt sie einer Gleichung von <leI' I~'orln (1), ill ,veleber die
Coefficienten ((1' ((2 ••. ar-l, Ur ganze rationale Zahlen sind; da
ferner tX eine rationale Zahl ist, so kann Inan
'1U
a ==-
n
setzen, wo iJn und n ganze rationale Zahlen ohne genleinschaftlichell
l 1heiler sind; multiplicirt Inan nun die Gleichung (1) mit n r , so
ergiebt sich, dass 1n T theilbar durch n ist; da aber 1n und folglich
auch mr relative Primzahl zu n ist, so folgt aus dieser Theilharkcit,
dass n == + 1, also a == + tn ist, was zu beweisen war.
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(2)
Genau auf dieselbe Weise würde sich auell zeigen lassen, dass
jede ganze algebraische Zahl IX, welche dem inl vorigen Paragraphen
behandelten !{örper J angehört, noth,vendig eine ganze complexe
Zahl ist, und umgekehrt leuchtet ein, dass jede ganze complexe
Zahl, IX == X +Y i die Wurzel einer Gleichung von der Form
(,t2 - 2 x IX + (X2 + y2) = 0
und folglich eine ganze algebraische Zahl ist.
Nach diesen Vorbelnerkungen wollen ,vir zu der genaueren
Untersuchung der ganzen Zahlen übergehen und zunächst die
folgenden Fundamentalsätze beweisen.
1. D1'e g(tnzen Zahlen rCl)roduc1"'en sich durch Addition-, Sub-
traction und Multiplication, d. h. die ~"UtnltIU'n, D':U'e'renzcn und
Producte von je zwei ganzen Zahlen a, ß sind f:ocnjltlls !lanze Zahlen.
Beweis. Da IX, ß ganze Zahlen sind, so gelten z,vei Gleichungen
von der Form
a r == Xo + Xl C( +X2 a2 + ... + '-"/"-1 a r - 1
{j8 == Yo + YI ß+Y2 13 2 + ·.. +.'/... 1 l~s-1
in welchen die Coefficienten Xo, Xl •.. X r-l, !Jo ... Ys-l sämmt-
lieh ganze rationale Zahlen sind. Wir setzen r s = n und be-
zeichnen mit
001' 002 • • • wn - I , W n
die n Producte von der Forn1
welche man erhält, wenn man jede der r Potenzen
1, et, a 2 ••• a,'-l
mit jeder der s Potenzen
1, ß, ß2 ... ßs-l
multiplicirt. Ist nun 00 eine beliebige der drei Zahlen rt +ß,
a - (j, et ß, so leuchtet ein, dass jedes der n Producte
W Wt, 00 002 ••• W W n
entweder unmittelbar in der Form
hiwI + h2 002 + · · ·+h n Ci) n
enthalten ist, wo h1, h2 ••• h n ganze rationale Zahlen bedeuten,
oder doch (falls r' == r - 1 oder s' == s - 1 ist) Init Zuziehung
der Gleichungen (2) auf diese Fornl gebracht ,verden kann. Aus
den so erhaltenen n (}leichnngell
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Jc.J1 = h; c.J 1 + 11; W t + · · · + h:, [,)"
J " 1 " I "UJ ro~ === l~l ro1 + 1~2 00 2 + .· .+ 1/11, rotz
(jJ r.'1 _ 1 ('11,) + 1 (n) + +" 7 (11,)UI n -- l~l ro1 111"2 oo:! . . . "'n rot,
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(9)
(4):::::::: 0;
folgt aber durch Elimination der n Grössen 001, liJ:! ••• OOn, unter
denen sich die von Null verschiedene Zahl 1 befindet, die Ci-Ieichung
h~ - 00, h~....... 17,:1
h~' h~ - (.tJ • • • h;:
(6)
hin) h~n) . · .... h~') - 00
entwickelt man die Determinante nach Potenzen von 00 und multi-
plicirt mit (- 1)>>, so nimmt diese Gleichung folgende :Form an
ro n + k1 ro n - 1 + k2 ro n - 2 + · · .+k n - l G) +kn :::::::: 0,
,vo die Coefficienten l{h, k2 •••' kn - l , kn durch Addition, Subtraction
und Multiplication aus-den n2 mit h bezeichneten ganzen rationalen
Zahlen gebildet und folglich ebenfalls ganze rationale Zahlen sind.
Mithin ist ro eine ganze Zahl, was zu beweisen war.
Offenbar gelangt Inan durch wiederllolte An,vendullg dieses
Satzes zu dem allgemeineren Resultat, dass jede ganze I,'unction
von beliebig vielen Variabelen, deren Coefficienten lauter ganze
Zahlen sind, immer zu einer ganzen Zahl wird, sobald für die
Variabelen ganze Zahlen substituirt werden. AusseI" dieser Eigen-
schaft, welche unsere allgemeinen ganzen Zahlen mit d!3n rationalen
ganzen Zahlen gemein haben, besitzen die ersteren aber noch eine
,veitere Reproduction, welche in dem folgenden Satze enthalten ist:
2. Jede Wurzel 00 einer Gleichun.fJ, deren höchster (}o(:lficienf
== 1, und deren übrige (Jo~{fic1.·enten ganze Zahlen sind, ist ('he'l~fal/s
eine gl.~nzc Zahl.
BC~l)eis. Zufolge der Annahlne ist m dic Wurzel eincr (i lci-
chung von der Fornl
oo»/' + a (r)m-l + ß mm-2 + · .. + E == 0, (5)
wo (J., ß ... E ganze Zahlen, d. h. Wurzeln von Glcichungcn
al' ..+- ({.1 a r - 1 + ~_.. (( j' === 0
ß8 + 01 ßS-l + + bs === 0
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mit ganzen rationalen (~oefficicnten ll, ,) ... c sind. Wir setzen .
n :=: m r s ... v und bezeichnen mit Wl ~ W"l ••• CA) u alle n Producte
von der Fornl
m' t·' Rs' I: v'(U a tJ ••• e,
welche man erhält, wenn man aus jeder der I{eihen
1, W, w 2 ••• wm - l
1, a, a 2 ••• (;(1'-1
1, ß, ß"l ••• ßS-l
1, C, c:! ..• cv - 1
ein beliebiges Glied (Um', a
"
', {js' ... cu' als I/actor wählt. Dann
leuchtet wieder ein, dass jedes der n Producte
ro LUl, W W 2 ••• W W n
entweder unmittelbar in der Form
h1 rol + h'J W'J + · . · + h n W n
enthalten ist, wo h1,.h2 ••• h", ganze rationale Zahlen bedeuten,
oder doch (falls m' = m - 1 ist) mit Zuziehung der Gleichungen
(5) und (6) auf diese Form gebracht werden kann; und hieraus
folgt genau wie bei dem Beweise des vorllergehenden Satzes, dass ca
eine ganze Zahl ist, was zu beweisen war.
Als einen speciellen Fall, von welchem wir öfter Gebrauch
machen werden, erwähnen wir den folgenden Satz: ist a eine ganze
Zahl, und sind r, s ganze positive rationale Zahlen, so ist auch
Va s eine ganze Zahl.
§. 161.
Eine ganze Zahl a heisst theilu(tr durch eine ganze Zahl ß,
wenn a::::::: {j r, und l' ebenfalls eine ganze Zahl ist, und eben~o
übertragen wir die anderen Ausdrucksarten welche in der TheorIe
der rationalen Zahlen zur Bezeichnung der 'Theilbarkeit einer Zahl
durch eine andere gebräuchlich sind, auf unser Gebiet von ganzen
Zahlen. Zunächst ergeben sich wieder dieselben heiden Elelnentar-
sätze.
J. Sind a und ß theilblt(f durch f.L~ so sind au,eh die Zahlet~
a + ß und a - ß thc'ilbur durch ~.
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11. Ist x thcilbuf durch A, und Atheilbar durch p', so ist auch "
theiluar du'reh !J;.
Die Beweise derselben beruhen offenbar auf der iln ersten
Satze des vorigen Paragraphen bewiesenen I~eproduction der
ganzen Zahlen durch Addition, Subtraction und Multiplication
(vergl. §§. 3, 159).
Unter einer Einheit verstehen wir jede ganze Zahl, welche in
der Zahl 1 und folglich auch in jeder ganzen Zahl aufgeht.
Offenbar ist ein Product von beliebig 'vielen Einheiten imIner
wieder eine Einheit, und da der reciproke Werth einer Einheit,
ferner jede Wurzel aus einer Einheit ebenfalls eine Einheit ist, so
reproduciren sich die Einheiten durch Multiplication, Division und
Wurzelausziehung. Es giebt unendlich viele Einheiten; denn jede
Wurzel einer Gleichung, deren höchster und niedrigster Coefficient
Einheiten, und deren übrige Coefficienten beliebige ganze Zahlen
sind, ist immer wieder eine Einheit.
Wenn zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen tx, ß gegen-
seitig durch einander theilbar sind, so sind ihre beiden Quotienten
ganze Zahlen und zwar Einheiten, weil ihr Product == 1 ist. Es
ist folglich ß == a E, wo E eine Einheit bedeutet; umgekehrt, wenn
dies der Fall ist, so ist 1 == E E', wo E' ebenfalls eine Einheit
bedeutet, und folglich a == ßE;. Zwei solche Zahlen tx, ß sollen
associirte Zahlen heissen; aus dieser Definition ergiebt sich sofort~
dass zwei mit einer dritten associirte Zahlen auch mit einander
associirt sind, und hierauf beruht die Möglichkeit einer Eintheilung
aller ganzen Zahlen in Systeme von associirten Zahlen, in oer
Weise, dass zwei beliebige ganze Zahlen demselben oder zwei
verschiedenen Systemen zugetheilt werden, je nachdenl sie associirt
sind oder nicht. So lange es sich nur um die Theilbarkeit der
Zahlen handelt, verhalten flieh alle Init cinander associirtcn Zahlcn
,vie eine einzige Zahl; denn, wenn tx durch !1 theilbar ist, so ist
auch jede n1it (Iw associirte Zahl theilbar durch jede l11it!1' associirte
Zahl.
Die Definition von relativen Prilnzahlen kann auf verschiedene
Arten gefasst werden; diejenige, welche uns augenblicklich am
weitesten führen wird, obwohl sie etwas formell ist und deshalb
wohl nicht als die beste bezeichnet werden darf, lautet folgender-
Inassen : Zwei ganze Zahlen a, ß heissen re7ative Pr'imzah7cn~ wcnn
es zwei ganze Zahlen ~~ 'YJ gieht, welche der Reding~ng
tx~+ßrl:::::: 1
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genügen. In der That gewinnt Ulan hieraus leicht die folgenden
Sätze:
Ist €X rel(~tive Primzahl zu ß und zu (', so ist a a'uch relative
Pr-itnzahl zu dem Product ß('.
Denn zufolge der Annahme existiren ganze Zahlen ~, 1], ~', fJ',
welche den Bedingungen
a~+ßrJ==l, a~'+(,'YJ'===l
genügen, und hieraus folgt durcll ~Iultiplication die Existenz von
zwei ganzen Zahlen
~" == a ~~' +ß1J~' + y ~ fI', 'f/" === 'YJ 'YJ',
welche der Bedingung
a ~" + (ß (') 'YJ" === 1
genügen, was zu beweisen war. Durch ,viedcrholtc Anwendung
dieses Satzes ergiebt sich seine Verallgemeinerung:
Ist jede der Zahlen a1; at , a:l ••• fclafire IJrhnzahl zu jeder
de'r Zahlen ßl' fl'J ••. , so .'iind dic l~r()(llu;tc Ur a'l a:~ ... und
ßI ß2 • · · relative Primzahlen.
Multiplicirt man ferner die obige Gleichung, ,velche ausdrückt,
dass IX, ß relative Primzahlen sind, ll1it einer heliebigen ganzen
Zahl ro, so erhält man ro === a ro ~ +ß6J .t}, woraus sieh ohne Wci-
teres die folgenden Sätze ergeben:
Sind u, ß 'relative Pri'YJ~zahlen, ttnd ist ß6J theilba'f durch u,
so ist auch ro theilbar durch a.
Ist ro eil~ gemei1tschajtliches MultilJlurn von zloei relativen Prim-
zahlen a, ß, so ist ro auch durch (las Prodtlct aßtheilbar.
. Es leuchtet ferner ein, dass, wenn ct, ß relative Primz~~len
sInd, auch jeder Divisor von a relative Primzahl zu jedem DIVIsor
vonß ist; und so liessen sich noch sehr viele andere Sätze aus
den vorhergehenden durch COlnbination ableiten, die wir aber
übergehen, weil sie uns doch keinen wesentlichen Dienst leisten
wUrden. Auf einen Punet müssen wir indessen hier noch auf-
merksam machen. Offenbar ergieht sich aus der obigen Definition
auch der folgende Satz:
Jeller getneinschajtliche Divisor von z1vei 'relat'iven Primzahlen
ist nothwendig eine Einheit.
Ob aber ~uch die Umkehrung dieses Satzes gilt ~ ob also zw~i
ganze Zahlen, welclle ausser de-n f:inheiten keine gemeinschaft-
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lichen Divisoren besitzen, immer relative Primzahlen im Sinne der
obigen Definition sind, -dies zu entscheiden sind wir mit den
augenblicklich uns zu Gebote stehenden Hülfsmitteln noch nicht
im Stande. Erst später (§. 175) wird uns dies gelingen, und zwar
,verden wir folgenden allgemeinen Satz beweisen:
Zwei beliebige ganze Zahlen u, ß bes1°tzen i.,nn~cr einen gemein-
schaftlichen Div1~sor (}, welcher in der FO'r11~ u ~ + ß 1] darstellbar
ist, wo ~, 'r; ganze Zahlen bedeuien, 1tnd d~oese Zahl (} wird folglich
durch jeden gemeinschaftlichen Theile!f von a und ß theilbar sein.
Hieraus ergiebt sich dann sofort, dass die eben aufgeworfene
Frage zu bejahen ist, und man wird die obige Definition, ohne
ihren Inhalt zu ändern, durch folgende einfachere ersetzen können:
zwei ganze Zahlen heissen relative Primzahlen, wenn sie ausser
den Einheiten keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen.
Wenden wir uns bei dieser vorläufigen Oriel1tirung im Gebiete
aller ganzen Zahlen endlich noch zu dem Begriffe der P'r'imzah7,
so würden wir nach Analogie der Theorie der rationalen Zahlen
unter einer PriInzahl eine solche ganze Zahl rt verstehen, welche
keine Einheit ist, und deren sänl1ntliche Divisoren entweder Ein-
"heiten oder mit a associirt sind. Allein es folgt aus deIn zwciten
Satze des vorigen Paragraphen, dass diese Bedingungen einen
Widerspruch enthalten, dass also eine solche Zahl gar nicht existi-
ren kann; denn wenn die ganze Zahl a keine Einheit ist, so ist
auch die ganze Zahl Va keine Einheit, und sie ist auch nicht
associirt mit a, aber sie ist ein I)ivisor von lX. Ueberhaupt geht
aus dem. genannten Satze leicht hervor, dass jede ganze Zahl, die
keine E~inheit ist, imnler und zwar auf unendlich viele wesentlieh
verschiedene Arten ,in eine beliebig vorgeschriebcne Anzahl VOll
ganzen E-'actoren zerlegt werden kann, von denen keiner C1110 ]~:ill­
hcit ist. In dem von uns bis jetzt hetrachtetcn~ aus alfcn ganzeIl
Zahlen bestehenden Gebiete findet daher eine unbeschränkte Zcr-
legbarkeit Statt
Das System aller ganzen Zahlen ist ein rrheil von deIn Systelu
aller algebraischen Zahlen *), und man überzeugt ~ich leicht, dass
*) Dass es aUSBel' den alg'chl'aischen noch audere, sogenannte trans-
cendente Zahlen gicbt, ist meines Wissens zuerst VOll Liouville be\viesCll
(Swr des classes trcs-ctendues de qunntites flont In raleur n'est ni alf/clJriqllc:
ni Huhne rcductiblc ((, dC8 irf((tion11elles ((l!l(~l)}·;(r?(('.'-i; .Jourll. de l\lath. 1. XYI.
1851). Eincn anderell Bcw('i~ find(\t 111:111 in d('l' Ahhandlung VOll Uo Contur:
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das letztere einen Körper bildet; denn aus dem Beweise des ersten
Satzes im vorigen Paragraphen geht hervor, dass die Summen,
Differenzen und Producte von je zwei algebraischen Zahlen, mögen
sie ganz oder gebrochen sein, jedenfalls ,viedel' algebraische Zahlen
sind, und ausserdem leuchtet unmittelbar ein, dass der reciproke
Werth einer von ~ull verschiedenen algebraischen Zahl, folglich
auch jeder Quotient von zwei algebraischen Zahlen ebenfalls eine
algebraische Zahl ist, Um nun von diesem Körper, in welchem
die ganzen Zahlen, wie wir gesehen haben, eine unbeschränkte
Zerlegbarkeit besitzen, zu solchen Gebieten zu gelangen, innerhalb
deren die Zerlegbarkeit eine begrenzte ist, müssen wir aus dem
Körper aller algebraischen Zahlen Körper von viel einfacherer
Constitution aussondern, welche wir endliche I{(jrper nennen, und
deren Beschafl'enheit wir in den nächsten Paragraphen beschreiben
wollen.
~, 162.
Es ist schon oben bemerkt, dass eine und dieselbe algebraische,
ganze oder gebrochene Zahl 0 unendlich vielen verschiedenen
Gleichungen genügt; dies können wir auch so ausdrücken, dass es
unendlich viele, mit rationalen Coefficienten behaftete, ganze
Functionen von einer Variabelen t giebt, welche rür t == 0 ver-
schwinden, Unter diesen Functionen muss es offenbar eine solche
geben
(1)
lIebet' eine Eigenschaft des InlJc{jl'iffe.'i aller reellen algclJl'aischen Zahlen
(~orchal'dt's Journal Bel. 77), Man vcrmuthet, dass die Ludolph'sche Zahl n
CIne solche transcendente Zahl ist; allein seIhst dic viel einfachere Fl'a~e
über die Möglichkeit der geometrischen Quadratur des Cirkels, d. h. ?le
Frage, ob die Zahl Tl die Wurzel einer solchen algebraischen Gleichung 1st,
welche durch eine Kette von Gleichungen z\veiten Grades auflösbar ist,
hat bis auf den heutigen Tag noch nicht entschieden werden können
(vergl. E lulel': IJe lJ'elatione inter ternas IJlurc8ve quantitates instituenda.
§. 10, Opusc. anal. T, 11, 1785). Dagegen hat eh. Herl1~ite (in der A?-
handlung Bur la fonction exponentielle, 1874) zuerst den strengen BewelS
r 1.' t cl cl'· B . . t 'ans-geleIer, ass 1e .aSIS e des natürlichen Logal'ithmensystems eIne 1 '
cendente Zahl ist.
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welche von allen den niedrigsten Grad n und zugleich die Zahl 1
zum höchsten Coefficienten hat.
Um die Bedeutung einer solchen Fun.ction jet) und der ihr
entsprechenden Gleichung
j(O) == 0 (2)
in das rechte Licht zu setzen, erinnern wir zunächst an einige' sehr
bekannte Eigenschaften aller, mit belJ~ebigcnCoefficientcn behafteten,
ganzen Functionen von t. Diese Functionen reproduciren sich
durch Addition, Subtraction und Multiplication, und von zwei
solchen Functionen A, B heisst die erstere theilbar durch die
letztere, wenn identisch A == MB, und M ebenfalls eine ganze
Function von t ist. Jede von Null verschiedene Constante lnuss
als eine ganze Function vom Grade Null angesehen werden, und
da sie in j edel" ganzen Function aufgeht, so spielt sie bei diesen
Betraclltungen die Rolle einer Einheit; die Zahl Null selbst, wenn
sie als eine ganze Function von t aufgefasst wird, ist als gradlos
anzusehen. Ist A eine beliebige, B aber eine von Null verschie-
dene ganze Function, so gelangt man durch Division immer zu
einer Identität von der Form
A==MB+C,
wo Mund 0, der sogenannte Quotient und Rest, zwei völlig be-
stimmte ganze Functionen sind, deren letztere von niedrigere}u
Grade als B ist oder identisch verschwindet; im letzteren I~'alle,
und nur in diesem, ist A theilbar durch B; die Coefficienten von
Mund 0 werden stets durch rationale Operationen, d. h. durch
Addition, Subtraction, Multiplication und Division aus den Coeffi-
cienten von A und B abgeleitet. Es liegt nun auf der Hand, dass
111an, genau wie in der Theorie der rationalen oder cOluplcxCll
ganzen Zahlen (§§. 4, 23, 15n) durch eine endliche Kette solcher
Divisionen den sogenannten grössten gCllleinschaftlichon l'heiler 11
von A und B findet; und durch Ulnkehrung dieser I{ettc, wobei
wieder der Euler'sche Algorithmus anzuwenden ist, erhält man
eine Identität von der Form
AAl +B BI == 11,
wo Al' BI ganze Functionen bedeuten, deren Coefficienten, wie
diejenigen von H, auf rationale Weise aus denen von A und B ge-
bildet sind. Ist 11 eine Constante, so heissen A und B relative
Prilnfunctionen oder auch Functionen ohne gClneinschaftlichen
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ffheiler, und man darf in der vorstehenden Gleichung, ohne die
eben genannte Eigenschaft der Coefficienten von Al, BI aufzu-
geben, H == 1 annehlnen.
Nach dem von Gauss zuerst bewiesenen Fundau1entalsatze der
Algebra. lässt sich jede ganze Function von höheren1 als dem ersten
Grade stets und wesentlicll nur auf eine einzige Weise als ein
Product von ganzen Functionen ersten Grades darstellen; es wer-
den daher in der Theorie der Theilbarkeit der ganzen Functionen,
so lange man alle existirenden Zahlen als Coefficienten zulässt, nur
die linearen Functionen, diese aber auch alle, die Rolle von Prim-
functionen spielen. Ganz anders aber verhält es sich, wenn man
nur das Gebiet aller derjenigen ganzen Functionen untersucht, deren
Coefficienten sämlntlich einem bestimnltell KÖi1Jff, z, B. denl Körper
R der rationalen Zahlen angehören, auf welchen einfachsten Fall
wir uns hier beschränken dürfen. I~:s leuchtet ein, dass man von
je zwei solchen Functionen A, B durch die genannten rationalen
Operationen immer wieder zu ganzen I~unctionen
A+B, AB, M, (J, 11, Al, BI
geführt wird, deren Coefficienten ebenfalls rationale Zahlen sind; aber
es ist nicht mehr möglich, jede solche :Function als Product von
linearen Factoren mit rationalen Coefficienten darzustellen, In
diesem Gebiete giebt es vielmehr unendlich viele Functionen von
jedem Grade 1~> 0, die durch keine ähnliche Function niedrigeren
Grades (ausser den Constanten) theilbar sind, ~unc1 jede solche
Function soll eine irreductibele oder eine Pri1nfunction (in Bezug
auf den Körper R) heissen, weil sie in unserem Functionen -Ge-
biete offenbar dieselbe Rolle spielt wie eine Primzahl in dem Ge-
biete der ganzen rationalen Zahle~. Ist z. B. B eine solche Prim-
function, und A eine beliebige Function in diesem Gebiete, so ist
A entweder theilbar durch B oder relative PriInfunction zu B, und
im letztere~ Falle giebt es zwei ~ deInseiben Gebiet angehörende
FunctionenA1,B1, welche derBedingullaAA +BB1==I genügen.
b 1 't
Eine solche irreductibele r'unction ist nun auch die oben rol
.1 (t) bezeichnete Function (1); denn besässe sie (ausser den C~n­
stanten) einen Divisor 11 (t) von niedrigereIn (,rade und mit ra~~o­
nalen Coe~ficienten,. so wäre I(t) = I, (t)/2(t), un~ /2(t! war~
ebenfalls eIne FunctIon von niedrigerem Grade und lllIt ratIonale!
Coefficienten; da nun .1(0) == 0 ist, so Inüsste wenigstens eine~ der
Factoren fl (0), 12 (0) verschwinden ~ aher dies steht itn WIder-
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spruch mit der Definition von j(t). Jeder algebraischen Zahl (J
entspricht daher eine irreductibele Function j(t), und wir belner.
ken, dass auch die Gleichung (2) eine ir,rcdu,ctibele Gleichung ge-
nannt wird. Jede. beliebige ganze Function l/J (f) mit rationalen
Coefficienten ist nun entweder theilbar durch .fCf), oder sie hat
mit jet) keinen gemeinschaftlichen Theiler, und dann giebt es zwei
solche ganze Functionen 1/11 (t), 11 (f) mit rationalen Coefficienten,
welche der Bedingung
1/J (t) l/Jl (t) +f (t)/l (t) == 1 (8)
identisch genügen. Im ersteren Fall, und nur in diesem, ist
1/J (f) == 0; ist diese Function 1/1 (t) ebenfalls irreductibel, so luüssen
1/1 (t) und jet) gegenseitig durch einander theilbar und folglich
identisch sein, wenn der höchste Coefficient von 'l/J (t) ebenfalls
= 1 ist; mithin ist die Function f (t) durch ihre obige Definition
völlig bestimmt.
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich zugleich, dass, wenn (j eine
ganze Zahl ist, die Coefficienten al' a2 ... an der Function let) eben-
falls ganze Zahlen sein müssen. Denn 0 genügt (nach §.160) einer
Gleichung 1/1 (0) === 0, deren sämmtliche Wurzeln ganze Zahlen sind;
da nun 1/J(t) durch jet) theilbar ist, so sind alle n Wurzeln der
Gleichung f(8) == 0 ebenfalls ganze Zahlen, und hieraus folgt
unsere Behauptung (nach §. 160. Satz 1.), weil die Zahlen - al ~
+ a2, - a3 · · . durch Addition und Multiplicatiol1 aus diesen
Wurzeln gebildet sind.
Nach ,diesen Vorbemerkungen bilden wir nun aus einer he-
stinllnten algebraischen Zahl 0, welche die Wurzel einer irreduc-
tibelen Gleichung .{(fJ) == 0 VOln Grade n ist, ein System Jl von
unendlich vielen algebraischen Zahlen m von der I~"ornl
u) :=: q; (0),
q; (t) == .1:0 -t- Xl t + .x') t'l + ... + Xn-l tn - 1
(4 )
jede ganze Function von t bedeutet, deren (irad < n ist, und deren
Coefficienten xo, .TI , X2 ••• Xn-l beliebige rationa7e, ganze oder ge-
brochene Zahlen sind. Zunächst leuchtet ein, dass jede solche in
a enthaltene Zahl cu nur auf eine einzige Weise, d. h. nur durch
ein einziges Coefficientensysteln in der angegehenen Forln rp (0)
darstellbar ist; denn wenn rpl (0) :=: f/J'l (0) ist, ,va rpl' f/J2 speciel1r
l~'unctionen von der Art ,vic ffJ hedeutcn~ so 1111lSS die Differenz
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PI (l) - qJ2 (t) identisch verschwinden, weil sonst () einer Gleichung
genügen würde, deren Grad < n wäre.
Sodann wollen wir beweisen, dass das System ~ ein Körper
ist, mit welchem Namen wir hier wie immer ein System von Zahlen
bezeichnen, die nicht sämmtlich verschwinden und die sich durch
die rationalen Operationen reproduciren. Hierzu schicken wir die
Bemerkung voraus, dass a auch jede Zahl von der Form 1/J (0) ent-
hält, wo 1/1 (t) eine ganze Function 11lit rationalen Coefficienten von
beliebigem Grade bedeutet; denn wenn nlan l/J (t) durch jet) dividirt,
so erhält man als Rest eine Function rp (t) von der obigen Form
(5), und zugleich ist 1/1 (0) == rp (0). Hieraus folgt zunächst, dass
die Zahlen 6J von der Form (4) sich durch Addition, Subtraction
und Multiplication reproduciren, weil die Summen, Differenzen und
Producte von je. zwei Functionen 1/J (t) ,vieder solche Functionen
sind. Ist ferner l/J (0) von Null verschieden, also ljJ (t) nicht theil-
bar durch f (t), so findet eine Identität von der F'orm (3) Statt,
Inithin ist 1/J (0) tPl (0) = 1, d. h. der unlgekehrte Werth einer
jeden (von Null verschiedenen) Zahl 6) == l/J (0) ist wieder eine
solche Zahl1/Jl (0), und folglich ist jeder Qüotient von zwei Zahlen ro
ebenfalls in .Q, enthalten. Also ist a wirklich ein Körper.
Da die Zahl ro = rp (0) sich auf den ersten Coefficienten Xo
reducir.t, wenn alle übrigen = 0 gesetzt werden, so ist der Körper R
der rationalen Zahlen gänzlich enthalten in unserem Körper ~,
oder, wie wir uns ausdrücken wollen R ist ein D'ivisor von ,Q.,
Diese Eigenschaft, alle rationalen Zahlen zu enthalten, kommt aber
nicht blas solchen Körpern ~ zu, wie sie llier betrachtet sind,
sondern jedem beliebigen Körper A.; denn wenn a irgend eine
von Null verschiedene Zahl in A ist, so muss die Zahl 1, als Quo-
tientder beiden Zahlen a und a, ebenfalls in A enthalten sein,
und hieraus ergiebt sich unsere Behauptung, weil jede rationale
Zahl durch eine endliche Anzahl von rationalen Operationen aus
der Zahl 1 erzeugt werden kann. Unter allen Körpern ist R daher
der einfachste oder kleinste.
Wir wollen nun einen Körper ,Q, welcher auf die oben ange-
gebene Weise aus einer algebraischen Zahl 0 entspringt, einen
(~ndlichen Körper und zwar einen Körper 1~ ten Gretdes nennen,
wenn 0 eine Wurzel einer irreductibelen Gleichung n ten Grades
ist. Aus dieser Definition, welche wir hier nur deshalb gewählt
haben, um an allgemein bekannte Begriffe anzuknüpfen, geht ab~r
nicht unmittelbar hervor, dass der Grad n, welcher zwar für dIe
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Zahl 0 von wesentlicher Bedeutung ist, ebenso charakteristisch für
den aus (j erzeugten I{örper a sein muss, und man kann zweifeln,
ob nicht derselbe Körper a auf dieselbe Weise auch aus einer Wur-
zel einer irreductibelen Gleichung erzeugbar ist, die einen von n
verschiedenen Grad besitzt. Dass dies in der That unlnöglich
ist, werden wir am besten erkennen, wenn wir uns auf den folgen-
den, für unsere ferneren Untersuchungen unentbehrlichen Begriff
stützen *).
Ein System von n bestimmten Zahlen a1 , CX2 ••• an nennen
wir ein irreductibeles Systern, wenn die Summe
Ci :::::: Xl (Xl + X2 a2 + ··· + Xn OIn
jedesmal einen von Null verschiedenen Werth erhält, sobald Xl'
X2 ••• X n rationale Zahlen sind, die nicht alle verschwinden; zu-
. gleich nennen wi~ die Zahlen CXI, (X2 ••• an von einander 11;nabhän-
g~:g. Wenn es aber n rationale Zahlen x}, X2 ••• Xn giebt, die nicht
alle verschwinden, und für welche a == 0 wird, so heisst das System
der n Zahlen al' lX2 • • • an ein reduct1·beles SyStCl1l, und diese
n Zahlen heissen abhängig von e~~nander **). Aus dieser Definition
ergiebt sich der folgende, leicht zu verallgelneil1ernde Satz.
TVenn die 1t Zahlen ßI' ß2 ..• ßn von einander unabhängig,
und die n2 Coefficienten C~8) rationale Zahlen sind, so bilden die
nZahlen
(Xl == C;ßI + C~ß2 +
a2== c~ ßI + c~ ß2 ~t-
+ C~ßn
+ C~ßn
30
ein rcduct~:l)eles oder irrrductibclcs Systc1n, je nacJulc1n dit ])cfflr-
minante
*) Vergl. Dirichlet : Vcrallgcmcine1'ung eines Satzes (nt.~ der l.Jchre 1'on
den Kettenbtt'üchcn nebst einigcn An~vcndungen nuf die Theorie dcr Zahlen
(Berliner Monatsberichte, April 1842).
**) Allgemeiner: die n Zahlen ((1' «2 .• • an bilden ein irreductibeles
System in Bezug auf einen Körper !(, wenn jedes System von n Zahlen
:1' x x die dem !{örper ]( angehören, aher nicht sämmtlicb ver-
-'1' 2··· In' .
schwinden eine von Null verschiedene Summe a == Z Xl «l erzeugt. Der-
selbe BeO';iff lässt sich auch anf rationale I1'ullctionen von beliebig vielen
b
Variabelen ausdehnen.
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verschwindet oder nicht verschwindet.
Bedeuten nämlich Xl , X2 ••• Xn beliebige rationale Zahlen, 80
wird die Summe
die Form
a = YIßI +Y2ß2+ .•• +Ynßn
annehmen, wo die n Zahlen
, " (n)Yl = Cl Xl +Cl X2 + .·· + Cl X n
, +" + + ,(n)Y2 = C2 X I C'lX2 • • • C2 X n
ebenfalls rational sind, und da fJI' fJ2 • • • ßn ein irreductibeles
System bilden, 80 wird lX stets und nur dann verschwinden, wenn
diese n .Zahlen YI' Y'J • • : Yn sämmtlich verschwinden. Dies is~
wenn 0 von Null verschieden, bekanntlich nur dann möglich, wenn
die n Zahlen Xl' X2 ••• x" ebenfalls verschwinden; also bilden die
n Zahlen lXI, ~ ••• ~n in diesem Fall ein irreductibeles System.
Wenn aber 0 = 0 ist, so wollen wir beweisen, dass wirklich n ra-
tionale, nicht sämmtlich verschwindende Zahlen Xl' X2 ••• Xn existiren,
für welche jede der n Zahlen YI' Y2 ••• Yn, also auch IX, verschwindet.
Unmittelbar leuchtet dies für den Fall ein, wo alle n2 Coefficienten
C~8) und folglich auch alle n Zahlen IXI , IX'J • • • an verschwinden,
weil man dann berechtigt ist, die n Zahlen Xl' X2 • • • Xn ganz will-
kürlich zu wählen. Wenn aber die Coefficienten c(s) nicht alle ver-
r
schwinden, so dürfen wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträch-
tigen, voraussetzen, dass die Determinante mten Grades
,,, c(m)
Cl' Cl ••• 1
D==
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, während alle aus den
Elementen von 0 gebildeten Unterdeterminanten höheren Grades
verschwinden; in diesem Fall sind offenbar die m Zahlen (l1, ft2··· tXm
wieder von einander unabhängig, aber sie bilden, wie jetzt gezeigt
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werden soll, mit jeder der übrigen ~ahlen lXm +1, Um + 2 ••• un ,
deren Anzahl n - m> 1 ist, ein reductibeles System. Bezeichnen
wir mit UI, U2 ••• Um, Um +1 willkürliche Variabele, so nimmt die
Determinante (m + l)ten Grades
c~, c~ •.. c~m), c~m+1)
c~ , c~ . . . c~m), c~m+1)
v=
c' c" c(m) c(m + 1)
m' m··· m' m
nach den Variabelen geordnet, die Form
v = DI"I +D2u2 + · · · + Dm Um + DUm+l
an, wo DI , D2 ... Dm Determinanten mten Grades aus den Ele-
menten c~S), also rationale Zahlen sind, wie D. Dann genügt Inan
allen Forderungen, indem man Xl == D1, X2 == D2 • • • X m= Dm,
X'f!l+l == D, und alle übrigen Zahlen Xm +2 ••• Xn , wenn solche
noch vorhanden sind, = 0 setzt; denn zufolge dieser Substitution
erhält Yr denselben Werth wie die vorstehende Summe v, wenn
darin
gesetzt wird; da nun die entsprechende Determinante v nach
unseren Voraussetzungen immer verschwindet, sowohl wenn r~m,
als wenn r > m ist, so werden die sämmtlichen n Grössen Yl, Y2 •· •y"
durch unser System von rationalen Zahlen Xl' X2 ••• x" zum Ver-
schwinden gebracht, und unter den letzteren ist wenigstens eine,
nämlich Xm +1 == D, von Null verschieden. Aus der Glciehung
D1 U I + D2 U2 + · · . + Dm {Xm + D Um +1 == 0
folgt zugleich, dass schon die m +1 Zahlen a l , lX2 • • • fXm" am +1,
also jedenfalls auch die n Zahlen {Xl' tx2 ••• {Xn ein reductibeles
System bilden, was zu beweisen war.
Wir wollen nun den Begriff des irreductibelen Systems und
den vorstehenden Satz auf den aus allen Zahlen ID von der Form
rp (0) bestehenden Körper .Q, anwenden. Zunächst leuchtet ein,
dass die folgenden n in a enthaltenen Zahlen
1, (), 02 • • • On - 1
30*
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ein irreductibeles System bilden. Dasselbe wird folglich stets und
auch nur dann von n solchen in .Q, enthaltenen Zahlen
rol == x~ + x~ f) +... + x~ _ 1On - 1
" "0 + ." l-1ro2 === Xo + Xl +. .. X n - 1 {jn
ro == X(n) + X(n) IJ + . . . + X(n) f)n - 1
n 0 1 U n-1
gelten, sobald die aus den n 2 rationalen Coefficienten x~) gebildete
Determinante
~ + ' " (n)~_xOx1···xn_l
einen von Null verschiedenen Werth hat; in diesem Fall erhält man
durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen die folgenden
1 == PI rot + l Jt (iJt + ... + pn ron
fJ " ,== Pt rol + 1)2 (iJ'l + ... + l)n ron
~ On - 1 = p~n - 1) rot + l)~n - 1) 6)2 + ... + l)~n - 1) ron ,
WO die n 2 Coefficienten 1)~8) ebenfalls rationale Zahlen sind, und
hieraus folgt, dass jede beliebige in !~ enthaltene Zahl
ro = cp(fJ) == Xo + Xt O+ ... + xn_10n- t
stets und nur auf eine einzige Weise in die FOl~l
ro = h1rol + h2 ro2 + .. · + hn (iJn (7)
gebracht werden kann, wo hl , h2 ••• hn rationale Zahlen bedeuten,
während umgekehrt einleuchtet, dass jedes System von 1~ rationalen
Zahlen h1, h2 ••• hn ' nothwendig eine in ~ enthaltene Zahl ro er-
zeugt. Aus diesem Grunde wollen wir ein jedes solches System
von n unabhängigen Zahlen rot, ro2 ... W n eine Basis des Körpers
.Q nennen, und die n rationalen Zahlen hl , h2 ••• hn sollen die auf
diese Basis bezüglichen Coordinaten der ihnen entsprechenden
Zahl W heissen.
Es leuchtet ferner ein, dass jedes System S von mehr als n Zah·
l~n, welche alle dem Körper .Q, angehören, nothwendig ein reduc-
tibeles System ist; denn wenn man aus einem solchen System S
zunächst n Zahlen rol , ro2 •.• IDn nach Belieben herausgreift,. so
sind sie entweder von einander abhängig, und dann versteht es s~ch
,:von.selbst, dass Sein reductibeles System ist; oder sie bilde~ ?l::
BaSIS von a, und dann ergiebt sich dieselbe Folgerung, weIl J~
andere in S enthaltene Zahl (J) von der Form (7) ist. Wir smd
daher zu folgendem Resultat gelangt:
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Aus einem Körper ~ vom Grade n lassen sielt stets n von ein-
ander unabhängige Zahlen auswählen, während je n + 1 in a
enthaltene Zahlen von einander abhängig sind.
Hiermit ist, wie man leicht erkennt, wirklich der Nachweis ge-
liefert, dass die Zahl n in dem oben angegebenen Sinne charak-
teristisch für den Körper .Q ist; ja man könnte ohne Schwierigkeit
auch den umgekehrten Satz beweisen, dass jeder Körper a, aus
welchem sich n, aber nicht mehr unabhängige Zahlen auswählen
lassen, auch unendlich viele solche Zahlen () enthält, welche Wur-
zeln von irreductibelen Gleichungen n ten Grades sind, und deren
jede diesen Körper ,Q, in der oben beschriebenen Weise erzeugt;
die obige Eigenschaft würde da.her am besten als Definit1~on eines
Körpers vom Grade n dienen können *). Wir gehen aber auf diese,
für die höhere Algebra sehr wichtige und leicht zu verallgemei-
nernde Untersuchung hier nicht ein, weil sie rür unsere Zwecke
entbehrlich ist.
§. 163.
Da eine irreductibele Function J(t) mit ihrer Derivirten f' (t)
keinen gemeinschaftlichen Theiler, und folglich eine irreductibele
Gleichung n ten Grades n von einander verschiedene \Vurzeln hat,
deren jed~ einen Körper n ten Grades erzeugt, so entstehen gleich-
zeitig n Körper ,Q, die wir, mögen sie alle verschieden sein oder
nicht, conjugirte !{örper nennen werden. Um aber die Beziehun-
gen zwischen diesen Körpern schärfer aufzufassen, ist es zweck-
mässig, von einer anderen, viel allgemeineren Definition auszu-
gehen.
Es geschieht in der Mathematik und in anderen Wissen-
schaften sehr hiiufig, dass, wenn ein Systenl S~ VOll l)ingell oder
Elementen co vorliegt, jedes bestimmte ~~lemellt m naeh eillÜln ge-
wissen Gesetze durch ein bestimnltes, ihm entspreehendes I~lement
co' ersetzt wird; einen solchen Act pflegt man eine Substitution zu
*) Vergl. die zweite Auflage dieses 'Verkes) §. 159: - Versteht man
unter einem Divisor/" eines Körpers Q. jeden !{örper, dessen sämmtliche
Zahlen auch in Q. enthalten sind, so kann man auch so definiren: ein
Körper heisst ein endlicher Körper, wenn er nur eine endliche Anzahl von
Divisoren besitzt; aber hierbei kommt der Begriff des Grades nicht un-
mittelbar zum Vorschein.
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nennen, und man sagt, dass durch diese Substitution das Element ro
in das Element ro', und ebenso das System .Q, in das System .ß' der
Elemente ro' übergeht. Die Ausdrucksweise gestaltet sich noch
etwas bequemer, wenn man, was wir thun wollen, diese Substitution
wie eine Abbildung des Systems Q, auffasst und demgemäss m' das
Bild von ro, ebenso Q,' das Bild von .Q, nennt *).
Wir wenden nun diesen Begriff auf einen beliebigen, endlichen
oder unendlichen Zahlenkörper ,Q, an, betrachten aber nur solche
Substitutionen, durch welche jede in ~ enthaltene Zahl m wieder
in eine Zahl ro' übergeht, die wir als Bild von ro durch Anhängung
eines Accentes bezeichnen wollen. In dieser Allgemeinheit aufgefasst,
würden solche Substitutionen indessen noch sehr wenig Interesse
darbieten; wir fragen vielmehr, ob es möglich ist, die Zahlen (i) des
Körpers ~ in der Weise durch Zahlen ro' abzubilden, dass alle
zwischen den Zahlen ro bestehenden rationalen Beziehungen sick
vollständig auf die Bilder ro' übertragen; oder mit anderen Worten,
wir verlangen, dass, wenn aus beliebigen Zahlen u, ß, " ... des
Körpers .Q durch rationale Operationen eine Zahl ro abgeleitet ist,
welche folglich ebenfalls in a enthalten ist, durcll dieselben ratio"
nalenOperationen aus denBildern a', ß', r' ... immer das Bildw'
der Zahl ro entstehen soll. Eine solche Substitution oder Abbil..
dung wollen wir eine Permutation des Körpers a nennen. Da jede
rationale Operation aus einer endlichen Anzahl von einfachen Addi..
tionen, Subtractionen, Multiplicationen und Divisionen zusammen-
gesetzt ist, so leuchtet ein, dass eine Abbildung stets und nur dann
eine solche Permutation ist, wenn fur je zwei in Sl, enthaltene
Zahlen u, ß die folgenden vier Gesetze gelten:
(a + ß)' === a' + ß' (1)
(u-ß)' == a'-ß' (2)
(tX ß)' === u' ß' (3)
(ff)' = ~: (4)
Von diesen rur eine Permutation charakteristischen, d. h. er-
forderlichen und hinreichenden Bedingungen verlangt die letzte
*) Auf dieser Fähigkeit des Geistes ein Ding CJJ mit einem Ding 0/ zu
vergleichen, oder w auf w' zu bezieh:n, oder dem CJJ ein w' entsprechen
zu lassen, ohne welche ein Denken überhaupt nicht möglich ist, beru~t,
· · h . h dIeWIe lC an eInem anderen Orte nachzuweisen versuchen werde, auc
gesammte Wissenschaft der Zahlen.
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offenbar, dass die Bilder w' nicht alle verschwinden; umgekehrt,
wenn eine Abbildung P diese Eigenschaft besitzt und ausserdem
den Gesetzen (1) und (3) gehorcht, so ergeben sich hieraus, wie
wir jetzt beweisen wollen, die Gesetze (2) und (4), und folglich ist
P eine Permutation des Körpers a,. In der That, aus der Glei-
chung (1) folgt unmittelbar die Gleichung (2), wenn man, was
offenbar erlaubt ist, die willkürliche Zahl a des Körpers a, durch
die ebenfalls in a, enthaltene Zahl (<<, - ß) ersetzt; ebenso darf
man in (3), wenn ß von Null verschieden ist, a durch den Quo-
tienten €X : ß ersetzen, wodurch man zunächst
ce' = (~)' ß'
erhält; wäre nun ß' = 0, so würden die Bilder ~' von allen in a
enthaltenen Zahlen a verschwinden, was aber im Widerspruch mit
unserer ausdrücklichen Voraussetzung steht; mithin ist ß' von
NnIl verschieden, und es gilt folglich das Gesetz (4), was zu be-
weisen war.
Es ergiebt sich ferner, dass das System ~', in welches der
Körper !t durch eine Permutation P übergeht, wieder ein Körper
ist. Berücksichtigt man nämlich, dass ~' aus allen und nur solchen
Zahlen a', ß' besteht, welche Bilder von Zahlen ct, ß des Körpers Q
sind, und dass jede von Null verschiedene Zahl ß' des Systems ~'
zufolge (1) gewiss das Bild einer von Null verschiedenen Zahl ß
des Körpers ,Q ist, so ergiebt sich, dass die Summen, Differenzen,
Producte und Quotienten von je zwei in ,Q' enthaltenen Zahlen
a', ß' ebenfalls dem System ~, angehören, weil sie zufolge der
Gesetze (1), (2), (3), (4) ebenfalls Bilder von Zahlen des !{örpers ,Q,
sind; mithin ist a' ein Körper, was zu beweisen war.
Wir bemerken zunächst, dass je zwei von einander verschie-
dene Zahlen ct, ß des Körpers ,Q, auch von einander verschiedene
Bilder ct', ß' besitzen, weil sonst zufolge (2) das Bild der von Null
verschiedenen Zahl (a - ß) verschwinden würde, was, wie wir oben
schon bewiesen haben, nicht möglich ist. Mithin ist jede be-
stimmte im Körper a' enthaltene Zahl w' das Bild von einer ein-
zigen, völlig bestimJ;llten Zahl ro des Körpers ~~, und folglich kann
man der Permutation P, durch welche a in a' übergeht, eine Ab-
bildung p-l des Körpers ,Q' gegenüberstellen, durch welche jede
bestimmte in ,Q' enthaltene Zahl w' in diese bestimmte Zahl w des
Körpers ~ übergeht; diese neue Abbildung ist aber gewiss eine
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Permutation des Körpers .Q I ; denn \Vellll u I, ß' zwei beliebige
Zahlen des Körpers a', und (t, ß die ihnen entsprecllenden Zahlen
des Körpers .Q bedeuten, so gehen zufolge (1) und (3) die Zahlen
u' +ß' und u' ß' des Körpers a' durch P-l in die Zahlen a +ß
und a ß über. Wir wollen jede dieser beiden Perlnutationen P
und p-l die umgekehrte oder inve'rse der anderen nennen, die
beiden Körper ,Q und ~' sollen conjugirte KÖ;lJer, und je zwei
einander entsprechende Zahlen ro und ro I sollen conjugirte Zahlen
heissen. Da offenbar jeder Körper .Q eine Permutation besitzt,
durch welche jede seiner Zahlen in sich selbst übergeht, und
welche wir die identische Permutation von ,Q nennen ,vollen, so ist
jeder Körper mit sich selbst conjugirt. 'Venn ferner zwei Körper
.Q" ,Q" mit einem dritten .Q I conj ugirt sind, so sind sie auch mit
einander conjugirt; denn wenn jede Zahl ro des I{örpers ,Q durch
eine Permutation P in eine entsprechende Zahl mI des Körpers ~',
und jede Zahl ro' des letzteren durch eine Perluutation Q in eine
entsprechende Zahl ro / des Körpers ,Q" übergeht, so ist, wie man
sich leicht überzeugt, diejenige Substitution, durcll welche jede
Zahl ro des Körpers .Q in die entsprechende Zahl ro" des I{örpers ~"
übergeht, in der That eine PerJltutation des ]{örpcrs a. Dieselbe
heisst die Resultante von P und Q und ,vird durch das SYlnbol PQ
bezeichnet, welclles folglich nur dann einen Sinn hat, wenn Qeine
Permutation desselben Körpers .Q' ist, welcher durch die Permuta-
tion P erzeugt wird; zugleich ist die inverse Pernlutation (P Q)-l
== Q-l P-t, und allgemein ist P p-l die identische Permutation
von .Q.
Es ist schon erwähnt, dass jeder Körper ,Q alle rationalen
Zahlen enthält;· setzt man nun ~ == ß, so ergiebt sich aus (4),
dass l' == 1 ist, und hieraus folgt mit Rücksicht auf die Gesetze
(1), (2), (3), (4), dass jede rationale Zahl, weil sie durch eine
endliche Anzahl von Additionen, Subtractionen, ~Iultiplicationen
und Divisionen aus der Zahl 1 entsteht durch die Permutation P,
in sich selbst übergeht. Der Körper R der rationalen Zah~en,
welcher offenbar der einzige Körper ersten Grades ist, beSItzt
daher keine andere, als die identische Permutation. Ist ferner 8
eine bestimmte Zahl des Körpers ,Q, und 1/1 (t) eine mit rational~n
Coefficienten behaftete rationale Function von t, deren Nenner fur
t = f) nicht verschwindet, so ist auch 1/J (0) eine in ,Q enthaltene
Zahl, und das System aller dieser durch 0 Irational darstellbar~n
Zahlen t/J CO) bildet für, sich eine~ Körper, welcher zweckmäss1g
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durch R (0) bezeichnet wird; wenn nun die Zahl 0 durch die
Pernlutation P in 0' übergeht, so folgt aus den obigen Gesetzen,
dass die Zahl ro == 1/J (0) in. die Zahl ro' = 1/J (8 '), also der Körper
R (8) in den Körper' R (0') übergeht. Nehmen wir endlich an,
dass 0 eine algebraische Zahl, also die Wurzel einer Gleichung
o == 1/J (8) ist, wo 1/J (t) eine ganze Function mit rationalen Coeffi-
cienten bedeutet, so muss, weil 0' = 0 ist, auch 0 == 1/J (0') seiu,
und folglich. ist die mit () conjugirte Zahl 0' auch eine algebraische
Zahl; und wenn 8 eine ganze Zahl ist, so ist 0' ebenfalls eine
ganze Zahl..
Nach diesen allgemeinen Betrachtungen, welche sich auf alle
Körper ,Q und deren Permutationen P beziehen, kehren wir zur
Untersuchung eines endlichen Körpers .Q vom Grade n zurück und
stellen uns die Aufgabe, alle seine Permutationen zu finden. Da
alle Zahlen ro eines solchen Körpers .Q oder R (0) aus einer
Wurzel () einer irreductibelen Gleichung n ten Grades 0 = 1(0)
entspringen und in der Form 1/J (0) enthalten sind, wo 1/1 (l) jede
ganze Function mit rationalen Coefficienten bedeutet, so folgt aus
den vorhergehenden Bemerkungen, dass eine Perlnutation von ,Q,
schon durch Angabe derjenigen Zahl 0' vollständig bestimmt ist,
in welche 0 übergeht, und da dieselbe eine Wurzel derselben
Gleichung 0 == f(8') sein muss, so kann es höchstens n von ein-
ander verschiedene Permutationen des Körpers ,Q, geben. Dass
aber wirklich jeder solchen Wurzel (J' auch eine Permutation von .Q
entspricht, ergiebt sich auf folgende Weise. Da nach §. 162 jede
Zahl ro des Körpers .Q sich immer und nur auf eine einzige Weise
in der daselbst durch (4) und (5) definirten Form cp (0) darstellen
lässt, so erhalten wir eine völlig bestimmte Abbildung von ,Q" wenn .
wir jeder solchen Zahl ro == ep (0) die Zahl cu' === qJ (0') aJs l~ild
entsprechen lassen. Bedeuten nun qJl(t), qJ'}(t), rp:~(t) ... ltnlner
solche Functionen wie qJ (t), so kann man, wenn fX, ß z\vci hclichige
Zahlen des Körpers ~ sind, .
a === fJJl ((j) , ß == qJ'.! (0), . a +ß == qJ;{ (0), u ß == qJ4 (0)
setzen, und die Bilder dieser Zahlen werden die Zahlen
u' == qJl (0'), ß' == qJ2(()'), (a +ß)' == qJ:~(()'), (a ß)' ::::::: qJ4(O');
da nun
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ist, so ergiebt sich aus der Irreductibilität der Function j(t) nach
§. 162, dass identisch
qJ3 (t) == qJl (t) + f/J2 (t), qJ4 (t) == qJl (t) flJ2 (t) + qJ5 (t)j(t)
ist, und hieraus folgt für t = 0', dass
f/Ja (0') == qJl (0') + qJ2 (0'), fJ)4 (8') == f/JI (0') f/J2 (0')
ist; mithin gehorcht die Abbildung den obigen Gesetzen
((t + ß)' == (t' +ß' (1)
(a ß)' == a' ß' (3)
und da die Bilder ro' offenbar nicht alle verschwinden, so ist diese
Abbildung eine Permutation von Sl" was zu beweisen war.
Setzt man daher
jet) = (t - 0') (t - 0") ... (t - O(n»), (5)
so entspricht jeder der n conjugirten von einander verschiedenen
Zahlen 6', 0" .•• O(n) eine besondere Permutation von ~, der
Wurzel (j(r) die Permutation p(r), und die Zahl w = f/J (0) geht
durch per) in die conjugirte Zahl ro(r) = cp (0(1·») des conjugirten
Körpers ,Q(r) über. Um aber jedes Missverständniss zu vermeiden,
bemerken wir, dass zwei solche conjugirte Körper ,Q', .Q", obwohl
sie durch zwei von einander verschieclene Permutationen P', P"
aus ~ entstehen, dennoch hinsichtlich ihres gesammten Zahlen..
inhaltes vollständig identisch sein können· dies ist z. B. immer der, .
F1all, wenn U ein Kreistheilungs - Körper ist, d. h. wenn () el~er
Gleichung von der Form (jm == 1 genügt. 'Venn die mit .Q CODJU"
girten n Körper ~(r) sämmtlich mit einander und folglich mit ~
identisch sind, so nennen wir a einen Normalkörper*) oder auch
*) Obgleich wir hier auf jedes tiefere Eingehen in die Principie~ der
höheren Algebra verzichten müssen, so wollen wir doch wenigstens dle8e~
Namen durch die folgende Bemerkung zu rechtfertigen suchen. Je ~wel
Körper A, B erzeugen durch ihre Vereinigung immer wieder eInen
bestimmten Körper AB I dessen Zahlen aus denen von A und B dur~
rationale Operationen entstehen, und der das P·rod1tct aus A und,
heissen soll; dieser Begriff lässt sich auf beliebig viele, sogar unen,dbch
viele Körper A, B, C ... ausdehnen. Unter der Nor1n eines endh~hen
Körpers .Q verstehen wir das Product aus den n mit .n conjugl1'~et~
K ·· d n h · · . . eNorm 18 ,orpern, un ~" elsst eIn Nor1nalkörpe'r wenn er seIne eIgen
in allen Fällen ist die Norm von .Q ein Normalkörper, und die Permuta-
tionen desselben bilden eine Gruppe.
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einen Galois'schen Körper, weil das Wesen der von Galois*) ein-
geführten algebraischen Principien darin besteht,_.die Untersuchung
eines beliebigen endlichen Körpers auf diejenige eines Normal-
körpers zurückzuführen.
§. 164.
Wir wollen nun, indem wir uns auf die eben erhaltenen
Resultate stützen und die dabei angewandten Bezeichnungen bei-
behalten, zwei neue Begriffe entwickeln und einige Sätze beweisen,
von denen wir sehr häufig Gebrauch zu machen haben.
Unter der llorm N(ro) einer beliebigen Zahl Ct) des Körpers ~
vom Grade n verstehen wir das Product
N(ro) = ro' ro" ro(n) (1)
aus den n conjugirten Zahlen ro', ro" w(n), in welche (Al durch
die Permutationen P', P'~ ... .p(n) übergeht (vergl. §. 159). Sie
verschwindet offenbar nur dann, wenn einer der Factoren, und
folglich auch m == 0 ist. Wenn Ct) eine rationale Zahl ist, so sind
die n conjugirten Zahlen wer) identisch mit co, und folglich ist
dann N(m) = roß. Bedeuten ferner IX, ß zwei beliebige Zahlen
des Körpers ~, so ist (a{J)(r) = a(r)ß(r), und hieraus folgt
der Satz
N(IX{J) = N{a)N(ß). (2)
Unter der Discriminante ~ (UI' CX2 ••• IX n) eines beliebigen
Systems von n Zahlen a), a2 .•. U n des Körpers a verstehen wir
das Quadrat
6. (al' a2 ••• an) = (~ + IX; IX~' ... U~·)2 (H)
der aus den n2 Zahlen U~8) gebildeten Determinante. Sind nun z\vei
solche Systeme von n Zahlen IXI , a2 ••• an, und co 1 , C0 2 ••• 61 11
durch n Gleichungen von der Form
U s == Cl,sWI + C2,sG)2 + ··.+ cn,sco n (4)
mit einander verbunden, wo die n2 Coefficienten Cr, s rationale
Zahlen bedeuten, deren Determinante
*) Bur les conditions de resolubilite des equations par radicaux (Liou·
ville's Joul'nal, t. XI, 1846).
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~+Cl, I C2,2 • • • Ct., n === C (5)
ist, so ergeben sich durch die Permutation P(to) hieraus t~ Gleichun-
gen von der Form
N('O) == Cl ro('o) + C2 ro(t·) + ... + C w(,o).
W 8 , 8 1 , s 2 u, 8 n'
mithin ist nach dem Fundamentalsatz über das Product zweier
Determinanten
~ + u,~ a~ • •• u,}:l) == C 2 + ro; cu~ ••. cu~:J),
also auch
6(al , U,2 •• • an) == C2 6 (CUl' 6)2 • • • wn)'
(6)
(7)
Wir wollen zunächst zeigen, dass ein Syst~m von n Zahlen
existirt, dessen Discriminante nicht vcrsch,vindet. DIn die Per-
mutations-Accente nicht mit den Potenz- I~xponenten zu verwech-
seIn, wollen wir die Potenzen 1, (J, {)2 . . . () n -I, ,vo (J die frühere
Bedeutung hat, lieber mit ßI' ß2' ß3 ... ßn bezeichnen; ist nun
f (t) == tn+al tn- 1 + (l2 tn- 2 + . · · +an-l t +an
die irreductibele Function, welche rur t == 0 verschwindet, so er-
hält man durch Division mit t - 0 die ganze l~"unction
jet) _ a + N. t + t2 + + tn-It _ () - 1 W2 U3 . •. U u ,
wo
lXI == an-Ißl +an-2ß2 + + (tlßn-l + ßu
a2 == a n -2ßI +a n -aß2 + + ßn-l
. . .
U,n-l === ClI ßI + ß2
u'n = ßI
ist; da die Determinante dieses aus den Zahlen 1, ltl' (l2 .•. an-l
gebildeten Coefficientensystems == (_ 1)%~ n (tl-I) ist, so erhält man
aus (6) das erste Resultat
~+a~tX~ ... (,(~n) == (-l)%!n(n-l)~+ß;ß~ ... ß~n).
Ersetzt man ferner (J durch OCr), so folgt
./(t) _ N(r)+N(r)t+ +,.,,(r)t n - 1t _ OCr) - WI W2 • •• tN n ,
und wenn t == (j(s) wird, so ergiebt sich, dass die Summe
a~r) ßi,q) + u,~) ß~S) + ···+ u~) ß~) == f' (ocr» oder = 0
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ist, je nachdein die Indices r, s gleich oder ungleich sind *); hieraus
folgt nach dem schon benutzten Satze über die Multiplication der
Determinanten das zweite Resultat
~+a~ u~ · .. cx~n) • ~ +ß~ ß~ ... ß~n) == f' (O')f'(O") ... f'(O(n»,
und aus der Verbindung heider Resultate ergiebt sich ein sehr be-
kannter Satz der Determinanten-Theorie, welcher in unseren Be-
zeichnungen durch die Gleichung
6 (1, (j, (j2 ~ •• On-l) = (- 1)1f2 n (»-1) N (f' (0» (8)
ausgedrückt wird. Da nun die Zahl f'(O), und folglich auch ihre
Norm von Null verschieden ist, so gilt dasselbe auch von der Dis-
criminante der Basis 1, 0, 02 ••• On-I, was zu beweisen war.
Hieraus folgt weiter, dass ein System von n Zahlen des Kör-
pers a eine Basis desselben bildet oder reductibel ist, je nachdem
die zugehörige Discriminante einen von Null verschiedenen Werth
hat oder verschwindet. Denn wenn wir jetzt mit 0)1' ro2 ••• ron
eine beliebige Basis von ~ bezeichnen (§. 162), so ist jedes Systeul
von n Zahlen U1' U2 ••• an in der obigen Form (4) enthalten, und
es besteht die Relation (7), wo C die aus den Coordinaten er, s ge-
bildete Determinante bedeutet; wäre nun die Discriminante der
Basis == 0, so müsste zufolge (7) jede Discriminante verschwinden,
was aber, wie wir eben gesehen haben, nicht der Fall ist. Mithin
ist die Discriminante der Basis von Null verschieden, und hiera.us
ergiebt sich weiter, dass die Discriminante eines Systems (Xl' ~ ••• CXn
stets verschwindet, wenn 0 == 0, d. h. wenn dieses System reduc-
tibel und folglich keine Basis von ~ ist, was zu be"reisen war.
Wir behaupten nun ferner, dass alle Normen und Discrimi-
nanten rationale Zahlen sind **). In der That, bezeichnen wir Init
*) Dies 5st ein speciellcr Fall des allgemeinen Satzes, dass zu jeder
Basis f11' ß2 •.• fJn des Körpers .n eine con~ple1nentiirc Ba.sis ((1' ('(2 •. • ('("l
gehört, welche die Eigenschaft besitzt, dass die Summe
air) ß ~8)+ a~r) fJ ~S)+ . · ·+ a~) f1~) == a; ß~+ a:~ f1 '; + ... + a~) fJ ~"l)
den Werth 1 oder 0 hat, je nachdem die Indices r, 8 gleich oder ungleich
sind. Dieser Satz ist von Wichtigkeit für die gcnaucre Untersuchung der
Discriminanten, aber für unsere Zwecke entbehrlich.
**) Dies ergiebt sich unmittelbar ans der Theorie der symmetrischen
Functionen von den Wurzeln einer Gleichung, die wir aber hier nicht vor-
auszusetzen brauchen.
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(All' (Al2 ••• ron wieder eine beliebige Basis, ferner mit p, eine be-
liebige Zahl des Körpers ~, so sind die Producte p, lAll' P, 002 ••• ",mn
ebenfalls in ~ enthalten und folglich wieder von der Form
P,CiJS =Cl,s(All+C2,s(A)2+ ••• +cn,sCiJn , (9)
wo die Coordinaten Cr, s rationale Zahlen sind, wie in (4); da nun
,." (Ds durch die Permutation p<r) in (p, (A) s)(r) = IL (r) (A) r> übergeht, 80
nimmt die Gleichung (6) die Form
N (p,) ~+(A) ~ (A) ~ • • • (A) ~n) = 0 ~+m; (i); . . . ro~n)
an, und da die auf beiden Seiten als Factor auftretende Deter-
minante von Null verschieden ist, so ergiebt sich
N(Il) = ~ + Cl, 1 C2, 2 • • • en , n, (10)
also ist jede Norm rational. Dasselbe gilt nun zufolge (8) auch
von der Discriminante der Basis 1, 0, 02 ••• On-I, und zufolge (7)
auch von jeder beliebigen Discriminante, was zu beweisen war.
Hieran knüpfen wir endlich noch folgende Bemerkung. Be-
deutet z e~ne beliebige rationale Zahl, und ersetzt man in den
Gleichungen (9) die' Zahl p, durch "" - Z, 80 bleiben die Coeffi-
cienten cr, s ungeändert mit Ausnahme derjenigen cr, r, welche in
der Diagonale liegen und durch Cr r - Z zu ersetzen sind; hier-
durch geht die Gleichung (10) in di~ folgende über
••• Cnt 1
(p/ - z) (p/' - z) ..• (p,(n) - z) = Cl,2
Cl, n
, C2, 2 - Z • • • Cn, 2
••• Cn,n- Z
;(11)
dieselbe muss aber auch identisch gelten, wenn z als willkürliche
Variabele angesehen wird, weil heide Seiten ganze Functionen nten
Grades von Z sind, die rür jeden rationalen Werth von z gleiche
Werthe besitzen. Entwickelt man nun die Determinante nach den
Potenzen von s, so werden alle Coefficienten rationale Zahlen; mit-
hin sind die mit einer beliebigen Zahl p, des Körpers conjugirten
n Zahlen 11", ,.," ••• p,(n) immer die Wurzeln einer Gleichung n ten
Grades mit rationalen Coefficienten, und eine genauere Unter-
such~ng würde ergeben, dass die ganze Function (11) entweder i~e.
~uctIbel. oder, abgesehen von dem Factor (-1)", eine Potenz emer
lrreductlbelen Function ist.
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Bevor wir uns unserem eigentlichen Gegenstande, der Theorie
der ganzen Zahlen des Körpers .ß, definitiv zuwenden können,
müssen wir, um Unterbrechungen zu vermeiden, noch einige Hülfs-
sätze aus einer Theorie ableiten, welche, weiter ausgeführt, auch
auf andere Theile der Mathematik sich mit Nutzen anwenden
lässt. Der Grundbegriff derselben ist der folgende.
Ein System a von reellen oder complexen, algebraischen oder
transcendenten Zahlen soll ein Modul heissen, wenn dieselben sich
durch Addition und Subtraction reproduciren, d. h. wenn die
Summen und Differenzen von je zwei solchen Zahlen demselben
System a angehören.
Da aus einer Zahl u durch wiederholte Addition und Subtrac-
tion alle Zahlen von der Form x 0' entstehen, wo x jede ganze
rationale Zahl bedeutet, so muss ein Modul a, welcher die Zahl a
enthält, auch alle diese Producte x 0' enthalten; .und allgemeiner,
wenn ein Modul a die Zahlen IXI' "2 ••• an enthält, so muss er
auch alle Zahlen von der Form
3h a1 +X2 IX2 + ···+Xn lX n
enthalten, wo 3h, X t ••• X n willkürliche ganze rationale Zahlen
bedeuten. Offenbar bilden alle in dieser Form enthaltenen Z~hlen
schon für sich einen Modul; wir nennen einen solchen Modul einen
endlichen Modul, bezeichnen ihn durch das Symbol [0'1' «2 •.. O' n],
und verstehen unter seiner Basis das System der n Zahlen
al' lX2 ••• IX n (vergl. §. 159). .
Es ist demnach z. B. [1] das System aller ganzen rationalen
Zahlen, [1, i] das System aller ganzen Zahlen des quadratischen
Körpers J (§. 159). Ebenso ist [4, 6] das System aller Zahlen
von der Form 4 x +6 y, wo x', y alle ganzen rationalen Zahlen
durchlaufen; aus den Elementen der Zahlentheorie (§. 24) ergiebt
sich offenbar, dass dieses System identisch mit deIn Modul [2] ist,
und wir drücken dies durch die Gleichung [4, 6] = [2] aus, indeIn
wir allgemein durch a = b andeuten wollen, dass a und b Zeichen
für einen und denselben Modul sind.
Offenbar ist die Zahl 0 in jedem Modul enthalten, und sie
bildet auch für sich allein einen Modul. Enthält aber ein Modul
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eine von Null verschiedene Zahl, so enthält er auch unendlich
viele von einander verschiedene Zahlen.
Wir nennen nun den Modul ° thcilba14 durcl1 den Modul 0,
wenn alle in a enthaltenen Zahlen aucl1 den1 l\fodul 0 angehören;
zugleich werden wir sagen, ° sei ein Vielfaches oder Mtltiplum
von b, l) sei. ein Theiler oder Divisor von 0, oder b gehe in 0 auf.
Diese Benennung mag auf den ersten Blick Anstoss erregen, weil
das Vielfache a einen Theil des Theilers l) bildet, doch wird' die-
selbe sich in der Folge hinreichend rechtfertigen durch die Ana-
logie mit der Theilbarkeit der Zahlen *); so ist z. B. [4] ein Viel-
faches von [2], weir- alle durch 4 theilbaren ganzen rationalen
Zahlen auch durch 2 theilbar sind. Allgemein bemerken wir,
dass der Modul 0 ein gemeinschaftliches Vielfaches aller Moduln
ist; wenn ferner die Zahlen (Xl, C(2 ••• (t n in dem Modul a ent-
halten sind, so ist °ein Theiler des endlichen l\Ioduls [(Xl' a2 ••. an].
Ist jeder der Moduln 0, b, c, b . . . durch den zunächst folgenden
theilbar, so ist jeder auch ein Multiplum von allen folgenden.
Jeder Modul ist durch sich selbst theilhar, und ,venn jeder der
beiden Moduln 0, {) durch den anderen theilbar ist, so ist a = o.
Wenn dagegen a theilbar durch l), aber verschieden von b ist, so
soll l) ein echter Theiler von °heissen.
Sind nun 0, b zwei beliebige Moduln, so ist das System m
aller derjenigen Zahlen fit, welche (\vie z. B. die Zahl 0) heiden
Moduln gemeinsam angehören, ebenfalls ein Modul; denn wenn
!-LI' !-L2 zwei solche Zahlen sind, die sich in a und auch in b vor-
finden, so gehören die beiden Zahlen ~l + ~2 ebenfalls beiden
Moduln 0, b und folglich auch dem System m an. Dieser Modul m
ist offenbar ein gemeinschaftliches Multiplum von ° und b; da
ferner jedes gemeinschaftliche Vielfache tn' von ° und b nur aus
solchen' Zahlen lt' besteht, welche sowohl in 0 als auch in l), mithin, .
auch in m enthalten sind, so ist m' ein v~ielfaches von tn, und WIr
wollen deshalb m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a, b
nennen. Offenbar ist m stets und nur dann == 0, wenn °durch b
theilbar ist.
*) Selbst der Umstand, dass bei den Körpern, die doch auch Modu~n
sind, die' gerade entgegengesetzte Ausdrucksweise sich als zweckmässlg
erweist, kann hier nicht ins Gewicht fallen, ,veil hei einiO'er Aufmerksam-
keit eine Verwechselung nicht wohl nlöglich ist. tl
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Bedeutet ferner u jede beliebige Zahl des Moduls a und
ebenso ß jede Zahl des Moduls b, so ist das System h alle~ der-
jenigen Zahlen ~, welche in der Form u +ß darstellbar sind
ebenfalls ein Modul; denn wenn ~I und ~2 in b enthalten sind s~
ist 81 = U I + ßl! und 82 = (X2 + ß2' wo (Xl! lX2 in 0, und ßI' ß2 in b
enthalten sind; hieraus folgt aber, dass die beiden Zahlen ~1 + 62
== (UI +U2) + (ßI + ß2) demselben System hangehören, weil die
Zahlen al + a2 in 0, und die Zahlen ßI + ß2 in b enthalten sind.
Dieser Modul h ist ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden
Moduln a, b; denn unter den Zahlen des Moduls b befindet sich
auch die Zahl ß == 0, und folglich gehört jede in a enthaltene
Zahl a == a +0 auch dem Modul ban, d. h. a ist theilbar durch h,
und ebenso ist b theilbar durch b. Ist ferner der Modul b' irgend
ein gemeinschaftlicher Theiler von °und b, sind also alle Zahlen a
und alle Zahlen ß in h' enthalten, so gehören auch alle Summen
a + ß dem Modul h' an, mithin ist h' ein Divisor von b. Aus
diesem Grunde nennen wir b den grössten gemeinschaftlichen
Theiler von a, b. Offenbar ist b stets und nur dann == b, wenn b
in a aufgeht.
Diese heiden Definitionen. lassen sich leicht verallgemeinern
für ein System von beliebig vielen, sogar unendlich vielen Moduln
0, b,.e ... ; wir überlassen dies dem Leser und belnerken nur,
dass, wenn mund b die bisherige Bedeutung in Bezug auf 0, b
behalten, das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von 0, b, C
zugleich dasjenige von mund e, und der grösste gemeinschaftliche
Theiler von 0, b, e zugleich derjenige von h, eist (vergl. §§. G, 7).
Zur Erläuterung und zugleich zur Rechtfertigung der gewählten
Terminologie fügen wir noch hinzu, dass, wenn m das kleinste
gemeinschaftliche Multiplum, und d der grösste gemeinschaftliche
Divisor von zwei ganzen rationalen Zahlen a, b ist, der 1\10<1u1 (1n]
auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und der Modul
[d] == [a, b] der grösste gemeinschaftliche l'heiler der heiden
Moduln [a] und [b] ist. Allgemein ist der endliche Modul
[UI' tX2 ••• an] der grösste gemeinschaftliche l"heiler der 1~ einglie-
drigen Moduln [al], [(,t2] • • · (an].
Wir müssen nun noch eine Modulbildung *) erwähnen, "reIche
1m Folgenden sehr häufig auftreten wird. Ist fJ eine beliebige
*) Dieselbe ist nur ein specieller Fall der allgelneinen ]JEult11)7ica!ion
von zwei beliebigen Moduln 0, b: dUl"chläuft a alle Zahlen des l\foduls 0,
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Constante, während ~ alle Zahlen des Moduls a durchläuft, so
bilden die sämmtlichen Producte 1] ~ offenbar wieder einen Modul,
welchen wir kurz mit 1} a oder auch mit a 1] bezeichnen wollen.
Hiernach ist z. B. [1]] == 1] [1], und allgemeiner [11 ab 1} ~2 • • • 1] ~t&]
== 1] [~1' U, · · . ~n]; ferner ist (a 1]) fJ' == (a fJ ') 1] == a (1] 1]') oder
kürzer == a 1] fJ'. Zugleich leuchtet ein, dass, wenn mund h ihre
obige Bedeutung in Bezug auf a, b behalten, m 1J das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache, und b 1] der grösste gemeinschaftliche
Theiler der beiden Moduln a 1], b1] ist. Wenn ferner YJ von Null
verschieden und a 1J durch b1] theilbar ist, so ist a theilbar durch b,
und aus a 'YJ == b1] folgt a == b. -
Wir gehen nun zu derjenigen Betrachtung über, die uns veran..
lasst hat, für die hier untersuchten Zahlengebiete den Namen Modul
zu wählen, obgleich derselbe schon in so vielen anderen Bedeu-
tungen gebraucht wird. Wenn m ein beliebiger Modul ist, 80
nennen wir zwei Zahlen a, ß congruent in Bezug auf m, wenn ihre
Differenz a - ß eine Zahl des Moduls m ist, und wir bezeichnen
dies durch die Oongruenz
a =ß (mod. m),
von welcher die Congruenz
{j ="(mod. m)
stets eine Folge ist; wir nennen dagegen die Zahlen ~, ß, r . ··
incongruent nach m, wenn keine von ihnen mit einer der übrigen
congruent ist *). Aus dem Begriffe eines Moduls folgt nun offenbar,
ebenso fJ alle Zahlen des Moduls b, so ist der Inbegriff aller Producte aP
und aller Summen von solchen Producten wieder ein Modul, welcher das
Product aus den Factoren a, b heissen und mit ab oder b a bezeichnet
werden soll. Hiernach ist der oben definirte Modul a 1] identisch mit dem
Producte a [1]]; wir beschränken uns aber auf diesen speciellen Fall, u~
zu .verhüten, dass die beiden Begriffe der Theilbarkeit und der Multipl~­
c~tlon der Moduln, die vollständig getrennt zu erhalten sind, etwa m~t
eInander .verwechselt werden (vergl. §. 171). _ Bei dieser Gelegen~eIt
wollen WIr n~ch erwähnen, dass eine Zahl 11 stets und nur dann el~e
ganze algebraIsche Zahl ist, wenn es einen endlichen, von Null versc~le­
d~nen M.odul a von der Beschaffenheit giebt, dass 1] a durch a theilbar 1st;
dIese EIgenschaft kann daher als die kürzeste Definition der ganzen
algebraischen Zahl angesehen werden.
. *) Der. von Gauss eingeführte Begriff der Congruenz bildet offenbar
e~nen sp~cIell~n Fall des obigen; denn wenn a, b, rn ganze rationale Zahlen
SInd, so 1st dIe Congruenz a =b (mod. 1n) gleichbedeutend mit der Con-
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dass man beliebig viele solche Congruenzen, die sich auf einen
und denselben Modul beziehen, addiren und subtrahiren darf wie
Gleichungen; auch darf man heide Seiten einer Congruenz' mit
derselben ganzen rationalen Zahl multipliciren. Ferner leuchtet
ein, dass jede Zahl sich selbst congruent, und dass zwei mit einer
dritten Zahl ß congruente Zahlen a, r auch mit einander con-
gruent sind; denn wenn rx - ß und ß- r Zahlen des Moduls m
sind, so ist auch ihre Summe a - r in m enthalten. Hierauf
beruht die Möglichkeit, alle existirenden Zahlen in Bezug auf
einen Modul m in Zahlelassen einzutheilen, in der Weise, dass
zwei beliebige Zahlen in dieselbe, oder in verschiedene Classen
aufgenommen werden, je nachdem sie congruent oder incongruent
sind; ist Q eine bestimmte Zahl, während IL alle in m enthaltenen
Zahlen durchläuft, so bilden die in der Form ~ + p, enthaltenen
Zahlen eine solche Classe, und man kann ~ oder jede andere
dieser Zahlen als Repräsentant der Classe ansehen; offenbar bildet
der Modul m selbst die durch die Zahl 0 repräsentirte Classe.
Hierauf gründet sich die folgende, wichtige Betrachtung.
Sind 0, b zwei beliebige Moduln, und ist ßI eine bestimmte
Zahl des letzteren, so bilden alle diejenigen in b enthaltenen
Zahlen ß', welche = ßI (mod. 0) sind, eine durch ßl repräsentirte
Zahlclasse in Bezug auf den Modul m, welcher das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von 0, b ist; da nämlich 13' - ßI in b, aber
auch in a enthalten ist, so ist ß' = PI + iL, wo iL eine Zahl des
Moduls m bedeutet, und umgekehrt, wenn iL in m, also auch in a
und in b enthalten ist, so ist die Summe 13' = PI + iL in b ent-
halten und zugleich = PI (mod. a). Der Modul b besteht daher
aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von solchen Zahl-
classen in Bezug auf nt; wählt man nun aus jeder dieser Classen
~ach Belieben einen Repräsentanten
ßl' ß2' ß3 · · .,
so besitzt das System dieser in b enthaltenen Zahlen ß,. ofi'enbar
die dopp~lte Eigenschaft, dass jede beliebige in b enthaltene Zah~ß
mit einer aber auch nur mit einer einzigen Zahl Pr congruent 1st,
gruenz der Zahlen a, b in Bezug auf den Modul [lnJ = 1n [1J; und wenn
a, {J, fl ganze Zahlen in ,J sind (vergl. §. 159), so ist die Congr.uenz a = f3
(mod. fl) gleichbedeutend mit. der Congruenz der Zahlen (t, f3 In Bezug auf
den Modul Lu, !-l i] = I-l [1, i].
31*
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nach dem Modul a; ein solches System von Zahlen ßr nennen wir
daher ein Repräsentanten - Systell~ des ModulS 0 'nach o. Ist die
Anzahl dieser in b enthaltenen nach a incongruenten Zahlen ßr
endlich, so wollen wir dieselbe durch das Synlbol (0, 0) bezeichnen;
ist sie aber unendlich, so ist es zweckmässig, unter diesem Symbol
(b, a) die Zahl Null zu verstehen, weil dann gewisse Sätze über
Determinanten allgemeingültig bleiben. Ist (0, a) == 1, so ist b
theilbar durch a, und umgekehrt.
Aus dem Vorhergehenden leuchtet unmittelbar ein, dass die·
selben Zahlen ßr auch ein Repräsentantensystem des Moduls b
nach m bilden, und folglich ist in allen Fällen
(0, a) == (b, m). (1)
Die Zahlen ßr bilden aber auch ein Repräsentantensystem des
Moduls b nach a, wo b den grössten gemeinschaftlichen Theiler
von a, b bedeutet, und folglich ist
(0, a) == (b, a); (2)
in der That, die Zahlen ßr sind auch in b enthalten und incon-
gruent nach a, und jede in b enthaltene Zahl a + ß ist =P(lnod. a),
also auch congruent mit einer der Zahlen ßr, was zu beweisen war.
Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass, wenn 1J eine von Null
verschiedene Const~nte ist, die Producte 1] ßr ein Ilepräsentanten-
system des Moduls b1] nach a 1] bilden, und folglich ist
(01], a 1J) == (0, a). (3)
Ist ferner a theilbar durch b, und b theilbar durch c, so
bilden, wenn ßrein Repräsentantensystem des Moduls b nach 0,
und Ys ein Repräsentantensystem des Moduls c nach b durchläuft,
die Summen ßr +rs ein Repräsentantensystem des Moduls cnach 0,
und folglich ist
(c, a) == (c, b) (b, a). (4)
Denn diese Zahlen Pr +Ys sind erstens in c enthalten, und zwei-
tens sind sie alle incongruent (mod. a); gesetzt nämlich, es sei
ß' +y' =ß" + r" (mod. a), wo ß', ß" specielle Werthe von ßr,
un~ r', r." specielle Werthe von rs bedeuten, so folgt, weil a durc~ b
thellbar 1st, r' =r" (mod.o), und hieraus r' == r"; lnithin 1st
ß' = ß" (mod. a), und folglich ß' == ß". Drittens leuchtet ein,
~ass jede Zahl r des Moduls c mit einer der Zahlen ßr + rs con-
gruent ist (mod. a); denn r ist mit einer der Zahlen rs congruent
(mod. b), also von der F'orm ß+ rs, wo ß in b enthalten ist; nun
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ist ß mit einer der Zahlen ßr congruent (mod. a), also von der
Form u+ßr, wo u in a enthalten ist; mithinisty === u+ßr+1'1J
=ßr + 1'8 (mod. a), was zu beweisen war.
Zu diesen Sätzen, durch deren Combination sich viele andere
ableiten liessen, fügen wir noch die beiden folgenden hinzu.
Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Moduln a, b, und
sind ~, 0 zwei gegebene Zahlen, so hat das System der gleich-
zeitigen Congruenzen
ro = l! (mod. a), w =(j (mod. b) (5)
stets und nur dann gelneinschaftliche Wurzeln 00, wenn die Be-
dingung
~ =0 (mod. b) (6)
erfüllt ist, und alle diese Wurzeln 00 bilden eine bestimmte Zahl-
classe in Bezug auf den Modul m (vergl. §. 25). In der That,
wenn eine Zahl w den beiden Congruenzen (5) genügt, so sind die
Zahlen w -~, 00 - 0, also auch ihre Differenz ~ - 0 in b enthalten,
d. h. die Bedingung (6) ist erfüllt; umgekehrt, wenn dies der Fall
ist, so giebt es zufolge der Definition von b eine Zahl a in a und
eine Zahl ß in b von der Art, dass ~ - 0 == (h +ß wird, und dann
genügt die Zahl w === ~ - (h == 0 + ß offenbar den heiden Con-
gruenzen (5). Genügt ferner ro' denselben Congruenzen (5), so
ist co' - DJ in a und in b, also auch in m enthalten, mithin ist
ro' =ro (nlod. m), und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Zahl ro',
welche =ro (mod. m) ist, auch den Congruenzen (5) genügt, was
zu beweisen war.
Sind a, {) zwei beliebige Moduln, so genügt jede in b enthaltene
Zahl ß der Congruenz
(0, a) ß= 0 (mod. a). (7)
Durchläuft niimlich ßr alle Individuen ßl' ß2 •.. eines Ilepräsen-
tantensystems von b nach a, so sind die Zahlen ß +ß,. ebenfalls
in 0 enthalten, und folglich kann man immer
ß+ ßr =ß:· (mod. a)
setzen, wo ß~ wieder eine der Zahlen ßr bedeutet; unlgekehrt, wenn
ß' eine der Zahlen ßl' ist, so giebt es auch eine solche Zahl /j n
w~lche der vorstehenden Congruenz genUgt, weil ß~ - ß in b ent-
halten ist;, ausserdem leuchtet ein, dass je zwei verschiedenen
•
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Zahlen Pr auch zwei verschiedene Zahlen ß~ entsprechen, und
umgekehrt. Die Zahlen ß~ bilden daher dasselbe Repräsentanten-
system wie die Zahlen ßr. Ist nun die Anzahl dieser Zahlen
endlich == (h, a), so ergiebt sich durch Addition aller einzelnen
Congruenzen die zu beweisende Congruenz (7), weil ~ ßr == ~ ß~
ist; wenn aber die Anzahl der Repräsentanten ßr unendlich gross,
also (Cl, a) == 0 ist, so leuchtet die Richtigkeit der Congruenz (7)
von selbst ein. -
Von diesen allgemeinen Sätzen über beliebige }Ioduln wenden
wir uns jetzt zu der genaueren Betrachtung der endlichen Moduln,
welche bei unseren späteren Untersuchungen ausschliesslich auf-
treten werden.
Besteht der von Null verschiedene Modul tlt aus lauter ganzen
rationalen Zahlen, so ist
m == [m], (8)
wo m die kleinste positive in m enthaltene Zahl bedeutet. Denn
jedenfalls ist [m] theilbar durch m, weil tn dem Modul mangehört;
umgekehrt, wenn m' irgend eine in m enthaltene, mithin ganze
rationale Zahl bedeutet, so kann man m' == q m + r setzen, wo q
eine ganze rationale Zahl, und r eine der tn Zahlen 0, 1, 2 ... (m - 1)
bedeutet (§. 4); da nun m' und qm in m enthalten sind, so gilt
dasselbe von r = m' - qm, und folglich muss r == 0 sein, weil m
die kleinste positive Zahl in mist; lnithin ist m' theilbar durch m,
also m theilbar durch [m], und folglich tn == [m], was zu be-
weisen war.
Nachdem dieser Punct erledigt ist wenden wir uns zu einer
wichtigen Untersuchung, deren Haupt;esultat in dem folgenden
Satze enthalten ist:
Wenn die Basiszahlen ßl' ß'2 ••. ßn des endlichen Moduls b
durch Multiplication mit rationalen von Null verschiedenen Fltctoren
in Zahlen des Moduls a verwandelt' werden können, so ist (6, a) > 0;
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache m von Q, b ~·st ein endlicher
,. Modul und besitzt n Basiszahlen von der Form
ftl == al,l ßl
ft2 == a1,2ßl + a2,2ß2
fta == al ,3 ßl + a'l,3 ß2 + aa,3 ß3 (9)
• • • tI ••
. . . . . .
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U'o die Coefficienten ar,8 ganze rationale Zahlen bedeuten, deren
Determinante
ist.
at,t a2,2 • • • an,n = (6, 0) (10)
Um dies zu beweisen, bezeichnen wir mit 01 den grössten
gemeinschaftlichen Theiler von a und [ßt] , mit a2 den von 01
und [ß2], mit 03 den von O2 und [ß3], u. s. f. Dann besteht ar aus
allen Zahlen Ur von der Form
Ur === a +YI ßl·+ Y2 ß2 + ·· ·+ Yr-l ßr-J +Yr ßr,
wo U jede beliebige Zahl in 0, und Yl' Y2 ... Yr-l, Yr willkürliche
ganze rationale Zahlen bedeuten. Es ist daher an der grösste
gelneinschaftliche Theiler b von a, b, und da jeder der Moduln
0, 01' O2 ••• On durch alle folgenden theilbar ist, so erhält man
nach den obigen Sätzen (2) und (4) das Resultat
(6,0) == (an, 0) == (an, an-I) (an-I, On-2) ... (01, a);
es kommt daher nur noch darauf an, allgemein den Werth des
Factors (Or, ar-I) ZU bestimmen. Da nun-· jede in Or enthaltene
Zahl
Ur == U r-l +Yr ßr =y,- ß,· (mod. Or-I)
ist, so fragt sich nur, wieviele nach 0"-1 incongruente Zahlen
in [ßr], d. h. in der Form Yrßr enthalten sind. Hierzu benutzen
wir unsere Annahme, dass ßr durch Multiplication mit einem
rationalen, von Null verschiedenen Factor h in eine Zahl h ßr ver-
wandelt werden kann, welche dem Modul 0 und folglich auch
dessen Theiler 0r-l angehört; ist nun 9 eine beliebige ganze
rationale Zahl, so ist auch gkßr in Or-l enthalten, und da man 9
so wählen kann, dass 9 h eine ganze Zahl wird, so leuchtet ein,
dass es unendlich viele ganze rationale Zahlen z,. giebt, welche
der Bedingung
z,- ß,. =0 (mod. 0'--1)
genügen; dieselben reproduciren sich offenbar durell Addition und
Subtraction, und wenn ar,r die kleinste posit'ive von ihnen bedeutet,
so ist ihr Inbegriff zufolge (8) identisch nlit dem Modul [ar,r];
bezeichnet man ferner mit y~ diejenigen ganzen rationalen Zahlen,
welche den Bedingungen
o < Y~ < ar,r (11)
genügen, so leuchtet ein, dass jede in [ßr] enthaltene Zahl Yr ßr
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mit einer und nur mit einer der Zahlen V:· ßr congruent nach
ar -1 ist, und folglich ist
(an ar-I) === ar ,?"
mithin (10)
Zugleich ergiebt sich aus dem Satze (4), dass die in der F'orm
ß' == y;ßI + Y~ß2 + · · · +y;~ßn (12)
enthaltenen (l>, a) Zahlen ß' ein Repräsentantensystem des Moduls b
nach a (oder m) bilden. Da ferner ltr,t· ßr = 0 (mod. ar-I) ist,
so kann man
ar,r ßr = /Lr - al,r ßI - (t'2,?' ß2 - • · • - lt r-l,r ß'r-l
setzen, wo /Lr eine Zahl in a, und ai,t·, ll2,,' ••• lt"-l,r ganze
rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt, dass die Zahl
/Lr = aI,rßI + a2,rß2 + .. ·+a"-I,rßr-l + ar,rßr (9)
in b, also auch in m enthalten ist; um daher zu beweisen, dass die
n Zahlen /LI' /12 ••• /Ln eine Basis des Moduls 111 bilden, brauchen
wir nur noch zu zeigen, dass jede beliebige Zahl /L des Moduls tn
in der ~-'orm .
f" = Xl ~I+ X2 ~2 +· ··+ X n ftn (13)
enthalten ist, wo Xl' X2 ••• X n ganze rationale Zalllen bedeuten.
Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit fJ,' alle diejenigen Zahlen
1] r === Z I ßl + Z2 ß2 + · · ·+ Z t' -1 ß,· -1 +Zr ßr
des Moduls [ßI' ß2 ••• ß1·J, welche, wie /L r, zugleich in a, also
auch in m enthalten sind; dann ist zrß,. =. 0 (mod. ar-I), mithin
Zr = ar,rXr, wo X r eine ganze rationale Zahl, und hieraus folgt
offenbar, dass
'1Jr- x r/Lr == fJr-l' also fJ" = 1]1'-1 + XrP-r
ist, wo fJr-l = Ozu setzen ist, falls r == 1; da aber jede Zahl iJ',
des Moduls nl auch in b enthalten, also eine Zahl fJ n ist, so ergiebt
sich hieraus ihre Darstellbarkeit durch die ITorm (13), was zu
beweisen war. -
Wir haben hierbei absichtlich nur die einzige Voraussetz~n?
gemacht, dass jede der Basiszahlen ßl' ß2 ... ßn durch MultIp~·
cation mit einem rationalen, von Null verschiedenen Factor In
eine Zahl des Moduls a verwandelt werden kann, und diese An-
nahme ist, wie man aus (7) erkennt, auch unerlässlich, wenn (b, a)
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von Null verschieden sein soll. Jetzt wollen wir die vorher-
gehenden Resultate mit dem Begriffe des irreductibelen Systems
(§. 162) in Verbindung setzen, was zu den folgenden Sätzen führt.
Besitzt der endliche Modul a, dessen Basis aus den m Zahlen
(tl' U 2 • • • (t m besteht, zugleich eine irreductibele, aus n von ein-
ander unabhängigen Zahlen ill' ~2 ... ftn bestehende Basis, so ist
m > n; es bestehen m Gleichungen von der Form
as = Pl,sill +P2,sil2 +···+pn,s/Ln, (14)
wo die "mn Coefficienten Pr,s ganze rationale Zahlen bedeuten, und
der grösste gemeinschaftliche Theiler aller aus diesem Coefficienten-
system gebildeten Deter~ninanten n ten Grades ist = 1.
In der That, aus der Annahme [at, (t2 • • • um] == [ftl' il2 · · · iLnJ
folgt unmittelbar, dass m Gleichungen von der Form (14), und
ausserdem n Gleichungen von der Form
(15)
bestehen, wo die mn- Coefficienten qr, s ebenfalls ganze rationale
Zahlen sind, und aus den letzteren ergiebt sich, dass ~n > n ist,
weil sonst die n Zahlen ~r (nach §. 162) ein reductibeles System
bilden würden. Substituirt man in (15) für die nt Zahlen a s ihre
Werthe gemäss (14) und berücksichtigt, dass die n Zahlen ~r ein
irreductibeles System bilden, so ergiebt sich, dass die Summe
Qr,llJr',l +Qr,2Pr',2 +. · ·+ Qr,mp.,.~,m = 1 oder = 0
ist, je nachdem die Indices r, r' gleich oder ungleich sind, und
hieraus folgt nach einem bekannten Satze der Determinanten-
l"heorie die Gleichung
~PQ=l, (lß)
wo das Summenzeichen sich auf alle aus den (jocfficicnten 1'1",8
gebildeten Determinanten P vorn Graden bezieht, ,velche den ver-
schiedenen Combinationen von je n der 1U Zahlen a.~ entsprechen,
während Q jedesmal diejenige Determinante bedeutet, ,vclche aus 1.)
hervorgeht, wenn jede Zahl pr,s durch die entsprechende Zahl
qr,s ersetzt wird. Ist m === n, so besteht die Summe nur aus
einem einzigen Gliede, und es ist
~ + Pl,lP2,2 • • • pn,n == + 1; (17)
zugleich leueIltet ein, dass die n Zahlen lXI' CX2 ••• (tu ebenfalls
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eine irreductibele Basis von a .bilden. Ist m > ]1" so ist die Anzahl
der Determinanten P gleich
m (m - 1) ... (nt - r~ + 1)
1 .2 n
aber aus (16) geht hervor, dass sie keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben, was zu beweisen war.
Jeder endliche, von Null verschiedene lJfodul besitzt eine irre-
ductibele Basis. .
Wir nehmen an, es liege ein endlicher )Iodul a vor, dessen
m Basiszahlen Ul' U2 ••• Um ein reductibeles System bilden, aber
nicht sämmtlich verschwinden. Bedeutet nun n die grösste Anzahl
von einander unabhängiger Zahlen, die man aus c1iesen m Zahlen as
auswählen kann, giebt es also unter ihnen 1i von einander unab-
hängige, während je n + 1 dieser Zahlen ein reductibeles System
bilden, so lassen sie sich sämmtlich in der Form
as = CI,Sßl + c2,sß'J + · · · + cn,IIß" (18)
darstellen, wo PI' ß2 ... ßn ein irreductibeles System bilden, während
die mn Coefficienten cf',s ganze rationale Zahlen sind, und zwar
werden die aus diesen Coefficienten gebildeten Determinanten 0
vom Grade n nicht alle verschwinden. Um die Möglichkeit einer
solchen Darstellung (18) der m Zahlen a s durch n von einander
unabhängige Zahlen ßr darzuthun, dürfen wir annehmen, dass
die n Zahlen "I' a2 ••• an ein irreductibeles System bilden; dann
wird jede der m Zahlen as, weil sie mit jenen ein reductibeles
System bildet, von der Form
a s == h1 ,sUI +h2,sa2 + ·· ·+ hn,sun
sein, wo die Coefficienten hr,s rationale (im Allgemeinen gebrochene)
Zahlen bedeuten; nun kann man immer eine von Null verschiedene,
ganze rationale Zahl c so wählen, dass alle Producte ch,.,s ganze
Zahlen Cr,a werden; setzt man alsdann
(Xl = cß1' "2 === Cß2 ... an = Cßn,
SO nehmen "die vorhergehenden Gleichungen die Form (18) an, die
n Zahlen ßl' ß2 ... ßn sind von einander unabhängig, und unter
den Determinanten 0 befindet sich die Zahl cn , welche nicht ver-
schwindet. Aus der Darstellung (18) ergiebt sich nun uns~r ~atz
sofort; denn die n Zahlen ßr bilden die irreductibele BasIs eInes
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endlichen Moduls b, welcher ein Divisor von a ist, und da sie durch
Multiplication mit einer von Null verschiedenen rationalen Zahl c
offenbar in Zahlen des Moduls a = m verwandelt werden, so besitzt
dieser letztere n Basiszahlen ftr von der Form (9), welche (nach
§. 162) von einander unabhängig sind, was zu beweisen war.
Dieser Satz lässt sich auch ohne Benutzung der vorhergehen-
den Sätze durch eine sehr einfache Betrachtung beweisen, welche
zugleich ein praktisches Verfahren zur Auffindung der neuen
Basiszahlen ftr liefert, falls die Werthe der Coefficienten C",8 in (18)
numerisch gegeben sind *). Sind von den m Coefficienten Cn,s der
Zahl ßn, welche offenbar nicht alle verschwinden können, minde-
stens zwei von Null verschieden, z. B. Cn,l und Cn ,2' und ist Cn,l
absolut > Cn,~, so kann man (nach §. 4) die ganze rationale Zahl x
so wählen, dass Cn,l +XC n ,2 absolut< Cn ,2, also auch< Cn,l
wird; nun wird offenbar der Modul a nicht geändert, wenn man
seine erste Basiszahl (Xl durch oel +x (t2 ersetzt, alle anderen aber
ungeändert lässt, d. h. es ist
[oel' (X~, lXa ••• lX m] = [al +XlX2' a 2, a 3 • • • lX m];
hiermit ist das System der Coefficienten Cr,s nur insofern a.b-
geändert, als an Stelle der n Coefficienten er,! die Coefficienten
er ,l +XC r ,2 getreten sind, und von diesen ist der letzte Cu,l + XC n ,2
absolut kleiner als der frühere Cn,l. Durch wiederholte An,ven-
dung solcher elementaren Transformationen (die sich bei einiger
Uebung leicht ausführen und auch zusammenziehen lassen) wird
man nothwendig zu einem neuen System von tr~ Basiszahlen
gelangen, von denen eine die Form
ftn == al,nßl + a2,nß2 + ···+an,nßn
hat, wo an,n > 0 ist (weil !Ln auch durch -!Ln erset~t werclcn
darf), während die Coefficienten der Zahl fJ n, welche in dcn
übrigen (m -1) Basiszahlen auftreten, sämmtlich == 0 sind. ~lan
transformire nun, indem Ulan ftn ungeändert beibehält, die ührigen
(tn - 1) Basiszahlen auf dieselbe Weise, bis alle Coeffieienten von
ßn-l mit Ausnahme eines einzigen verschwinden, welcher in der
Basiszahl
/Ln-l == Ul,n-l ßl +a2,n-l ß2 + · · ·+an-l,n-l ßn-l
*) Vergl auch das Verfahren von Gauss, D. A. artt. 234, 236, 279.
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auftritt. Fährt man auf dieselbe Weise fort, so gelangt man
endlich zu einem System von tu Basiszahlen , unter denen sich
n Zahlen !tr von der }1'orm (9) befinden, während die übrigen
sämmtlich = 0 sind und deshalb gänzlich unterdrückt werden
dürfen, was zu beweisen war.
Auf diese Weise erhält man z. B.
[35 ßl' 8 ßI + 2 ß2' - 9 ßl + 3 ß2]
== [35 ßl' 8 ßJ +2 ß2' - 17 ßI + ß2]
== [35 ßl' 42 ßI' - 17 ßl + ß2]
= [35 ßl' 7 ßl' - 17 ßI + ß2]
== [0, 7 ßl' - 17 ßl + ß2] == [7 ßl' 4 ßl + ß2].
Man erkennt ferner leieIlt, dass man durch dies Verfahren
auch die in (14) und (15) auftretenden Coefficienten pr,s und qr,8
erhält. Ausserdem leuchtet ein, dass der grösste gelueinschaftliche
Theiler aller aus dem ursprünglichen Coefficientensysteln gebildeten
Determinanten 0 sich bei allen Transfornlationen ungeändert erhält
und folglich, wie aus (9) und (10) hervorgeht, == (0, a) ist.
Dasselbe folgt auch aus unseren obigen Gleichungen; denn
wenn man die Ausdrücke (9) in (14) suhstituirt, so ergiebt sich
durch 'Vergleichung mit (18), dass die ursprünglichen Coefficienten
cr,s vermöge der Gleichungen .
cr,s == Pl,s ar,l +1J2,s a r,2 +···+lJn,s at',n (19)
sich ausdrücken lassen durch die Coefficienten l Jr,8 und ar,r'
(welche letzteren verschwinden, wenn r > ·r' ist); bedeutet nun?
wieder irgend eine aus den Coefficienten c gebildete Determl-r,s
nante n ten Grades, welche irgend einer Combination von n der
'in Grössen a s entspricht, so ist zufolge der vorstehenden Gleichungen
C= P~+ctl,la2,2 ... an,n == P(o, a), (20)
wo P die Determinante bedeutet, welche aus C hervorgeht, wenn
die Zahlen cr,s durch die entsprecllenden Zahlen pr,8 ersetzt
werden. Da nun die Determinanten P den grössten gemeinschaft-
lichen ~'heiler 1 haben (zufolge (16)), so ist (0, 0) derjenige der
DetermInanten 0, wie behauptet war.
Alles dieses behält offenbar seine volle Gültigkeit, wenn m=n
ist, und hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende, sehr oft
anzuwendende Satz *):
*) Derselbe gilt auch dann wenn die aus den n2 Coefficienten er, B
gebildete Determinante verschwi~det. Sind ferner unter diesen Coefficienten
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Wenn die Basiszahlen ßI' ß2 .•. ßn des Moduls bein irre-
ductibeles System bilden und mit den Basiszahlen ttI, U2 ••• an des
Moduls a durch n Gleichungen von der Form
as = Cl,s ßI + C2,s ß2 + ··· + cn,s ßn (21)
verbunden sind, wo die Coefficienten cr,s ganze rati()nalt~ Zahlen be-
deuten, so ist
(22)
§. 166.
Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns definitiv dem eigent-
lichen Gegenstande unserer Untersuchung zu. Ist ~ ein endlicher
Körper n ten Grades (§. 162), so zerfa1len die in ihm enthaltenen
Zahlen, da sie sämmtlich algebraisch sind, in zwei Classen, nämlich
in ganze und gebrochene Zahlen (§.160). Den Inbegriff der ersteren
wollen wir immer mit 0 bezeichnen, und unsere Aufgabe besteht
darin, für dieses Gebiet 0 aller in ~ enthaltenen ganzen Zahlen
die Gesetze der Theilbarkeit zu entwickeln. Hierzu kOffilnt es vor
allen Dingen darauf an, einen> deutlichen Ueberblick über die Aus-
dehnung dieses Zahlengebietes 0 zu gewinnen.
Wir bemerken zunächst, dass jede algebraische Zahl ro durch
Multiplication mit einer von Null verschiedenen ganzen rationalen
Zahl in eine ganze Zahl verwandelt werden kann. Da nämlich m
die Wurzel einer Gleichung
c co m + Cl ro m- 1 + ··· +Cm-l m+ Cm = 0
ist, in welcher die Coefficienten c, Cl ••• Cm-l, Cm ganze rationale
Zahlen sind, deren erste c von Null verschieden ist~ so crgiebt sieh
durch Multiplication mit cm - 1 , dass das Product feil eine gaBze
Zahl ist *).
auch gebrochene Zahlen, so ist ± (6, 0) = Cf (0, b), und die heiden Zahlen
(b, 0) und (0, b) lassen sich nach einer leicht zu findenden Regel aus den
sämmtlichen Unterdeterminanten von C bestimmen.
*) Es leuchtet ein, wie wir beiläufig bemerken, dass alle ganzen ratio-
nalen F'actoren, welche dieseIhe Zahl w in eine ganze Zahl verwandeln,
einen Modul [a] bilden, wo a der kleinste positiye unter diesen Factoren
ist; wenn w ganz ist, so ist (t = 1.
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Hieraus folgt, dass man inlDler, und z\var auf unendlich viele
Arten, eine Basis des Körpers .s~ nnuen kann (§. 162), welche aus
lauter ganzen Zahlen besteht. Denn wenn die tl Zahlen Glh
(A)2 • •• 6ln eine beliebige Basis von .Q bilden.. so giebt es n rationale,
von Null verschiedene Zahlen (11' (I, ••• (In von der Art, dass die
n Producte
ganze Zahlen werden, und da das Product (11 (12 ••• (Ln von Null
verschieden ist, so bilden diese Zahlen ((I" a.l ... an ebenfalls eine
Basis von a, d. h. jede Zahl ades K()rpers .!~ Hisst sich stets und
nur auf eine einzige Art durch die l'ornl
U == XI al + T'l(('l + .. · +X"Ct"
darstellen, wo XI' X'J ••• x" ganze oder gebrochene rationale Zahlen
bedeuten. Sind sie sämmtlich ganze Zahlen, so ist (nach §.160, 1.)
auch IX gewiss eine ganze Zahl, also in 0 enthalten, aber diese Be-
hauptung lässt sich iln Allgclncincll nicht umkehren; es ist viel-
mehr denkbar, dass die Coor(linaten XI' X'J .•• x" einer in 0 ent-
haltenen, also ganzen Zahl (( nicht alle ganz sind. Dieser Punct
muss vor allen Dingen vollständig aufgeklärt werden. .
Hierzu schicken wir die Benlerkul1g voraus, dass die Discn-
minante
1\ ( ) (" + ,,, ("»2l..). (.(1' a'l ... a" = ... _at a 2 ••• an
einer aus lauter ganzen Zahlen al' a.l ••• an bestehenden Basis
des Körpers nothwendig eine von Null verschiedene, ganze rationale
Zahl ist; denn sie ist rational, wie alle Discriminanten, und v~n
Null verschieden, weil tXI, a2 •.. an eine Basis von ~, also elll
irr~du~tibeles System bilden (§. 164), und sie ist eine ganze Zahl,
weIl SIe durch Addition, Subtraction und ~Iultiplication aus den
n2 Zahlen a~) gebildet ist, welche mit den n ganzen Zahlen etr
conjugirt und folglich ebenfalls ganze Zahlen sind (§. 163).
.Giebt es nun wirklich eine ganze Zahl a, deren Coordinaten
x r nIcht sämmtlich ganze Zahlen sind und ist k der kleinste ge-
. ,.beme~nsame Nenn.er ~es~r .rationalen Brüche xn 80 wollen Wll' k;
welsen, dass dIe Dlscnmlnante der Basis al' a'l •.• (.(n durch
theilbar, und dass
6 (a ) (1)
h ~ • • • (.(n) = k2 ~ (iLt, iL2 · • · fJn
ist, wo die n Zahlen I'r ebenfalls ganz sind und eine Basis von ~
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bilden. In der That" der Modul a, dessen Basis aus den n -t- 1
ganzen Zahlen Ci, Cil' a2 • •• an besteht, besitzt, weil dieselben von
einander abhängig sind, auch eine aus n Zahlen pr bestehende
irreductibele Basis; diese heiden Basen sind mit einander (nach
§. 165, (14» durch n + 1 Gleichungen von der Form
a s = pl,s/LI +P2,s/L2 + ···+Pn,s/ln
verbunden, wo die n (n + 1) Coefficienten Pr,B ganze rationale
Zahlen bedeuten, und die aus diesen Coefficienten gebildeten n + 1
Deternlinanten n ten' Grades haben keinen gemeinschaftlichen Thei-
ler. Bezeichnet man nun mit P diejenige dieser Determinanten,
welche dem irreductibelen System a l , (t2 ••• an entspricht, so ist
P von Null verschieden, und (nach §. 164, (7))
6 (al' a2 .. · an) = p2 6 (/LI' P2 • · · /Ln);
bedeutet ferner Ps diejenige Determinante, welche aus P hervor-
geht, wenn as durch a, also pr,s durch pr,O ersetzt wird, so ist
Pa = PI al +P2 a2 + ··· Pnan,
wie sich durch Elimination der n Zahlen /Lr aus den obigen n + 1
Gleichungen für aB ergiebt; mithin ist PXr == Pr, und da hieraus
folgt, dass P der kleinste gemeinsame Nenner k der Brüche Xr ist,
so ist die Gleichung (1) bewiesen; da ferner der Modul Q nur ganze
Zahlen enthält, so leuchtet ein, dass auch die n Zahlen ftn und folg-
lich auch ihre Discriminante ganze Zahlen sind, was zu beweisen war.
Mit Hülfe dieses Satzes gelangen wir nun leicht zu dem ge-
wünschten Ziele. Da wir nämlich angenommen haben, dass k2> 1
ist, so folgt, dass absolut genommen
6 (/Li' P,2 • • • Pn) < L1 (CiH ~ • • • an)
ist; es leuchtet aber ein, dass unter allen Basen des Körpers,
welche aus lauter ganzen Zahlen bestehen, und deren I)iscrüni-
nanten folglich ganze rationale, von Null verschiedene Zahlen sind,
auch nlindestens eine solche Basis existiren muss, deren DiscriIni-
nante D, absolut genommen, ein Minimun~ ist, und aus deIn vorher-
gehenden Satze folgt, dass, wenn CO}, C02 ••• co» eine solche Basis
von ,Q bilden, jede in ,Q enthaltene ganze Zahl
w == h1 COI +h2 W 2 + ··· +hnfiJn
nothwendig lauter ganze Coordinaten h 1, h2 ••• h n besitzen muss;
da ferner jedes Systeln von n ganzen Coordinaten hr auch gewiss
eine ganze Zahl w erz~ugt, so ist
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(5)
o == [mt, (i)2 ••• m,,], (2)
d. h. das Systel1~ 0 aller /in a e1lfhalt(ilU'tl !lanzen Zahlen ro ist ein
endlicher lJfodul, dessen Basiszahlen fi}1' Cil'l ••• 6J.. zugleich eine
Bas1·s des Körpers .Q b17(lcll. 'Vir setzen nun die f\.linimal-Discri-
minante
D = 6 (mI' Cil2 ... Cil tt ) == 6 (a) (3)
und nennen diese Zahl D ihrer grossen \Vichtigkeit wegen die
Grundzahl oder auch die Discr1·fllinlll1ff i d(\~ KürjJers a. Sind~,
(,(;2 ••• (,(;n beliebige ganze Zahlen des I\örpcrs, also in 0 ent-
halten, so ist
(,(;s = al,s Cc)l + ll2,. W:z + . · . + a",R m,., (4)
wo die n2 Coordinaten ar,1I Kanze rationalp Zahlen bedeuten, und
wenn man die aus ihnen gehildete Dcterlllinnnte
~+al,1 (1,,7 • .. (I",,, = a
setzt, so ist die Discriminantc
6 (u1, (X,.1 ••• a,.) :::---:!Ja'l; (6)
ist a von Null verschieden, so hilden a 1 'I f4J. ••• a" eine Basis des
Körpers ~, und sie bilden immer, ahcr auch nur dann eine Basis
des Moduls 0, wenn a == + 1 ist.
Im Falle n = 1, woä der Körper Il der rationalen Zahlen,
und 0 == [1] ist, kann man D == 1 setzen.
Zur Erläuterung wollen wir noell das nächstliegende Beispiel,
den Fall eines quadratischen Körpers .Q betrachten. Jede Wurzel.O
einer irreductibelen quadratischen Gleichung lässt sich auf dIe
Form
(J = a +b y'd
bringen, wo d eine ganze rationale positive oder negative Zahl be-
d~utet, welche durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar, und auch
nIcht = + 1 ist, während a, b rationale Zahlen sind, deren letz-
t~re nicht verschwindet. Alle in ~ enthaltenen, d. h. durch 0 ra-
tIonal darstellbaren Zahlen sind dann von der FOl,n
m = t+ 'ltVd,
wo t, 1,t willkürliche rationale Zahlen bedeuten. Durch die nicht
identische Permutation des Körpers geht l'd in - t/d·, also aUge-
·mein co in die conjugirte Zahl
m' == t - u l/d
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übe~, welc~e ebenfal.ls in .Q enthalten ist; mithin ist jeder qua-
dratIsche Korper ,Q eIn Normalkörper (§. 163). Die ganzen Zahlen
1 und Vd sind von einander unabhängig, und es ist
~(1, Vd) = I:: -~~r = 4dj
da diese Discriminante durch keine Quadratzahl k2 ausser 1 und 4
theilbar ist, so schliessen wir aus dem obigen Satze (1), dass die
Grundzahl D des !{örpers entweder = 4 d oder == d sein muss,
und das letztere wird stets und nur dann eintreten, wenn es in ~
eine ganze Zahl von der Form
x+yVd
2
gieht, wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten, die' nicht beide
gerade sind. Aber auch ohne Zuziehung des obigen Satzes finden
wir dasselbe Resultat leicht durch directe Untersuchung, wie folgt.
Jede in ~ enthaltene Zahl ro lässt sich stets und nur auf eine
Art in die Form
x+yVd
ro == ----
z
setzen, wo x, y, z ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Theiler bedeuten, von denen die letzte z positiv ist. Soll nun ro
eine ganze Zahl sein, so muss (nach §. 163) auch die cOl1jugirte
Zahl
, x-yVd
CcJ == -----.;,--
s
eine ganze Zahl sein, und folglich muss dasselbe auch VOll <lell
heiden Zahlen
+ ' 2.'X 'N(") x
2
-dy2ro Ci) 6) == ro == ---
ro == Z' Z2
gelten; und umgekehrt, sohald dies <1e~" I~"all ist, so ist fi) als \Vurzel
der Gleichung
2x X2 - d1/2
ro 2 - -- ro + '== 0Z Z2·
gewiss eine ganze Zahl. Es sei e der grösste gOlneinschaftliche
Theiler von z und x, so geht c2 in Z2, also aueh in .rr'l_dy2, lllit-
hin auch in d y2 auf; da aber d durch kein (~uadrat aUS8cr 1 theil-
bar ist, so Inuss e2 in y2, also c in y aufgehen ~ und hieraus folgt,
Dir ich1e t, Zahlentheorie.
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dass e == 1 ist, weil x, y, z keinen gCll1cillschaftlichen Theiler
haben. Da nun e und x relative Prinlzahlen sind, und z in 2x
aufgeht, so muss z == 1 oder === 2 sein; inl ersten f-'all ist CAJ gewiss
eine ganze Zahl, und es fragt sich nur noch, ob und wann der
zweite Fall möglich ist. 'Venn aber z == 2 ist, so ist x ungerade,
und folglich x 2 =I (mod. 4); da fenlcr x 2 - dy2 durch z'J = 4
theilbar ist, so ist {ly2 = I (mod. 4), mithin sind d und y unge-
rade, also 'y'l =I (mod. 4), also auch
d = 1 (mod. 4).
Diese Bedingung ist also erforderlich, dalnit der .Fall z = 2 ein-
treten kann; und umgekehrt, wenn sie erfüllt ist, so ist jede Zahl
x+yVd
2
in welcher x, y heide ungerade sind, ""irklich eine ganze Zahl. Da
zu diesen ganzen Zahlen noch alle diejenigen hinzukommen, in
welchen z = 1 ist, so besteht das H)"stelll 0 nllcr ganzen Zahlen
des Körpers in diesenl }1'alle offenbnr aus allen Zn.hlen von der
Form
+
1 + ~/(l
x y 2 '
wo x, y willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten, d. h. es ist
o == [1 1+ l'd]
, 2 '
und folglich ist die Grundzahl
1, 1 + 1Id
2
== d.
1, I-Vd
2
Ist aber d nicht = 1 (mod. 4), also
d =2 oder 3 (mod. 4),
so muss z = 1 sein, und folglich ist
o === [1, 1/dJ, ]J == 4 d.
Beide Fälle lassen sich offenbar dahin vereinigen~ dass stets
0= [1, D~ VD]
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ist. Es giebt 61 quadratische Körper, deren Grundzahlen]) ab-
solut g.e~om~en kleiner als 100 sind; unter diesen Zahlen D sind
30 posItIve Zahlen
5, 8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 40, 41, 44, 53, 56, 57,60,61,
65, 69, 73, 76, 77, 85, 88, 89, 92, 93, 97,
und die absoluten Werthe der 31 negativen Zahlen D sind
3, 4, 7, 8, 11, 15, 19, 20, 23, 24, 31, 35, 39, 40, 43, 47, 51, 52, 55,
56, 59, 67, 68, 71, 79, 83, 84, 87, 88, 91, 95.
Die Grundzahl des Körpers J (§. 159) ist = - 4 *).
§. 167.
Das Gebiet 0 aller ganzen Zahlen ro, welche in einem Körper ~
vom Grade n enthalten sind, b~sitzt einige allgemeine Eigenschaften,
welche denen der früher behandelten speciellen Gebiete [1] und
[1, i] genau entsprechen. Wir wollen diese Analogie zunächst ver-
. folgen, um sodann diejenige wesentlich neue Erscheinung hervor-
zuheben, welche uns zur Einführung neuer Begriffe nöthigen wird.
Vor Allem ist zu bemerken, da.ss die Zahlen UJ, zu denen auch
alle ganzen rationalen Zahlen gehören, sich durch Addition, Sub-
traction und Multiplication reproduciren; wenn ferner von zwei
solchen Zah~en a, p.. die erstere durch die letztere theilbar ist
(§. 161), so ist a = I.t v und die Zahl v gehört demselben Gebiete
o an. Zugleich leuchtet ein, dass in 0 die heiden Elementarsätee
*) Um schon hier einen Begriff von der Bedeutung der Grundzahl D
zu geben, wollen wir nur darauf aufmerksam machen, dass (znfolge §. 52,
I. - IV.) die positiven rationalen Primzahlen p, von welchen d quadra-
tischer Rest ist, immer in arithmetischen Reihen von der kleinsten Diffe-
renz D enthalten sind; dieselben Zahlen 1), welche zwar Primzahlen im
rationalen Körper R sind, verlieren den eigentlichen Primzahl- Charakter
in dem entsprechenden quadratischen Körper n., und dem in dieser Form
ausgesprochenen Gesetz fügt sich auch die Zahl 11 == 2. Dies aus dem Re-
ciprocitätssatze abgeleitete Gesetz der Vertheilung in arithmetische Reihen
hängt wesentlich damit zusammen, dass !l. ein Divisor desjenigen Kreis-
theilungs-Körpers R (0) ist, welcher aus der Gleichung OD = 1 ~ntsprin~t"
während aus jeder Gleichung 8m =1, deren Grad 1n absolut< D, Immer (1111
Körper R (8) entspringt, "reIcher die Zahl 11 d nicht enthält.
32*
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der Theilbarkeit gelten, die ,vir früher (§. 161, I. und 11.) für das
Gebiet aller ganzen algebraischen Zahlen bewiesen haben.
Die Norrn einer Zahl 1L des Gebietes 0 ist eine ganze rationale
Zahl; denn sie ist rational, wie alle Kormen (§. 164), und eine
ganze Zahl, weil sie das Product aus den 'n mit fL conjugirten Zahlen
ist, welche gleichzeitig mit 1L ganze Zahlen sind (§.163). Da ferner
einer von diesen Factoren identisch mit fl, und das Product der
übrigen Factoren eine ganze Zahl ist, so ist N(P) thc·ilbar durch /L, also
N (fL) === P 1', (1)
wo v abermals dem Gebiete 0 angehört. Derselbe Satz ergiebt
sich auch leicht auf folgende \Veise. Ilildcll die n Zahlen rot,
G)2 ••• W n eine Basis von 0 (§. 166, (2», so sind die n I>roducte p. ro 8
ebenfalls in 0 enthalten, und man kann folglich
fL ID B == CI, B ID 1 + C2, 11 w2 + ··. J- r,., R La" (2)
setzen, wo die Coefficientcn er, lJ ganze rationale Zu/hlen bedeuten,
deren Determinante
~+ Cl, 1 C2, 2 • • • Cfl,ft =-::: N (11') (3)
ist (§. 164, (10)); durch Umkehrung der 1~ (ileichungen (2) ergiebt
sich nun, dass jede der n ßasiszahlen w,. durch ~Iultiplicationmit
N{Il') in eine durch", theilbare Zahl \'erwandelt wird; mithin is~
wenn G) eine beliebige Zahl in 0 bedeutet, auch wN(lL) durch f'
theilbar, und da unter den Zahlen w sich auch die Zahl 1 befindet,
so ist N (~) theilbar durch ll, was zu beweisen war.
Wir bemerken noch beiläufig, dass die in (1) auftretende Zahl v,
welche wir die zu p, adjungirte Zahl nennen wollen, immer von
der Form
v=+p,n-l+atfltl-2+ ... +a,,-2P,+an -l (4)
ist, wo die Coefficienten (tl' a2 ••• an _ 1 ganze rationale Zahlen be-
deuten; denn nach Elimination der n Zahlen W
r
aus den Gleichun-
g~n (~) erscheint fL als die \Vurzel einer Gleichung n ten Grades
mIt ganzen rationalen Coefficienten, deren letzter === +N(p,) ist
(vergl. §. 164, (11». -
+\us dem Satze über die Norm eines llroductes (§. 164, (2)),
d. h. aus der Gleichung
N(aß) = N(a)N(ß), .(5)
crgiebt sich ferner der häufig anzuwendende, aber nicht umzU-
kehrende Satz: ist r theilbar durch (~, so ist auch N(r) theilb~r
durch N(a) ..
(D)
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o Die Norm besitzt nun eine äusserst wichtige Bedeutung, welche
ml~ d~m folgenden Begriffe zusammenhängt. Zwei Zahlen a, ß
helssen congruent in Bezug auf die Zahl p" den Modulus, wenn ihre
Difloerenz u-ß durch f" theilbar ist, und wir bezeichnen dies durch
die Oongruenz
u =ß (mod. p,) (6)
mit welcher die Congruenz ß= a (mod. p,) gleichbedeutend ist;
wir nennen dagegen die Zahlen a, ß, r 0 • • incongruent nach p"
wenn keine von ihnen mit einer der übrigen congruent ist. Aus
der oben erwähnten Reproduction unserer ZaWen (jJ durch Addi-
tion, Subtraction und ~Iultiplication folgt, dass man beliebig viele
solche Congruenzen, die sich auf einen und .denselben Modull1' be-
ziehen, addiren, subtrahiren und auch multipliciren darf, wie Glei-
chungen (vergl. §. 17). Ferner leuchtet ein, dass jede Zahl mit
sich selbst congruent ist, und dass zwei mit einer dritten con-
gruente Zahlen auch mit einander congruent sind; man wird daher
alle Zahlen (jJ in Zahlelassen in Bezug auf /l' eintheilen , in der
Weise, dass eine Zahlclasse aus allen denjenigen Zahlen besteht,
welche mit einer bestimmten Zahl, dem Repräsentanten der Classe,
und folglich auch mit einander congruent sind. Hierbei ist die
wichtigste Frage die nach der Anzahl dieser Classen, d. h. nach
der Anzahl aller in Bezug auf /l' incongruenten Zahlen Wo Die
Beantwortung derselben ergiebt sich unmittelbar aus der Theorie
der Moduln (§o 165), denn offenbar bilden unsere Congruenzen nur
einen speciellen Fall von den dort betrachteten. Bezeichnen wir
nämlich Init m das System aller durch /lt theilbaren Zahlen p, (jJ, wo
ro == h1 COI +h2 ro2 + ·· · + hn ro n
ist, und h1, h2 ••• 71,11, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, so
leuchtet ein, dass
nt === [p, rol' P, (jJ2 0 • • !L (jJn] === o!t, (7)
und dass die obige Congruenz (6) völlig gleichbedeutend mit der
Congruenz
a = ß (mod. 111) (8)
ist. Da nun der lVlodul m durch den l\fodul 0 theilbar ist, und da
die Basiszahlen des ersteren mit denen des letzteren durch die
Gleichungen (2) zusammenhängen, so ergiebt sich (nach §.165, (22))
mit Rücksicht auf (3) der Satz
(0, 1n) == + N Üt),
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d. h. die Anzahl aller nach f" inCOllgrllenfen Zahlen (ü ist gleich dem
absoluten Werth der Nor'lIl ron u. Ilierbei ist vorausgesetzt, dass
p. und folglich auch N(p.) von Xull verschieden ist; wenn' aber /l
verschwindet, so ist die Anzahl der incongruenten Zahlen W offen-
-bar unendlich gross, und die vorstehende Gleichung bleibt richtig,
wenn (0, m) wieder == 0 gesetzt l\rird (~. IG5). "l'ir bemerken zu-
gleich, dass der obige Satz (1) jetzt als ein specieller Fall des
Satzes (7) in §. 165 erscheint.
Ist p, eine Einheit (§. 161), so sind alle Zahlen (ü =0 (mod. p,)
und bilden folglich nur eine einzige Classc; mithin ist m = 0, und
N(p.) ::= + 1; (10)
dasselbe folgt unmittelbar aus dem Satze (f), ,,"eil ,.., in 1 aufgeht,
und N(l) == 1 ist. Umgekehrt, wenn N(,..,) = -1- 1 ist, so folgt
aus (2) und (3), dass die 1t Productc p. c.) R ehenfa.lls eine Basis von 0
bilden; mithin ist 0 == m, und folglich ist jede Zahl ro, also auch die
Zahl 1 durch p, theilbar, d. h. 1J ist eine J·:inhcit; dasselbe ergiebt
sich offenbar noch kürzer aus dem obigen Satze (1).
Betrachten wir jetzt eine Zahl !J-, ,,'elche von Null verschieden
und auch keine Einheit ist, so ist N(",) absolut > 2, und umgekehrt;
jede solche Zahl p, ist gewiss durch alle Einheiten E, und ausser-
dem durch alle mit,." associirten Zahlen E!-L theilbar. Nun sind
zwei Fälle möglich: wenn die Zahl ~ ausser den eben genannten
Zahlen E und E f.L keinen anderen DiYisor in 0 besitzt, so heisst P
ttnzerlegbar (in 0, was immer hinzuzudenken ist); sie soll dagegen
zerlegoar heissen, wenn sie einen von den Zahlen E und f p, ver-
schiedenen Divisor a besitzt. In dem letzteren f-'alle ist p, = up,
und es leuchtet ein, dass auch ß weder eine Einheit, noch mit p
associirt sein kann, weil sonst a entweder mit f.L oder mit 1
associirt wäre; da ferner N(!l) == N(a)N(ß) ist, so folgt, dass
(absolut) N(f.L»N(a) > list. Zerlegt man nun a und ß, falls es
angeht, weiter in solche Factoren die keine :f:inheiten sind, und
fä~rt man so fort, so ergiebt sich 'aus der angeführten Beschaffen-
heIt der Normen, dass diese Zerlegung nach einer endlichen An-
zahl von Schritten ihr Ende finden muss' während also in dem auS
II 1 b · '. h" ktea en a ge ralschen Zahlen bestehenden Körper eine unbesc r~n
Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen stattfindet (§. 161), gilt für Jeden
endlichen Körper .Q, der folgende Satz:
Jede zerlegbare Zahl 1'St (larsfellbar als Pro(Zuct u'ltS einer end~
lichen Anzahl von unzerlegbaren Factoren.
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Diese ?p~ration der Zerlegung einer Zahl p. ist vollständig
analog derJ enlgen, welche wir früher bei den Körpern Rund J
(§.~. 8 und 159) beschrieben haben; aber in diesen beiden speciellen
Fallen besass das Schlussresultat eine grössere Bestimmtheit als
dasjenige, zu welchem wir hier gelangt sind, denn wir kon~ten
damals beweisen, dass das System der unzerlegbaren Factoren von
!' ein im Wesentlichen bestimmtes, einziges war, vorausgesetzt,
dass zwei associirte Zahlen als nicht wesentlich verschieden ange-
sehen wurden. Dieser Nachweis gründete sich bei beiden Körpern
auf diejenige Eigenschaft ihrer unzerlegbaren Zahlen, welche wir
den Pri1nzahl- Oharakter nennen wollen, die aber bei einem belie-
bigen endlichen Körper a, mit der Unzerlegbarkeit keineswegs
nothwendig verbunden ist. Um diesen Unterschied kurz bezeich-
nen zu können, stellen wir der obigen Eintheilung der Zahlen ro
in zerlegbare und unzerlegbare Zahlen die folgende gegenüber:
Eine von Null verschiedene Zahl fJ" welche keine Einheit ist,
soll eine Primzahl (in D) heissen, wenn je zwei dur9h !L nicht theil-
bare Zahlen ro auch ein durch fJ, untheilbares Product besitzen *);
giebt es aber· zwei durch !-" nicht theilbare Zahlen ro, deren Pro-
duct durch ft theilbar ist, so soll !L eine zusa1nmengesetzte Zahl
heissen.
Es leuchtet unmittelbar ein, dass jede zerlegbare Zahl gewiss
auch eine zusammengesetzte Zahl, also jede Primzahl gewiss eine
unzerlegbare Zahl ist. In den beiden speciellen Fällen der Körper
Rund J decken. sich nun heide Eintheilungen vollständig, d. h.
jede unzerlegbare Zahl ist auch eine Primzahl, und jede zusammen-
gesetzte Zahl ist auch eine zerlegbare Zahl, und man erkennt so-
fort, dass gerade hierin der Grund liegt, weshalb die Zerlegung
einer Zahl in unzerlegbare Factoren eine einzige, völlig bestimmte
ist (§§. 8 und 159); dieselbe Bestimmtheit der Zerlegungen wird
deshalb bei allen Körpern ~ vorhanden sein, bei welchen die nc-
*) Ist also a f1 theilbar durch die Primzahl jU, so ist ,venigstens einer der
heiden ~-'actoren «, f1 durch fl theilbar. - Aus dieser Definition folgt leicht,
dass die kleinste, durch fl theilbare positive rationale Zahl p eine Prim-
zahl in R, und dass ± N(p.) = pi ist; der Exponent f, welcher ünmer > 0
und < n ist kann der Grad der Primzahl fl genannt werden. Die Um-
kehrung die~es Satzes ist im Allgemeinen nicht gestattet, doch gilt der
folgende, ebenfalls leicht zu be,veisendc Satz: ist N Cu) eine Primzahl in
R, so ist ft eine Primzahl (ersten Grades) in !l..
504 Sllpplt'lJH.'ut X I.
griffe der unzerlegbaren Zahl und der l)riIllzahl sich vollständig
decken. Sobald aber eine unzerlegharc Zahl !.L existirt, welche
keine Prinlzahl, also eine zusanllncngesetzte Zabl ist, so giebt es
zwei durch ,p. nicht theilbarc Zahlen a, ß, deren Product r durch
1L theilbar, also von der Form Il v ist; mag Ulan nun die Zahlen
a, ß, v, wenn sie zerlegbar sind, auf irgend ,velche 'Veise in un-
zerlegbare Factoren aufgelöst hahen" so entspringen aus den Glei-
chungen
i' == (/, ß und i' == P v
zwe'i Zerlegungen derselben Zahl I' in unzerlegharc Factoren, und
diese heiden Zerlegungen sind uic81'ufl ;I'h, f(lrschicdclt, weil unter
den Factoren der durch"" nicht theilharC'Jl Zahlen « und ß kein
einziger mit p, associirt sein kann.
Auf eine solche Erscheinung ist KlllIUllC'r bei seinen Unter-
suchungen über diejenigen Zahlcngf'hictc 0 gcstossen, welche aus
dem Problem der Kreistheilung entspringen; ahcr durch die ~~infUh­
rung seiner idealen Zahlen ist es ihnl' gelungen, die hiermit zu-
sammenhängenden grossen Schwierigkeiten zu iihcr,,:inden. Diese
Schöpfung neuer Zahlen beruht auf einenl Ciedankcn, welcher fur
unseren obigen Fall sich etwa in folgender 'Veise uarstellen lässt.
Wären die Zahlen a, {J, p" v, welche durch die Gleichung
aß = p,v (11)
mit einander verbunden sind, ganze rationale Zahlen und zwar ohne
gemeinschaftlichen Theiler, so würde hieraus nach den in R herr-
~chen~,en Gesetzen der Theilbarkeit eine Zerlegung dieser Zahlen
In ratIonale Factoren folgen, nämlich
a = al tX2, ß == ßI ß2' P, == (/,1 ß2' V = PI (t,l. (12)
und zwar WÜrde a l relative Primzahl zu ß und ebenso U-2 relative
Primzahl zu fJ2 sein; selbst wenn man nu~ diese Zerlegung nicht
wirklich ausgeführt hätte, wenn man also die vier ganzen ratio-
nalen Zahlen (Xl' (,(2' ßl' ß2 noch nicht kännte so wären dieselben
d~ch w~se.ntlich bestimmt, und, was das Wichtigste ist, man wäre
mIt alleInl~erHülfe der gegebenen Zahlen Cl, ß, f.L, v völlig im Stande
z~ entscheIden, ob eine beliebige ganze rationale Zahl m durch
eIne der unbekannten Zahlen, z. B. durch (Xl' theilbar ist oder nicht;
denn offenbar ist die Congruenz
ro =0 (mod. (Xl) (13)
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völlig gleichbedeutend mit jeder der heiden Congruenzen
ß(XJ =0 (mod. ~), VID = 0 (mod. ~). (14)
Wir haben es nun in Wahrheit nicht mit rationalen, sondern
mit Zahlen a, 13, ~, v zu thun, welche dem Gebiete 0 angehören,
und da die Zahl p, unzerlegbar, und keine der Zahlen ~ ß durch p,
theilbar ist, so existirt innerhalb 0 eine Zerlegung von der For~
(12) in Wirklichkeit nicht; aber obgleich eine Zahl wie ~l nicht in
o vorhanden ist, so kann man mit Kummer doch eine solche Zahl
a1 als einen idealen Factor der wirklichen Zahl p, in die Unter-
suchung einführen; diese ideale Zahl lXl tritt zwar niemals isolirt
auf, aber in Verbindung' mit anderen, ebenfalls idealen Zahlen U2 , ß2
kann sie wirkliche Zahlen a, p, des Gebietes 0 erzeugen, und vor
allen Dingen lässt sich die Theilbarkeit einer beliebigen wirklichen
Zahl ca durch die ideale Zahl ~l mit voller Klarheit, nämlich durch
jede der beiden obigen Congruenzen (14) definiren.
Eine solche fingirte Zahl ~1 wird man eine ideale Primzahl
nennen, wenn je zwei durch (.(1 nicht theilbare Zahlen ein Product
geben, welches ebenfalls durch (.(1 nicht theilbar ist; man kann auch
Potenzen solcher Primzahlen einführen und die Theilbarkeit einer
beliebigen wirklichen Zahl ro durch u~ so definiren, dass die
Congruenz
Ce) = 0 (mod. (.(~")
als gleichbedeutend mit jeder der beiden Congruenzen
ßrro =0 (mod. /Lr), vrco =0 (mod. ~1')
angesehen wird. Zur Erläuterung möge folgendes einfache Bei-
spiel dienen *).
Der quadratische Körper ,Q, welcher aus einer Wurzel (J der
Gleichung
02 +5 == 0
entspringt, hat die Grundzahl D == - 20, und der endliche lViodul
o ==[1, 0]
*) Dasselbe ist ausführlicher behandelt in des IIerausgebers Ahhand-
lung Bur la theorie des nOl1~bres entiers algebriques §§. 7 - 12 (Paris, 1877 ;
Abdruck aus dem Bulletin des Sciences math. et astron. von Darboux uTIrl
Hoüel, 1re serie, t. XI, et 2e serie, t. I).
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(1 + 0) 6) =0 (n10d. 2)
(1 - fJ) 6) =0 (nlod. 2)
(1 - 0) 6) =0 (nlod. il)
(1 + fJ) CA) = 0 (l11od. il)
ist der Inbegriff aller in .Q, enthaltenen ganzen Zahlen ro (§. 166),
Unter diesen befinden sich die folgenden ,;er unzerlegbaren Zahlen
a == 2, ß == 3, /l == 1 - 0, v == 1 +(),
welche durch die Gleichung
aß==/lv
mit einander verbunden und folglich keine Prinlzahlen, sondern
zusammengesetzte Zahlen sind. ~[an wird daher vier ideale Zahlen
Ul' U2' PI' fJ2 einführen und so definiren, dass eine beliebige Zahl Cd
theilbar durch al' ~, ßl' {ll heisst, ,venn die entsprechende Con-
gruenz
erfüllt ist.
Da nun 1 + (J == 1 - 0 (mod. 2} ist, so cr~ieht sieh, dass jede
durch IXI theilbare Zahl Ct) auch durch lLJ theilhar ist, und um-
gekehrt; man wird daher die heiden idealen Zahlen ((1' ~ als nicht
wesentlich verschieden anzusehen habcn. l)nhingegen ist al"ver-
schieden von ßI und ß2' weil die Zahl CA) = 2 durch al theilbar,
aber weder durch ßl noch durch ßt theilbar ist; und ebenso sind PI
und ß2 verschieden von einander, ,,"cil 1+0 theilbar durch PI'
aber nicht theilbar durch ß2' und ,,"eil 1 - U theilbar durch ß2'
aber nicht theilbar durch ßI ist.
Da m == X +y () ist, wo x, y beliebige ganze rationale Zahle?
bedeuten, so sind die obigen Congruenzell gleichbedeutend mIt
den folgenden
x =y (n10d. 2)
x =y (nlod. 3)
x = - y (nlod. 3)
und hieraus ergiebt sich leicht, dass (.(1 ~ ß1' ß'l ideale Prhllzahlen
sind.
Durch die Einführung dieser und unendlich vieler ander~n
idealen Primzahlen, sowie ihrer !)otenzell ge\vinnt nun die Theo~le
d· Z I . '. . f' 1helt·leses ah engebIetes 0 eine he\vunderun ffS\VÜrdlge EIn ac 1 ,
in der That gelangt man auf diese Weise z~ denl überraschenden
Resultate, dass die in der Theorie der rationalen (oder cOIllplexen)
Zahlen herrschenden allgemeinen Gesetze der Theilbarkeit, welche
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in unserem Gebiete 0 ihre Geltung zu verlieren drohten nun voll-
ständig wiederhergestellt werden; jede Zahl ro des Gebietes 0 kann
wie ein Product von völlig bestimmten Potenzen von wirklichen
oder idealen Primzahlen angesehen werden, und irgend eine z\veite
Zahl ro' wird stets und nur dann durch ro theilbar sein, wenn alle
in ro aufgehenden Potenzen von wirklichen oder idealen Prim-
zahlen auch in 6)' aufgehen. In diesem Sinne gelten z. B. die
folgenden Zerlegungen
2'==(X12, 3==ßIß2' 1-()=UIß2, 1+0==al{3l,
2 - () = ßl, 2 +0 == ßi.
Mit diesem Versuche, den Grundgedanken der Kummer'schen
Schöpfung zu erläutern, müssen wir uns hier begnügen; es würde
sich nämlich selbst bei dem einfachen, hier gewählten Beispiele
bald zeigen, dass eine völlig klare und strenge Durchführung dieser
Untersuchung einige Schwierigkeiten darbietet, die zwar nicht
erheblich sind, deren Beseitigung aber doch etwas umständlich'
ist. In bei weitem höheren Maasse treten solche Schwierigkeiten
auf, wenn man zu Körpern höheren Grades übergehen oder gar,
was unsere eigentliche Aufgabe ist, die allgemeinen Gesetze der
Theilbarkeit ergründen will, welche für jeden endlichen Körper a
gelten. Wegen dieser Schwierigkeiten, deren genauere Erörterung
uns hier zu weit führen würde *), verzichten wir im :Folgenden
gänzlich auf die Einführung idealer Zahlen und gründen unsere
Theorie auf einen anderen Begriff, den Begriff des Ideals, worunter
immer ein mit gewissen charakteristischen Eigenschaften begabtes
System von unendlich vielen wirkl~·chen Zahlen verstanden
werden soll. .
Es wird gut sein, diesen Begriff an unserem obigen Ileispielc
zu erläutern. Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir,
dass eine ganze Zahl ro ::= X + y 0 durch die ideale PriInzahl (Xl
theilbar ist, besteht darin, dass x =y (lnod. 2), also x === 2 z +Y
ist, wo z eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet; jede solche
Zahl co ist also von der :Forlu 2 z -t- (1 + (i) y. Bezeichnet man
daher nlit a den Inbegriff aller durcll (Xl theilbaren Zahlen ro,
so ist
a == [2, 1 +0],
*) Vergl. die Einleitung der Schrift Bur la theorie des nOl1~bres enti('r~
algebriques.
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und ebenso findet man, dass
III == [3, 1 + fJ)
der Inbegriff aller durch PI' und
112 == [3, - 1 + OJ
der Inbegriff aller durch ß2 theilbaren Zahlen ist. ~fan überzeugt
swh nun leicht, dass es zlt~ei Eigenschaften gicht, "reIche diesen
drei Systemen gemeinschaftlich ZUkOß1ß1CIl; ist nämlich 111 ein
beliebiges der drei Systeme 0, lll' b2~ so gil t 14'olgcndes:
J. Die Zahlen des Systenls nt reproduciren sich durch Addi-
tion und Subtraction, d. h. tt1 ist ein )[odul.
11. Jedes Product aus einer in I1t und einer in 0 enthaltenen
Zahl gehört dem System nt an.
Diese beiden Eigenschaften kOllllncn aher nicht 1>108s den
genannten Systemen 0, bl , b2 , sondern unendlich vielen anderen
. Systemen zu; dahin gehört z. lt auch jf'dcs ~ystcln 11t, welches aus
allen durch eine bestimmte u;irkliche Zahl,." thcilhnren Zahlen 1J' CA)
besteht, und es leuchtet ein, dass in dipsem l~'alle die beiden
Eigenschaften I. und II. lediglich eine andere Alls<1rucksform für
die heiden oft erwähnten Eletnentarsiitzc der 'rhcilbarkeit bilden
(§. 161, I. und 11.). Diese Benlerkung vor allen ist es, welche dazu
drängt, eine Theorie solcher Systeme n1 aufzustellen~ welche die
beiden Eigenschaften L und 11. besitzen; jedes solche System m
_ wollen wir wegen seiner augenscheinlichen Beziehung zu Kummer's
idealen Zahlen ein Ideal des Gebietes 0 nennen; der Erfolg wird
zeigen, dass durch die allO'emeine Theorie der Ideale, deren Ele-
mente wir im Folgenden e;twickeln wollen, die Gesetze der Thei!-
barkeit der Zahlen in erschöpfender 'Veise ZUlU Abschluss gebracht
werden.
§. 168.
Obwohl unsere letzten Benlerkungen ans der lletrachtung
eines bestimmten Beispiels, nämlich des quadratischen Körpers
.von ~er Grundzahl - 20, hervorgegangen sind ~ so ist doch der
BegrIff des Ideals, auf den uns diese 13etraehtung geftihrt hat,
schon in der grössten Allgemeinheit gefasst; ist ~ ein beliebiger
endlicher Körper vom Grade n, und 0 das System alle: in a anti
baltenen ganzen ZaWen w, so verstehen wir unter eInem Idea
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d~eses .Gebietes 0 jedes in 0 enthaltene Zahlensystem a, welches
dIe belden folgenden Eigenschaften besitzt:
. I. Die Summen und Differenzen von je zwei Zahlen des
Systems a gehören demselben System a an.
11. Jedes Product aus einer in a und einer in 0 enthaltenen
Zahl ist eine Zahl desselben Systems o.
Zufolge dieser Definition würde die Zahl Null für sich allein
ein Ideal bilden, und manche der im Folgenden zu entwickelnden
Sätze würden ihre Gültigkeit auch für diesen speciellen Fall nicht
verlieren; da es aber für die Ausdrucksweise lästig ist, die etwaigen
Ausnahmen immer anzugeben, so wollen wir diesen Fall lieber
gänzlich ausschliessen und folglich ein System 0, welches den vor-
stehenden Bedingungen genügt, nur dann ein Ideal nennen, wenn
es mindestens eine von Null verschieden~ Zahl und folglich auch
unendlich viele von einander verschiedene Zahlen enthält.
Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus den heiden Eigen-
schaften I. und 11., 'welche als Definition eines Ideals gelten, alle
anderen Eigenschaften und alle Beziehungen der Ideale zu ein-
ander abzuleiten. Hier ist vor Allem zu bemerken, dass die
Eigenschaft J. nichts Anderes sagt, als dass jedes Ideal a ein Modul
ist (§. 165), und wir wollen deshalb alle allgemeinen Begrifl'e und
Sätze der Theorie der Moduln, insbesondere diejenigen über die
Theilbarkeit der Moduln, ohne Weiteres auf unsere Ideale über-
tragen. Jedes Ideal a ist demnach ein durch 0 tkeilbarer Modul,
weil das Zahlensystem a zufolge der Definition in 0 enthalten ist.
Zugleich leuchtet ein, dass 0 selbst ein Ideal ist, weil die in I. p
enthaltenen Zahlen G) sich durch Addition, Subtraction und Multi-
plication reproduciren; dieses Ideal 0 spielt daher, weil es in allen
Idealen aufgeht, dieselbe Rolle unter den Idealen, wie die Zahl 1
unter den positiven ganzen rationalen Zahlen. Es ist aber wohl
zu beachten, dass (abgesehen von dem Falle n == 1) nicht jeder
durch 0 theilbare Modul deshalb schon ein Ideal ist; vielmehr wird
ein solcher Modul erst dann ein Ideal, wenn er zugleich die
Eigenschaft 11. besitzt, und es wird sich zeigen, dass durch diese
zu dem Begriff des Moduls hinzutretende Eigenschaft die Theorie
der Ideale eine bei weitem schärfere und bestiInmtere Gestalt
erhält als die Theorie der Moduln. Wir heben zunächst folgende,
Sätze hervor.
1. Das Ideal 0 ist das einzige Ideal, welchem die Zahl 1
(oder irgend eine andere Einheit) angehört.
510 Supplement XI.
Denn das Gebiet 0 ulnfasst alle ganzen rationalen Zahlen und
enthält folglich auch die Zahl 1; umgekehrt, wenn in einem Ideale a
irgend eine Einheit E enthalten ist, so sind in demselben (zufolge II.)
auch alle Zahlen 00 des Gebietes 0 enthalten, weil sie alle durch E
theilbar sind; mithin ist 0 theilbar durch Q, und hieraus folgt
Q = 0, weil Q als ein Ideal durch 0 theilbar ist.
2. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache n1 und der grösste
gemeinschaftliche Theiler h von zwei Idealen Q, b sind ebenfalls
Ideale.
Denn jedenfalls sind n1 und h )Ioduln (§. 165), und zwar
durch 0 theilbare Moduln, weil dasselbe von Q und b gilt. Ist nun
11' eine beliebige Zahl in m, so ist"" in a und in b enthalten, mithin
wird (zufolge 11.) auch jedes Ilroduct p CA) (wo G), wie imIner, eine
beliebige Zahl in 0 bedeutet) in a und in b, folglich auch in m
enthalten sein, d. h. m besitzt auch die Eigenschaft II.; da ferner,
wenn a, ßbeliebige Zahlen der Ideale a, b hedeuten, das Ilroduct aß
(zufolge 11.) in a und in b, also auch in tlt enthalten ist, so giebt
es in m auch Zahlen"" = aß, die von Null verschieden sind, weil
die Zahlen ~ und ebenso die Zahlen ß nicht siilnmtlich verschwin-
den; mithin ist m ein Ideal. Dasselbe gilt offenbar von dem
System b aller Zahlen ~ = ~+{j; denn da alle Producte a ro in Q,
alle Producte ß00 in b enthalten sind, so gehört jedes Product
ß ro = ~ ro +ß00 wieder dem System b an, und dass die Zahlen ~
nicht alle verschwinden, leuchtet schon daraus ein, dass a durch b
theilbar ist.
3. Ist a ein beliebiges Ideal, und'J eine yon Null verschiedene
Zahl in 0, so ist a 1J ebenfalls ein Ideal und zwar ein gemeinschaft-
liches Vielfaches der beiden Ideale a und 0 'J.
Denn Q fJ besteht (nach §. 165) aus allen Producten von der
Form IX 1], wo ~ jede Zahl in a bedeutet, und ist daher ein l\lodu~
welcher nicht nur durch 0, sondern auch durch 0 fJ und (zufolge 11.)
?urch a theilbar ist; da ferner jedes Product IX CiJ in a, mithin
J~des Product (rx 1]) tU == (rx (0) 1J wieder in a 11 enthalten ist, und da
d~e Producte rx 1J auch nicht sämnltlich verschwinden, so ist a '1J
eIn Ideal. -
. .Aus den beiden letzten Sätzen geht hervor, dass, wenn man
die In §. 165 beschriebenen )lodulbildungen auf beliebige Ideale
Q, b, C • • • und Zahlen 1J, 1J' ••• des Gebietes 0 anwendet, die so
erhaltenen Moduln immer wieder Ideale sein ,,"erden· wir wollen
daher, wenn das Gegentheil nicht ausdrücklich b~merkt wird,
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d~rch kleine deutsche Buchstaben künftig nur noch Ideale be-
z~lchnen, und ebenso sollen, wenn von Theilern oder Vielfachen
~llles Ideals die Rede ist, darunter nicht beliebige Moduln, sondern
Immer nur Ideale verstanden werden.
Von hervorragender Wichtigkeit sind die Ideale von der
Form 0 1J; ein solches Ideal, welches aus allen durch 1J theilbaren
Zahlen Ci) 1J besteht, wollen wir ein Hauptideal nennen. Da unter
den Zahlen CA) 'YJ sich auch die Zahl '1J selbst befindet, so leuchtet
ein, dass das Ideal 0 '1} stets und nur dann durch das Ideal 0 1J'
theilbar ist, wenn die Zahl'YJ durch die Zahl 'YJ' theilbar ist und
hieraus geht hervor, dass die Gesetze der Theilbarkeit der Zahlen
innerhalb des Gebietes 0 vollständig enthalten sein müssen in den
Gesetzen der Theilbarkeit der Ideale; die Theorie der letzteren
ist die allgemeinere, die umfassendere.
Offenbar ist ein Hauptideal 0 u stets und nur dann theilbar
durch ein Ideal a, wenn a in a enthalten ist; aus diesem Grunde
wollen wir von jeder in a entka·ltenen Zahl u auch sagen, sie sei
the~7bar durch a, und a gehe in ~ auf; diese Ausdrucksweise soll
auch für die Zahl a = 0 gelten, die ja in jedem Ideal enthalten ist.
Ebenso werden wir sagen, ein Ideal m sei theilbar durch eine
(von Null verschiedene) Zahl" l], wenn m durch 0 l] theilbar ist; in
diesem Falle sind alle Zahlen ft des Ideals m theilbar durch 1],
und wenn man p, = () fJ setzt, so bilden, wie man leicht erkennt,
die den sämmtlichen Zahlen I'" entsprechenden Quotienten Q ein
Ideal t, und es ist m = t '1}. An diese Bemerkung schliesst sich
der folgende wichtige Satz, von dem wir häufig Anwendung machen
werden:
4. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grösste gemeinschaftliche 'rheiler der beiden Ideale a und 0 fJ, so
ist m == a' 1], wo a' einen durch a und h vollständig bestimmten
Theiler von a bedeutet. Ist ferner a" 'YJ' das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von a' und Ol]', so ist a"fJl]' dasjenige von a und
o1J 1J', und umgekehrt.
Denn jedenfalls ist m theilbar durch fJ und folglich == a' l],
wo u' ein bestimmtes Ideal bedeutet; da aber a fJ (zufolge 3.) ein
gemeinschaftliches Vielfaches von a und 0 l] ist, so lUUSS a fJ durch
a' 1}, und folglich a durch a' theilbar sein (§. 165), weil fJ von Null
vetschieden ist. Nun sei l]1 ebenfalls eine von Null verschiedene
Zahl b der grösste gemeinschaftliche 'fheiler, und 01 fJl das kleinste
, 1 . d
genleinschaftliche Vielfache der heiden Ideale a und 0 'f/t, so WIr
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0' jedesmal durch 01 theilbar sein, wenn b in b1 aufgeht; denn in
diesem Falle ist 1'/1 auch theilbar durch b, also von der Form
C( + 1J ca, wo a in 0 enthalten ist, und da, wenn a' irgend eine Zahl
in a' bedeutet, das Product a' 1'/ durch a theilbar ist, 80 gilt das-
selbe von dem Producte a' 1'/1 == a' (J, + a' 'YJ CU; mithin ist das durch
o1Jl theilbare Ideal a' 1'/1 auch theilbar durch a, also auch durch
01"11' und folglich ist 0' theilbar durch 0 1 , wie behauptet war.
Hieraus folgt offenbar, dass, wenn bl = b ist, gewiss auch 01 = a'
sein muss, weil jedes dieser beiden Ideale durch das andere thei!-
bar ist; also ist 0' durch 0 und b vollst:1.ndig bestimmt. Ebenso
leicht ergiebt sich der zweite Theil unseres Satzes; wenn nämlich
0" 1/' das kleinste gemeinschaftliche \"ielfache von 0' und 0 '1' ist,
so ist a" 1/ "1' (nach §. 165) dasjenige von a' 1/ und 011 '1', also auch
dasjenige der drei Ideale 0, 01/, 011 'YJ', von denen aber das zweite,
weil es- in dem dritten aufgeht, weggelassen werden darf. Um-
gekehrt,; wenn Q" "1 11' das kleinste genlcinschaftliche Vielfache von a
und 0 fJ "1' ist, so ist es auch dasjenige der drei Idealo 0, 0 '1, 0'1"1',
also auch das der beiden Ideale Q' 11 und 0 11 11', und hieraus folgt
(nach §. 165), dass 0" 11' das kleinste gelneinsehaftliche Vielfache
von 0' und 01/' ist, was zu beweisen war.
§. 169.
Da alle Ideale ~Ioduln sind, so lässt sich auch der Begriff der
Congruenz auf die Ideale übertragen; zwei Zahlen co, ro' des Ge-
bietes 0 heissen congruent in Bezug auf das Ideal a, wenn ihre
Differenz durch a theilbar ist, und dies wird durch die Congruenz
ro =ro' (mod. a)
ausgedrückt. Solche Congruenzen, welche sich auf dasselbe Ideal a
beziehen, können (nach §. 165) addirt und subtrahirt werden, wie
Gleichungen, d. h. aus der vorstehenden und aus einer zweiten
Congruenz
ro" =ca '" (lnod. a)
folgen immer die Congruenzen
ro + m" =(j)' + ro'" (mod. a);
aus der Eigenschaft 11. des Ideals 0 ergiebt sich jetzt aber auch
die Erlaubniss, solche Congruenzen zu multiplicir~n, d. h. es folgt
auch die Congruenz
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ro ro" =fiJ' ro'" (mod. a);
denn da ro - ro' und ro" - ro lll durch athenbar sind, so gilt (zu-
fo~ge.H.) dasselbe von den Producten ((i) - ro') ro" und ((i)" - ro lll) ro',
mIthIn .auch von deren Summe ro ro" - ro' ro"', was 'zu zeigen war.
WIr bemerken ferner, dass, wenn mein Hauptideal 0 iL ist, die
Congruenz
IX =ß (mod. m)
gänzlich mit unserer früheren Congruenz
83
IX = ß (mod. iL)
zusammenfällt (§. 167, (6) - (9). Damals haben wir gefunden,
dass der absolute Werth von N (iL) zugleich die Anzahl der nach
p, incongruenten Zahlen ro, d. h. die Anzahl (0, 0ft) der verschie-
denen Zahlclassen ist, aus welchen das Gebiet 0 besteht. Dies
veranlasst uns, auch jedem Ideal a eine bestimmte Norm zuzu-
schreiben, die wir durch das Symbol N(a) bezeichnen und durch
die Gleichung
N(a) = (0, a)
definiren wollen, wo das Synlbol (0, a) seine frühere Bedeutung
hat (§. 165). Wir zeigen zunächst, dass N(o) stets von Null ver-
schieden ist; wählt ·man nämlich aus dem Ideal a eine beliebige~
aber von Null verschiedene Zahl ft aus, so ist 0 ft theilbar durch a~
und da a durch 0 t~eilbar ist, so folgt (§. 165, (4»
(0, 0p,) --...:. (0, a) (a, 0p);
da nun (o~ Oft) = + N(p), 3JSO von Null verschieden ist, so gilt
dasselbe auch von (0, a) = N(o). Es besteht daher 0 aus einer
endl1:chen Anzahl von Zahlclassen in Bezug auf Q, und wenn aus
jeder dieser Classen ein bestimmter Repräsentant (! nacll Belieben
gewählt ist, so nennen wir den Inbegriff dieser N(o) Zahlen Q ein
vollständiges Systetn incongruenter Zahlen nach Q. Es' ergehen sich
nun leicht die folgenden Sätze.
1. Ist a ein beliebiges Ideal, so ist N (a) theilbar durch Q.
Denn (nach §. 165, (7)) ist allgemein (0, a) ro =0 (mod. a)
und hieraus folgt unser Satz, weil unter den Zahlen ro des Ge-
bietes 0 sich auch die Zahl 1 befindet.
2. Das Ideal 0 ist das einzige Ideal, dessen Norm = 1 ist.
Denn jedenfalls ist N (0) =' (0, 0) = 1; und umgekehrt, wenn
(0, a) = 1 ist, so ist 0 (nach §. 165) theilbar durch Q, folglich
a = 0, weil a als Ideal durch 0 theilbar ist.
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. 3. Ist m das kleinste gemeinschaftliche 'Tielfache, und h der
grösste gemeinschaftliche Theiler VOll a und b, so ist
N(a) = (h, a)N('o), N(ln) = (6, a)N(b),
N(nt)N(h) == N(a)N(b).
Denn weil 0 in h, und h in a, ferner 0 in [l, und b in m auf-
geht, so ist (nach §. 165, (4»
(0, a) == (0, '0) ('0, a), (0, In) == (o~ b) (0, ttl),
und ausserdem ist (nach §. 165, (1) und (2»)
(b, a) == (0, 111) == (b, a).
4. Ist a' 1] das kleinste gClllcinschnftliche '''ielfachü, und h
der grösste gemeinschaftliehe l'hei1(\f der Ideale a und 0 1J, 80 ist
N(o) = 1\'(0') Nfb).
Denn in diesem Falle b = 0'] ist (nach ~. 1G!l, (:l»
(b, a) = (b, 111) ~ (o tJ~ 0' )1) -- (Ll, 0') --: N(a').
Wir bemerken beiläufig, dass, wie Inan lcieht finden wird, der
Theiler a' des Ideals a (§. 168, 4.) jetzt auch defillirt werden kann
als das System aller Wurzeln «,' der Congruenz 1] a-' =0 (mod. a).
5. Ist a theilbar durch b, 80 ist }.r (a) theilbar durch N(b),
nämlich
N (0) == (6, O).L\T(0),
und b ist ein echter Theiler von a oder == a, je nachdem N(b)
< N(o), oder N(o) == N(a) ist.
Dies folgt unmittelbar aus dem Satze 3., weil in diesem Falle
m = a, h = b ist, und weil (0, a) stets und nur dann = l.is~
wenn b durch a theilbar ist (§. 165). - Zugleich ergiebt sich hIer-
aus, dass jeder Theiler b eines Ideals 0 aus einer endlichen Anzahl
(b, a) von Zahlclassen in Bezug auf 0 lJesteht, und da überhaupt
nur eine endliche Anzahl N(o) von Zahlclassen (ulod. a) existirt,
so folgt der Satz: .
6. Jedes Ideal besitzt nur eine endliche Anzahl von Theilern.
7. Es gieht nur eine endliche Anzahl von Idealen, welche
dieselbe Norm besitzen.
. Denn wenn N(o) = 'In ist, so ist (zufolge 1.) die Zahl m
thellbar durch 0, also a ein Theiler des llauptideals 011Z, welches
(nach 6.) nur eine endliclle Anzahl von Theilern a besitzen kann.
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Während unsere bisherigen Untersuchungen über Ideale
wesentlich nur in einer Anwendung der Lehre von der Theilbarkeit
d~r ~~oduln bestanden, gehen wir jetzt zu einer neuen Idealbildung,
namhch zur Multzplication der Ideale über, welche den eigentlichen
!{ern der Idealtheorie bildet.
Sind Q, b zwei beliebige Ideale, und bedeutet (X jede Zahl in 0,
ebenso ß jede Zahl in b, so verstehen wir unter dem Producte a b
der Factoren Q, b den Inbegriff aller Zahlen, welche als ein Product
(X ß oder als Summe von mehreren solchen Producten a ß darstell-
bar sind. Alle diese Zahlen sind wieder in 0 enthalten, und sie
verschwinden nicht sämmtlich; sie reproduciren sich durch Addition
unfl Subtraction, sowie durch Multiplicatioll mit beliebigen Zaillen ca
des Gebietes 0, weil jedes Product ßw wieder in b enthalten ist.
Mithin ist das Product °b wieder ein Ideal.
Es leuchtet ohne Weiteres ein, dass a 0 == 0, 0 (0 1]) === 01],
a 0 = 0a und (0 b) c = 0 (0 c) ist; wir bezeichnen dieses letztere
Product kurz mit 0 {) c, und aus der schon öfter angewendeten
Schlussweise (§§. 2, 147) geht hervor, dass das Init a () cb zu
bezeichnende Product aus m beliebigen Idealen 0, (1, C, b eine
vollständig bestimmte, von der Anordnung der successiven ~lulti­
plicationen gänzlich unabhängige Bedeutung hat *). Sind alle
diese 'In Factoren -identisch mit dem Ideal a, so bezeichnen wir
ihr Product mit am und nennen es die m,te Potenz von a; m heisst
der Exponent dieser Potenz, und wir dehnen diesen Begriff auch
auf die beiden Fälle m == 0 und ~n = 1 aus, indenl wir (10 ::=: 0
und 01 == a setzen; dann gelten allgemein die Sät~e al' (1 S == 0 l' -t-- ,q
und (o,")s == ars.
Es wird nun unsere Hauptaufgabe sein, den Z'H,':,(Unnlrnhau.'l
zwischen diesem Begriffe der Multiplication und deuljenigen der
Theilbarkeit der Ideale vollständig zu ergründen; diese Unter-
suchung bietet erhebliche Schwierigkeiten dar, und wir begniigen
uns für jetzt, die folgenden, äusserst einfachen Sätze zu beweisen.
*) Es ist der Inbegriff aller Zahlen von der Forln Z aßrö . · ., ,vo
Cl, P, r, Ö ••• beliebige Zahlen resp. der Ideale 0, 11, C, b ... hede~ltr\~l;
dies könnte auch von vornherein als Definition eines Procluctes von behelng'
vielen Idealen gelten.
33*
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1. Ist a theilbar durch 0', und b theilbar durch b', so ist' ab
theilbar durch a' b'.
Denn da jede Zahl (J, des Ideals II auch in 0', und jede Zahl
ß des Ideals b auch in b' enthalten ist, so ist jedes Product aß,
und folglich auch jede Sunlme solcher I>roductc (J, ß in a' b' ent-
halten.
2. Das Product a b ist ein genleinschaftliches \'ielfaches der
heiden Factoren a und b.
Denn a ist durch a, und b ist durch 0 theilhar, ,voraus (nach 1.)
folgt, dass a b durch 0 0, d. h. durch a theilhar ist.
3. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grösste gemeinschaftliche 'I'heilcr von (1 und (l, so ist 111 b durch a6
theilbar *).
Denn jede Zahl d des Ideals b ist von der l·~orm a +{J, wo
(t in 0, und ß in b enthalten ist, und jede Zahl p des Ideals ln ist
sowohl in b, als auch in a entha.lten, ,voraus folgt, dass die heiden
Producte all und Il ß denl Ideal a b a.ngph()ren; dasselbe gilt mit-
hin auch von ihrer SUlnme pd, also aueh von jeder Zahl des
Ideals mb.
§. 171.
Zwei Ideale' 0, b heissen relatt-'1)e Prirnideale, und jedes von
ihnen heisst relatives Primideal zu dem anderen, ,,~enn ihr grösster
gemeinschaftlicher Theiler === 0 ist; da nun die Zahl 1 in 0 ent-
halten ist, so gieht es eine Zahl a in a, und eine Zahl {J in b,
welche der Bedingung
a+ß==1
genügen, und umgekehrt folgt aus der Existenz eines solchen
Zahlenpaares a, ß, dass 0, b relative I>rimideale sind, weil (nach
§. ~68~ 1.) 0 das einzige Ideal ist, welches in 1 aufgeht. Dasse~be
KrIterIum kann man offenbar auch so ausdrücken, dass in beine
Zahl ß existirt, welche der Congruenz
ß = 1 (mod. a)
genügt. Wir bemerken ferner ein- für allemal, dass, wenn wir
*) Dass m h == a b ist., werden wir erst später (§. 173, 9.) beweisen
können,
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mehr ~ls zwei Ideale Q, b, c ••• relative Primideale nennen, hier-
un~e~ .Immer .zu verstehen ist, dass jedes dieser Ideale relatives
~rlmldeal zu Jedem der übrigen ist. Aus dieser Definition ergeben
SIch zunächst die folgenden Sätze.
1. Ist a relatives Primideal zu b und zu c, so ist a auch rela-
tives Primideal zu dem Producte bc.
Denn es giebt in b, c Zahlen {3, r, welche den Bedingungen
ß=1, r =1 (mod. 0) genügen, und hieraus folgt, dass die in bc
enthaltene Zahl ßr = 1 (mod. 0) ist.
2. Ist jedes der Ideale 01' 02' 03 ••• relatives Primideal zu
jedem der Ideale 61, 62 ••• , so sind die Producte 01 02 03 ••• und
b1 02 ... relative Primideale.
Der Beweis ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des
vorhergehenden Satzes (vergl. §. 5, 3.).
3. Sind 0, b relative Primideale , so ist ab ihr kleinstes
gemeinschaftliches Vielfaches, und N(a b) = N(a) N(b).
Denn bedeutet m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
von 0, b, so ist m0, also mselbst theilbar durch ab (nach §. 170,3.);
da aber ab (nach §. 170, 2.) ein gemeinschaftliches Vielfaches von
0, b, also durch m theilbar ist, so ist m === ab; und hieraus folgt
(nach §. 169, 3.) der Satz über die Normen *).
4. Sind 0, b, c . . . relative Primideale , so ist ihr Product
abc . .. auch ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches, und zu-
gleich ist N(a bc .•.) == N(a) N(b) N(c) •...
• Der Beweis ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der
vorhergehenden Sätze (vergl. §. 7).
5. Sind 0, b relative Primideale, und ist bc theilbar durch 0,
so geht 0 in c auf.
Denn es giebt in '6 eine Zahl ß=1 (mod. a); ist nun reine
beliebige Zahl in c, so ist ß r in b(, also auch in a enthalten,
woraus r =ßr = 0 (mod. a) folgt, was zu beweisen war. -
Die bisher von uns entwickelten Sätze der Idealtheorie bieten
. eine augenscheinliche Analogie dar mit den Sätzen über die
Theilbarkeit der ganzen rationalen Zahlen, und dies findet seinen
natürlichen Grund darin, dass, wenn der Körper .$~ vom Grade
n === 1 ist, das G~biet 0 == [1], und jedes Ideal 11t dieses Gebietes
ein Modul [tn] ist, wo m irgend eine positive ganze rationale Zahl
*) Dass der letztere allgemein für je zwei beliebige Ideale 0, b gilt.,
kann erst später bewiesen werden (§. 173, 7.).
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bedeutet (§. 165). Es liegt nun nahe, in die Theorie der Ideale
auch einen Begriff· einzuführen, ,,·cIchcr denl 13egriffe der ratio-
nalen Primzahl entspricht. Das Ideal 0 besitzt otrcllhar nur einen
einzigen Theiler, nämlich 0 selbst; jedes YOll 0 verschiedene Ideal
besitzt aber mindestens z\yci verschiedene l'hciler, da es ausser
durch 0 auch noch durch sich selbst theilhar ist. \Vir wollen nun
~in Ideal pein Prituideal nennen, 'VCl111 es von 0 verschieden ist
u~d keinen anderen Theilcr als 0 und p hcsitzt; dagegen soll a
ein zusannnengesetztcs Ideal heisscn, 'VCDn cs tnindestens einen
von Q und 0 verschiedenen 1'heiler hesitzt. IIicrans tliessen die
folgep.den Sätze.
6. Ist a von 0 verschiedcn, so ~icbt es Juindestclls ein in Q
aufgeh~ndes PriIuideal.
Denn wählt Inan unter dCIl von 0 verschiedenen rrheilem
von a ein solches Ideal l> aHS, desst'1l ~urIn den Juöglieh kleinsten
Werth hat, so kann p (Ilaeh §. 1(;~)~ [).) keinen \'01\ 0 und p ver-
schiedenen Theiler haben, und folglich ist p ein in (1 aufgehendes
Primideal.
7. Zwei Ideale sind ent,vcdcr rl'lati\"c !)rilnidcale, oder es
gieht ein in heiden aufgehendes llritnidcal.
Denn ihr grösster gemeinschaftlicher 'fheiler ist entweder I
= 0, oder er ist (nach 6.) durch ein Ilrinlideal theilhar.
8. Ist ~ ein Primideal, a ein beliebiges Ideal, so findet einer
und nur einer der folgenden heiden r'älle Statt: ent,veder geht p
in a auf, oder a und lJ sind relative Prinlideale.
Denn der grösste genleinschaftliche '[heiler von Q, P ist ein
Theiler von ~, also entweder == ll, oder == o.
9. Wenn ein Product von Idealen oder Zahlen tlurch das
Primideal lJ theilbar ist, so geht p iu mindestens eineul der Fac-
toren auf.
. Denn wenn p in keineIn der Ideale 0, b, ( ... aufgeht, so
1st ~ (nach 8.) relatives Primideal zu jedem derselben, also a~ch
zu Ihrem Producte (naeIl 2.), ,velches folglich (nach 8.) nIcht
durch ~ theilbar ist; und handelt es sieh Uln ein l>roduct auS
Zahlen 1], 1J' • • ., so ergiebt sich dasselbe, ,venll man die en~­
sprechenden Hauptideale 0 Yj, 0 lJ' ••• betrachtet.
10. .Ist tJ ein Primideal, so gieht es iIn Körper der rationalen
Zahlen eme und nur eine positive Primzahl Jl welche durch P
theilbar ist; zugleich ist N (lJ) = pf, und der E~poneDtf soll der
Grad des Primideals p heissen.
., ,
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Denn die durch tJ theilbaren ganzen rationalen Zahlen, zu
denen (nach §. 169, 1.) auch N(p) gehört, bilden offenbar einen
Modul, und wenn p die kleinste positive dieser Zahlen bedeutet
so ist ?ieser ,Modul = [p] (nach §. 165, (8»; nun kann p nicht
== 1 seIn, weIl sonst p == o wäre (nach §. 168, 1.), und p kann
auch nicht ein Product aus zwei kleineren rationalen Zahlen sein
weil sonst eine von heiden (nach 9.) durch t.l theilbar sein müsste:
w~s gegen die Definition von p verstossen würde; mithin ist p eine
Prlmz~hl im Körper der rationalen Zahlen, und es kann keine
andere solche Primzahl durch tJ theilbar sein, weil [p] der In-
begriff alle'r durch p theilbaren rationalen Zahlen ist. Da nun 0p
durch tJ, und folglich N(op) , d. h. pn durch N(p) theilbar ist
(§. 169, 5.), so folgt, dass N(P) selbst eine Potenz von p ist.
11. Ist a ein zusammengesetztes Ideal, so giebt es zwei
durch a nicht theilbare Zahlen 'Yj, 'Yj', deren Product durch a theil-
bar ist.
Denn a besitzt einen von 0 und a verschiedenen Theiler e,
und da derselbe nicht durch a theilbar ist, so giebt es in e eine
durch a nicht theilbare Zahl r;; der grösste, gemeinschaftliche
Theiler b der beiden Ideale a und 0 11 ist theilbar durch e, also
von 0 verschieden, und folglich ist N (b) > 1 (nach §. 169, 2.).
Nun sei a' fJ das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und 01],
so ist a' ein Theiler von 0, und zugleich ist (nach §. 169, 4.)
N(a) = N(a')N(b) > N(a'); mithin ist a' ein echter Theiler
von a, und es giebt folglich in a' eine durch a nicht theilbare
Zahl r;'; dann ist das Product 1] fJ' in 1] a' und folglich auch in a
enthalten, was zu beweisen war.
12. Ist (l theilbar durch das Primideal tJ, so kann man die
Zahl ,v so ,vählen, dass pv das kleinste gemeinschaftliehe Viel-
fache der heiden Ideale 11 und 0 v wird.
Der Be,veis dieses einfachen, aber für unsere Theorie ttusscrst
wichtigen Satzes *) ist mit einigen Sch,vierigkeiten verknüpft, die
*) Derselbe lässt sich, ohne an Inhalt wesentlich zu gewinnen oder zu
verlieren, in sehr. verschiedenen l~'ormt~ri ausdrücken; so z. B. ergiebt sich
aus ihm ohne Zuziehung neuer Beweismi~)tel der folgende Satz: Wenn a, b
nicht relative Primideale' sind, so giebt es ein durch a nicht theilbares
Ideal c von der Art, dass b c durch a theilbar ,vird (vcrgl. §. 171, 5.).
Umgekehrt folgt der ohige Satz ebenso leicht aus diesem letzteren, der
aber, trot.z seiner scheinbaren Evidenz, schwerlich einen einfacheren
directen Beweis gestattet.
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sich jedoch durch die folgende Kette von Schlüssen überwinden
lassen. Zunächst leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein, wenn
(tJ, a) === 1, also a = p ist, weil in diesem ~"alle die Zahl v = 1
die verlangte Eigenschaft besitzt. Es sei nun lIt irgend eine ganze
rationale Zahl> 1, und "ir wollen annehmen, der Satz sei schon
für alle die Fälle bewiesen, in 'w'clcben (p, ll) < III ist, so brauchen
wir ofl"enbar nur noch zu zeigen, dass hieraus immer seine Richtig.
keit auch für den Fall (P, a) == 1J~ folgt. Zu diesem Zweck wollen
wir wieder, wenn 1] eine von :KulI verschiedene Zahl ist, mit b den
grössten gemeinschaftlichen Theiler, mit a' ~ das kleinste gemein.
schaftliche '"'ielfache der Ideale 0, 0 'I bezeichnen; dann ist a' ein
Theiler von a, und zugleich ist }l (a) == N (a ') N (b). Ist nun
(lJ, a) = 'In > 1, also pein echt(}r 'rbeiler von 0, so wollen wir
zunächst zeigen, dass man durch geeignete "rahl der Zahl 'YJ ein
zugehöriges Ideal aI erhalten kann, ,vclchcs erstens durch p theil..
bar und zweitens ein echter l'heilcr von (l ist; die letztere Forde-
rung kommt offenbar darauf hinaus, dass b VOll 0 verschieden, also
N(b) > 1, N(a') < N(o) werde. Um diesen Existenz-Beweis zu
führen, müssen wir zwei ~'älle unterscheiden:
a) Wenn lJ das einzige in a aufgehende Primideal ist, so
wähle man für 1] eine durch p, aber nicht durch a theilbare Zahl,
was stets möglich ist, weil lJ ein echter Theiler von 0, also nicht
durch a theilbar ist. Da nun 0 '1, und folglich auch b durch P
theilbar' ist, so ist N(b) > 1, also a' ein echter Theiler von Q. Da
ferner 0 1] nicht durch a theilbar ist so kann a' nicht = 0 sein,,
und folglich gieht es (nach 6.) ein in a' aufgehendes Primideal.q;
da aber a' ein Theiler von a ist, so geht q auch in a auf und 1st
folglich == p; mithin ist a'theilbar durch lJ, was zu zeigen war.
b) Wenn a durch ein yon lJ verschiedenes Primideal q theilbar
ist, so wähle man für 1] eine durch q, aber nicht durch p theilbare
Zahl, was stets möglich ist, weil q nicht durch tJ theilbar ist. Da
nun 01], und folglich auch b durch q theilbar ist, so ist N(h) > 1,
also a' ein echter Theiler von a. l)a ferner a' ~ durch Q und
f~lglich auch durch lJ theilbar ist, während p in dem Factor ~
nIcht. aufgeht, so ist (nach 9.) das Ideal a' theilbar durch P, was
zu zeIgen war.
Hiermit ist die Existenz einer solchen Zahl ~ in allen F~l1en , I
nachgewie~en. "pa nun das zugehörige Ideal a' durch V thellb:
und zugleIch eIn echter Theiler von a ist so ist m = (P, )
= (1), 0') (0', 0), und (0', 0) > 1, also (tJ, a') ~ mj mithin giebt es
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nach unserer obigen Annahme eine Zahl 'YJ I von der Art dass p I
das ~leinste. g~meinschaftlicheVielfache der Ideale a
'
, D~I ist, un~
da a 1/ dasJemge der Ideale a, D1/ ist, so folgt (nach §. 168 4.)
dass tJ 1] 1]' das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ide~le d
und 0 'YJ r;' ist; mithin hat die Zahl v = 1J 1}' die in unserem Satze
verlangte Eigenschaft.
§. 172.
~lan würde nun unsere bisherige Untersuchung auch ohne
Zuziehung neuer Hülfsmittel noch einige Schritte weiter führen
und z. B. den folgenden Satz beweisen können, in welchem unter
einem einartigen Ideal ein solches verstanden wird, welches durch
ein und n~r durch ein einzigesPrimideal theilbar ist:
Jedes von 0 verschiedene Ideal ist entweder einartig , oder es
lässt sich, und zwar nur auf eine einzige Weise, als Product von
lauter einartigen Idealen darstellen, die zugleich relative Prim-
ideale sind.
Indessen ist dieser Satz, den wir später (§. 173, 4.) doch
durch einen noch schärferen zu ersetzen haben werden, für unse~·e
Zwecke nicht erforderlich, und wir haben ihn nur erwähnt, um zu
zeigen, wie weit man mit den bisherigen Beweismitteln gelangen
kann. Bei e~ner sorgfältigen Prüfung der letzteren und der durch
sie gewonnenen Resultate ergiebt sich nun Folgendes.
So augenfällig auch die Analogie zwiscJIen den vorhergehenden
Sätzen und denjenigen über die Theilbarkeit der ganzen rationalen
Zahlen ist, so kann dieselbe bis jetzt doch keineswegs eine voll-
ständige genannt werden. Man darf nicht vergessen, dass die
Theilbarkeit eines Ideals c durch ein Ideal a nach unserer I)efini-
tion (§§. 165, 168) lediglich darin besteht, dass alle Zahlen des
Ideals C' auch in a enthalten sind; nun ergab sich zwar sehr leicht
(§. 170, 2.), dass jedes Product aus a und einem beliebigen Ideal b
stets durch a theilbar ist, aber es ist keineswegs leicht zu beweisen,
dass umgekehrt jedes durch a theilbare Ideal c auch ein Product
aus a und einem Ideal b ist. Diese Sch"rierigkeit lässt sich auch
mit den bisher von uns gebrauchten Beweismitteln allein durchaus
nicht überwinden, und wir müssen den Grund dieser Thatsache
hier etwas näher erörtern, weil dieselbe mit einer sehr wichtigen
Verallgemeinerung der Theorie zusammenhängt. Bei einer genauen
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Prüfung der bisher ent\vickeltell l'heorie ,,,ird man sich leicht
davon überzeugen, dass alle Definitionen einen hestiInmten Sinn,
und die Be\vcise aller S:itze ihre volle Kraft behalten ~ auch wenn
nicht vorausgesetzt wird, dass das l11it 0 hezpiehuete Gebiet alle
ganzen Zahlen des Körpers .5~ unlfasst. I)ie ,virklich benutzten
Eigenschaften des SystClllS 0 kOlllJllen viclillehr auf die folgenden
zurück:
a) Das Systeln 0 ist ein cJHlli('her 'Ioelnl [C.lI ~ CAJ'l ••• mn],
dessen Basis zugleich eine Ilasis des I(ijrpers !~ hildet (~. 162).
b) Jedes Prodllet ans z\vei Zahlf'Jl dt'S :-'y~tenlS 0 gehört dem-
selben System 0 an.
c) Die Zahl 1 ist in 0 enthalten.
Ein Gebiet 0, welchps clicsp drpj I·:i~pnschaften hesitzt, wollen
wir eine Ordn'un!J nennen. Ans der \' (lrhindutlg von a) und b)
folgt unmittelbar, dass eine f) ..dnufl~ 0 nur aus f/Ul1Zf'H Zahlen des
Körpers a besteht, und zufol~n c) sin(1 auch nll(~ ~anzen rationalen
Zahlen in 0 enthalten; aber hiera~ls folgt noch nicht (ausgenommen
im ~'all n = 1), dass 0 alle ganzcn Znhl(,t1 de~ I{örpers $~ enthält.
"Nennt man nun eine Zahl u dl'r ()rtlllUll f ' 0 uur dann theilbar
t")
durch eine zweite solche Zahl 11, \VCIlIl '" == P. l' ist, 'vo v ebenfalls
eine Zahl in 0 bedeutet (vergl. ~. lfi7). ulHl Jlloditicirt Inan in der-
selben Weise den Begriff der· (?on.f/rllfJuz dcr Zahlen innerhalb
des Gebietes 0, so leuchtet unmittelbar ein .. dass die l\nzahl (0, 01L)
der in Bezug auf !L incongruenten Zahlel~ der Ordnung 0 auch
jetzt = + N(~) ist (§. 167, (9»), und ebenso leicht ~vird man
erkennen, dass alle später entwickelten BegritIe und Sätze ihren
Sinn und ihre Geltung behalten, ,,"enn unter einer Zahl stets eine
Zahl dieser Ordnung 0 verstanden ""ird. In jeder ()rdnung 0 des
Körpers ,Q, existirt daher eine hesondere ~rheorie der Ideale, und
?iese Theorie ist für alle Ordnungen eine genleinsanle, soweit s~e
1m Vorhergehenden entwickelt ist. Aber während die TheorIe
der Ideale in derjenigen Ordnung 0, ,,·elche aus alleft' ganzen
Zahlen des Körpers ,$~ besteht, sehliesslich (~. 173) zu allgemeinen
Gesetzen führen wird, welche keine Ausnalllllc erleiden und voll-
ständig mit den Gesetzen der l'heilharkcit d<'l" rationalen Zahlen
übereinstimmen, so ist die Theorie der Ideale jeder anderen ?rd-
nung nicht von gleicher Einfachheit, insofern eine (immer endh~be)
Anzahl von Prilnidealen existirt, aus ,,·elchen sich die zugehörI.gen
einartigen Ideale nicht alle durch Potenzirung hilden lassen. DIese
allgemeinste 'Theorie der Ideale jeder Ordnung, deren Entwicklung
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für die Ziele der Zahlentheorie ebenfalls unerlässlich ist und
welche für den ~"all n == 2 mit der Theorie der verschiedenen
Ordnungen der binären quadratischen Formen zusammenfällt
(§. 61), soll aber im Folgenden von unserer Betrachtung gänzlich
au~ge.schlossen bleiben *), und wir wollen uns begnügen 1 an einem
BeIspIel auf den Charakter der oben erwähnten Ausnahmen auf-
merksam zu machen.
Das Gebiet 0 aller ganzen Zahlen desjenigen quadratischen
Körpers, dessen Grundzahl - - 3, ist == [1, 0], wo 0 eine Wurzel
der Gleichung 02 +() + 1 == 0 bedeutet (§. 166). Das System
0' === [1, 20] :::::: [1, V- 3] ist eine Ordnung, welche nicht alle
ganzen Zahlen des Körpers enthält, weil (0, 0') == 2 ist (§. 165);
die durch 0' theilbaren Moduln p' == [2,20] == 0(2)" und 0'(2)
=== [2, 4 0] sind Ideale dieser Ordnung 0' (insofern sie die Eigen-
schaften I. und 11. besitzen); aber obgleich 0' (2) durch p' theilbar
ist, so existirt in 0' doch kein Ideal q' von der Art, dass p' q' == 0' (2)
würde. -
Um nun die Theorie der Ideale in derjenigen Ordnung 0,
welche alle ganzen Zahlen des Körpers ,Q umfasst, zum voll-
ständigen Abschlusse zu bringen, bedürfen wir dc'r folgenden
IIülfssätze:
1. Ist!1 eine von Null verschiedene ganze, und qJ cine ge-
brochene, d. h. nicht ganze Zahl des Körpers ~ **), so sind allc
Glieder der .geometrischen Reihe
ft, l-" rp, !t. cp 2 • ~ • l-" cp e, l-" cP e +1 •••
bi~ zu einelll in endlicher Entfernung liegenden Gliede f" epe ganze
Zahlen, und alle folgenden Glieder sind gebrochene Zahlen.
Zunl 13eweise bemerken 'vir zunächst, dass alle Glieder der
Reihe in a enthalten sind, und dass das Anfangsglied eine ganze
Zahl ist. Bedeutet nun 1n den absoluten \Verth von ..(~ (p), so
können höchstens rn Glieder ganze Zahlen, also in 0 enthalten
sein; wären nämlich mindestens (Ut + 1) Glieder ganze Zahlen, so
*) In einem gewissen Ulnfange ist diese Theorie behandelt in des
Herausgebers Abhandlung: lIeber die Anz'ahl der Ideal-Classen h't den
verschloedcncn Ordnungen c'incs endli:chen Körpers (Braunscll'weig 1877).
**) Da, \venn IJ, ffJ irgend welche algebraische Zahlen sind, sich ünnler
leicht die Existenz eines endlichen Körpers Jl nacll\veiscu lässt, \velcheln
heide Zahlen angehören, so gilt der obige Satz allgemein, und ebenso der
folgende Satz.
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müssten unter ihnen (nach §. 167, (9) mindestens zwei verschie-
dene einander congruent sein nach deIn ~Iodul fl; bezeichnet man
dieselben mit p. cp8 und pcp", wo r > s, 80 ",·äre PCf r = p rp8 (mod. /L),
und folglich würde die gebrochene Zahl cp einer Gleichung r ten
Grades von der Form
cpr_qJ 8 -ID=O
genügen, wo ro eine ganze Zahl, ,vas (nach §. 160,2.) unmöglich
ist. Von einer bestimmten Stelle ab ,,·erden daher alle Glieder
der Reihe gewiss gebrochene Zahlen sein; ist nun
pcpt==x
die letzte in der Iteihe auftretende ganze Zahl, 80 ist e ein end-
licher Exponent > 0; ist c > 0, so sind allp vorhergehenden
Glieder ebenfalls ganze Zahlen; denn "'cnn ,. <:~ c, so ist
(Il cp r), = fL" P- x ,-
eine ganze Zahl, und hieraus fol~t (nach ~. 11)0, 2.), dass auch p, cp'
eine ganze Zahl ist, was zu hc\vciscn ,,·ar.
2. Sind p, v zwei VOll Null verschiedene Zahlen in 0, und
ist v nicht theilbar durch fl, so gicht es in 0 üntner z\vei von Null
verschiedene Zahlen x, Ä. von der Art, dnss x fL == Av, und dass
,,2 nicht durch Ä theilbar ist.
Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze; denn
wenn man v = ft cp setzt, so ist cp eine gebrochene Zahl des
Körpers a, und von den Gliedern der Reihe
p, Il qJ, ,." rp'J .•.
sind die beiden ersten in 0 enthalten; bezeichnet man nun (wie
in I.) die beiden letzten Glieder der Reihe, welche ganze Zahlen,
also in 0 enthalten sind, mit
A. = ,." cpe-l, ,,= fL!pe,
so ist offenbar "IL = A. v, und da das nächstfolgende Glied
,,2
pcpe+l === T
eine gebrochene Zahl ist, so kann ,,2 nicht durch A. theilbar sein,
was zu beweisen war.
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§. 173.
Mit Hülfe dieser Sätze ist es leicht, die Theorie der Ideale
u~seres G~bietes 0 zu dem gewünschten Abschluss zu bringen;
dIes geschIeht durch die folgende Reihe von Sätzen.
1. Ist lJ ein Primideal, so giebt es eine durch p theilbare
Zahll ~nd eine durch p nicht theilbare Zahl" von der Art, dass p"
das kleInste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale 0 l und 0" ist.
Denn es sei IL eine beliebige, aber von Null verschiedene Zahl
in tJ, so giebt es, weil OlL durch p theilbar ist, eine Zahl v von der
Art, dass fJ 1J das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale
o p, und ov wird (§. 171, 12.); diese Zahl v kann nicht durch Il
theilbar sein, weil sonst 0 v, und hicht pv das kleinste gemein-
schaftliche "ielfache von 0 It 'und Dv wäre. Man kann daher
(nach §. 172, 2.) die beiden Zahlen ", ,t so wählen, dass" f" = l v,
und ,,2 nicht durch l theilbar wird; dann ist (nach §. 165) pv"
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 0 f"" und 0 v x, und
da das erste dieser beiden Ideale = 0 Ä v ist, so folgt durch Division
mit v (nach §. 165), dass tJ" das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache von 0 Ä und 0" ist; mithin ist ~ ein Theiler von 0 A. (nach
§. 168, 4.), <1. h. ,t ist theilbar durch ~; aber " ist nicht theilhar
durch p, weil sonst ,,~ durch tJ x, also auch durch )." theilbar wäre,
was nicht der Fall ist.
2. _Jedes Primideal p kann durch Multiplication mit einem
geeignet gewählten Ideal b in ein Hauptideal 0 Ar = Pb verwandelt
werden.
Denn behalten ", ,t dieselbe Bedeutung, wie im vorhergehen-
den Satze, und bezeichnet man mit b den grössten gemeinschaft-
lichen Theiler von 0 Ä, 0 x, so ist (nach §. 170, 3.) das Product Vx b
durch das Product 0 Ä ", und folglich tJ b durch 0 Ä theilbar (§. 165).
Da aber " nicht durch ~ theilbar ist, so ist~) (nach §. 171, 8.)
relatives Primideal zu dem Ideal 0" und folglich auch zu dessen
Theiler b, mithin ist (nach §. 171, 3.) tJ b das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von ~ und b, und da Ä durch diese beiden Ideale
theilbar ist, so muss 0 Ä auch durch ~ b theilbar sein. Mithin ist
.lJ b = 0 l, was zu beweisen war.
3. Ist das Ideal a theilbar durch das Primideal ~, so giebt
es ein und nur ein Ideal q von der Art, dass ~ q == a wird; dieses
Ideal q ist ein echter Theiler von 0, und folglich ist N(q) < N(o).
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Denn wiihlt Iuan (nach 2.) ein Ideal b so, dass pb == o,t wird,
so muss 0 b (nach §. 170, 1.) durch pb., also durch A. theilbar sein,
weil 0 durch P theilhar ist, und folglieh ist a b == Ar q, wo q ein
hestimmtes Ideal bedeutet (~. 168). ~Iultiplicirt InfUl diese Glei-
chung mit lJ, so ergiebt sich A. 0 == Ä. Pq" also a ::= pq. Genügt
nun das Ideal r ebenfalls der Bedingnn~ pt ::= (1" so ist II t == Pq;
durch 1.fultiplication ßlit b fol~t hieraus Ar t === Aq, also ist
t === q (§. 165). ~fan kann ferner (nach ~. 171" 12.) die Zahl v so ,
wählen, dass p1) das kleinste gClneinschaftlirhc 'Ticlfache von a
und 0 v wird; da nun pv <lurrh (1, alfo\o (lurch II q theilbar ist, so
ergiebt sich (nach §. 170, J.) durch ~Inltiplieation nlit b, dass Äv
durch A. q, also die Zahl l' durch q thcilhar ist; nber v ist gewiss
nicht theilbar durch a, ,,"eil sonst 0 1', und nicht l11J, das :kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a und 0 l' ,v:ire. [ln also v theilbar ·
durch q, aber nicht theilhnr durch (1 ist, sn ist d:l~ Ideal q, welches
offenbar in Q aufgeht, t·rrsclu·cllcn von o. also {'in echter 'I'heiler von
0, was zu beweisen war.
4. Jedes von 0 verschiedene Id(lal a ist {,lltwedcr ein Prim-
ideal, oder es läsRt sich, und z\var nur Huf eine ein7.igc Weise, als
Product von lauter Primidealen darstellpn.
Da 0 von 0 verschieden ist, so ~i(\ht ('5 (nach §. 171, 6.) ein in
Q aufgehendes Primideal lJl' und folglich knnn man (nach ,3.)
. a === PI0l setzen, wo N(o)) < }.... (a) ist. ""enn .iV"(lll) == 1, also
01 == 0 ist, so ergiebt sich 0 == PI; ist aher 1\1"(01) > 1, also al
von 0 verschieden, so kann man wieder 01 == lJ2 02 setzen, wo P2
ein Primideal, und N(02) < N(ol) ist. \V"enn N(02) > 1 ist, so
]{ann man in derselben "reise fortfahren 'I bis unter den Idealen
0 17 O2 • • • das Ideal 0 == Or auftritt, was nach einer endlichen An- .
zahl von Zerlegungel1 geschehen muss, ,,~ejl die Nonnen dieser
Ideale immer kleiner werden. Auf diese 'Veise erhält man
a == PI Pt · . . p,".,
wo tJb lJ2 • • • lJr sämmtlich Primideale sind. Ist nun zugleich
(1 == ql q:z · · · qR ,
wo qlj q2 · · . q. ebenfalls Primideale bedeuten, so geht ql in a, a1~
in dem Producte der r }(leale ~}~ und fol!!lich (nach ~. 171, 9.) aue 1
.. 1 .'J -. 'dea
In .eInem ( er Factoren P, z. l~. in PI auf; da aber PI als PrImI .
keInen ande.ren Theiler, als 0 und PI besitzt, so 111USS ql := ~11 seID.
Es ist daher
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N(pq) === N(p) N(q),
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PI (P2 • • · Pr) = PI (q2 • · · qs),
und hieraus folgt (nach 3.)
lJ2 · • • .fJr = q2 • • · qs·
Offenbar kann man in derselben Weise fortfahren (vergl. §. 8),
und man gelangt so zu deIn Resultate, dass jedes Primideal welches
. 'In dem einen Producte einmal oder öfter als ~"actor auftritt, genau
ebenso oft in dem anderen Producte als Factor auftreten muss.
5. Jedes Ideal a kann durch Multiplication mit einem passend
gewählten Ideal m in ein Hauptideal am == DP, verwandelt werden.
Denn man setze a (nach 4.) in die Form PI V2 •.. lJr, so lassen
sich die Primideale PI' lJ2 .•. Pr (nach 2.) durch l\Jlultiplication in
IIauptideale llIOI == DÄI , lJ2 O2= DA2 ••• prbr = DÄ r ver\vandeln;
setzt man nun 01 b2 ••• br == m, ,tlA2 •• • Ar = p" so wird
a nt = Dp" was zu beweisen war.
G. Ist das Ideal c theilbar durch das Ideal a, so giebt es ein
und nur ein Ideal b, welches der Bedingung a0 == c genügt. - Ist
abtheilbar durch av', so ist 0 theilbar durch 0', und aus ab == ab'
folgt b == v'.
Denn wenn c durch a theilbar, und tU ein beliebiges Ideal ist,
so ist (nach §. 170, 1.) cm theilbar durch a nl; wählt man daher
(nach 5.) das Ideal tU so, dass a tll ein Hauptideal OfL wird, so ist
(nach §. 168) cm == b /1, wo b ein bestimmtes Ideal bedeutet; hier-
aus folgt, wenn man mit a multiplicirt, cp, == a0p" also c == a{l.-
Sind ferner a, {), b' beliebige Ideale, und nehmen wir an, es sei
ob theilbar durch ab', so folgt durch Multiplication mit tn, da'ss
b~ durch b'p" also b durch 0' theilbar ist. Und wenn 00 == ab'
ist, so muss jedes der Ideale b, fi' durch das andere theilbar, folg ...
lieh 0 == 0' sein, was zu beweisen war.
7. Sind a, 0 beliebige Ideale, so ist N(an) == N(a)N(b), untl
folglich (a, (0) == N(o).
Wir betrachten zuniichst ein Product a == lJ q, dessen einer
Factor pein Primideal ist. Dann ist der andere I~"actor q ein
echter Theiler von a, weil sonst q == 0, und folglich (nach 6.) ~ == D
wäre, und es giebt daher in q eine durch a nicht theilbare Zahl1J;
bezeichnen wir nun (wie in §. 169, 4.) mit a',YJ das kleinste ge...'
meinschaftliche Vielfache, mit b den grössten gelneinschaftlichen
rfheiler eIer beiden Ideale a und 011, so ist N (0) == N (a ') N (h),
und hieraus folgt
also
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weil, wie wir sogleich zeigen wollen, a' = P und h == q ist. In der
That, da 'YJ durch q, also P1] (nacll §. 170, 1.) durch Pq theilbar ist,
so ist PfJ ein gemeinschaftliches Vielfaches von a und 01], mithin
theilbar durch 0'1], woraus folgt, dass a' in lJ aufgehen, also == 0
oder = P ~ein muss; das Erstere ist aber unm öglich, w~il 01] nicht
durch 0 theilbar ist; also ist a' = p. Da ferner q ein gemein-
schaftlicher Theiler von 0 und 01] ist und folglich in h aufgeht, SD
kann man (nach 6.) h == eq setzen, und da dieses Ideal h in a= pq
aufgeht, so muss (nach 6.) das Ideal e in Paufgehen, also = 0 oder
= l.l sein, woraus entsprechend h === q, oder b == Pq = a folgt;
das Letztere ist aber unmöglich, weil 1'/ nicht durch 0 theilbar ist;
also ist h = q, wie behauptet war. Nachdem hiermit unser Satz
für den Fall bewiesen ist, dass einer der Factoren ein Primideal
ist, ergiebt sich seine Allgemeingültigkeit leicht wie folgt. Da
(nach 4.) jedes von 0 verschiedene Ideal
o = tJl P2 tJ3 · · • tJ,.
gesetzt werden darf, wo l>l' l>2 ••• Pr Ilrimideale bedeuten, so folgt
aus dem eben Bewiesenen, dass
N(o) = N(Pl)N(P2tJS •.• Pr) == N(Pl)N(P2)N(Ps .. · Pr),
also
N(o) = N(lJl)N(P2)N(tJ3) •.. N(tJr)
ist. Setzt man nun, wenn b ein zweites Ideal ist,
b == ql q2 · • · q8'
so folgt ebenso
N(b) = N(q.)N(q2) ... N(qs);
zugle~ch ist aber
ob = tJl tJ2 tJs • • • tJrql q2 · . · qs,
N(ab) = N(tJl)N(tJ2) ... N(Pr)N(ql) •.. N(Q8)'
mithin wi~klich N(ab) = N(a) N(b), was zu beweisen war.
8.. Ern Ideal a (oder eine Zahl u) ist stets und nur dann
durch eID Ideal h (oder eine Zahl ~) theilbar, wenn alle in b (oder 6)
aufgehenden Potenzen von Primidealen auch in 0 (oder a) auf-
gehen.
Den~ wenn lJ ein Primideal ist, und lJm in einem Ideale b auf-
geht, so 1st (nach 6.) b = e~m und wenn man das Ideal e (nach 4.)
in seine Primfactoren zerlegt, ~o ist auch hals Product von lauter
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Primidealen dargestellt, unter denen folglich der Factor p minde-
?tens ~mal vorkommt; umgekehrt, wenn in der Zerlegung von b
In PrImfactoren das Primideal p mindestens mmal als Factor
auftrit~, so ist b offenbar durch pm theilbar. Wenn daher ge-
sagt wIrd, dass alle in b aufgehenden Potenzen von Primidealen
auch in einem Ideale a aufgehen, so heisst dies nichts Anderes,
als dass alle in der Zerlegung von b auftretenden Primfactoren
auch sämmtlich mindestens ebenso oft in der Zerlegung von a
als Factoren auftret.en; unter den Factoren von a finden sich da-
her zunächst alle Factoren von b, und wenn man das Product
der übrigen Factoren von a mit t bezeichnet, so ist a == tb, und
folglich ist a theilbar durch b. Dass aber umgekehrt, wenn bein
Theiler von a ist, alle in b aufgehenden Potenzen von Primidealen
auch in a aufgehen, versteht sich von selbst.
Nachdem unser Satz bewiesen ist, bemerken wir noch Fol-
g~ndes. Vereinigt man' alle unter einander gleichen Primfactoren
eines Ideals a zu einer Potenz, so erhält man
a == tJaqbr c •••,
wo -tJ, q, r ... lauter von einander versch~·edenePrimideale bedeuten,
und nach dem eben bewiesenen Satze sind die sämmtlichen Theiler
Von a in der Form
h == tJ a' qb' r c ' • • •
enthalten, wo die Exponenten a', b', c' ... den Bedingungen
o .::;;: a' ~ a, 0::::;; b' S b, 0 S c' ~ c ...
genügen; da je zwei verschiedenen Combinationen von Exponenten
a', b', c' . . . (nach 4.) zwei verschiedene Ideale b entsprechen, so
ist die Anzahl aller verschiedenen Theiler
= (a + 1) (h + 1) (c + 1) . . .
9. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale 0, b~ so ist
o == ho', 0 == ho', lnb == ab,
m == bo'o' === 00' == 00',
wo a', 0' relative Primideale bedeuten. Ist ferner 11 c theilbar durch
a, so ist c theilbar durch a'.
Denn weil 0 und 0 durch b theilbar sind, so kann man (nach G.)
a== ha', {) == h0' setzen; bedeutet nun b' den grössten gemeinschaft-
lichen Theiler der Ideale 0', 0', so ist (nach §. 170, 1.) das I>roduct
bb' ein gemeinschaftlicher Theiler von 0, b, also auch ein Theiler
Von h, woraus (nach 6.) b' == 0 folgt; lnithin sind a', b' relative
Dir ich1e t, Zahlentheorie. B·t
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Primideale. Ist nun 0c theilbar durch 0, also bb'c theilbar durch
b0', so muss (nach 6.) 0' in 0' c, Illithin (nach §. 171, 5.) auch in c
aufgehen. Hieraus folgen sofort die Behauptungen über m; da
nämlich m theilbar durch 0, also (nach 6.) von der Form bc, zu-
gleich aber auch theilbar durch 0 ist, so ist c theilbar durch a',
also m theilbar durch ba' (nach §. 170, 1.); da aber unlgekehrt
dieses letztere Ideal 60' == b0' b' == 0 b' ein gemeinschaftliches
Vielfaches von 0, b ist, so muss es durch m theilbar und lolg-
lieh == m sein, was zu beweisen war.
§. 174.
Nachdem im Vorhergehenden die Grundgesetze der Theilbarkeit
der Ideale und zugleich der in 0 enthaltenen Zahlen festgestellt
sind, lassen wir einige Betrachtungen folgen, welche dazu bestimlnt
sind, die Analogie mit der rationalen Zahlentheorie noch weiter
durchzuführen, wobei wir uns freilich auf das Nothwendigste be-
schränken müssen; wir werden hierbei zugleich Gelegenheit finden,
einige frühere Sätze, die der Natur der Saclle gemäss damals nur
unvollständig ausgesprochen werden konnten (vergl. §. 172), in
schärferer Form darzustellen. Wir beginnen mit dem folgenden
durch seine zahlreichen Anwendungen sehr nützlichen Satze (vergl.
§.25).
1. Ist m das Product aus den relativen Primidealen 0, b, C.,.,
~nd sind ~, 0, 'r; • • • ebenso viele gegebene Zahlen, so giebt es
Immer Zahlen 00, welche den gleichzeitigen COl1gruel1zen
m =~ (mod. 0), ro =(j (mod. b), ro = 'r; (mod. c) . · ·
genügen, und alle diese Zahlen ro bilden eine bestimmte Zahlelasse
in Bezug auf das Ideal m.
Handelt es sich nur um zwei relative Primideale 0, b, SO folgt
dies unmittelbar aus einem Satze der Modultheorie (§. 165, (5)
un~ (6», weil. 0 der grösste gemeinschaftliche Theiler, und ab das
kleInste genlelnschaftliche Vielfache von a b ist und hieraus er..
giebt sich durch Wiederholung derselben S'chlüss~ leicht unser all-
gemeiner Satz. Am einJachsten lässt sich derselbe aber auf fol..
ge~de Art beweisen. Setzt man m == 001 = b b1 = CCl = ·:.,
so 1st 0 der grösste gemeinschaftliche Theiler der Ideale 01' b1, Cl' ••,
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und folg~ich giebt es in denselben resp.Zahlen all PI' 711 ••• , welclle
der BedIngung
{Xl +PI + 7'1 + ···= 1
genügen; setzt man ferner
Wo == ~ (Xl +() ßI + 'C 7'1 +··.,
so überzeugt man sich leicht, dass alle gesuchten Zahlen fi) =D'o
(mod. m) sind, und' dass alle in dieser Zatlclasse enthaltenen Zahlen
d~e vorgeschriebenen Congruenzen befriedigen. Zugleich leuchtet
eIn, dass Wo ein vollständiges System incongruenter Zahlen nach Ut
?urchläuft, sobald man jede der Zahlen~,6, 1: ••• ein solches System
In Bezug auf den entsprechenden Modul a, b, c . .. durchlaufen
lässt. .
I
Bevor wir nun zu weiteren Untersuchungen übergehen, wollen
wir eine Bemerkung über relative Primzahlen einschalten. Sind
oCl, 0 ß relative Primideale, so kann man aus jedem von ihnen eine
Zahl so auswählen, dass ihre Summe = 1 wird (§. 171); es giebt
daher zwei Zahlen g, 1] in 0, welche der Bedingung €X ~+ß1] == 1
genügen, und folglich sind lX, ß relative Primzahlen (§.161). Wenn
dagegen die beiden Ideale 0 tX, 0 ß einen von 0 verschiedenen
grössten gemeinschaftlichen Theiler b haben, so ist ihr kleinstes
gemeinschaftliches Vielfaches m ein echter Theiler ihres I)roductes
oaß = mb (§. 173, 9.), und es giebt daher eine in tn enthaltene,
d. h. durch ~ undP theilbare Zah1/L, welche nicht durch aß thcil-
bar ist, wora,us (nach §.. 161) folgt, dass a, fJ nicht relative Prim-
zahlen sind. Da nun von den beiden genannten Fällen immer
einer und nur einer eintreten muss, so ergiebt sich der folgende
Satz:
2. Zwei von Null verschiedene Zahlen a, ß des Gebietes 0
sind stets und nur dann relative l)rimzahlen, wenn 0 a~ 0 ß relative
Primideale sind, und es giebt dann immer zwei Zahlen ~ ~ 1) in n,
welche der Bedingung
genügen.
Im Folgenden wollen wir der Kürze halber unter deIn gröss-
ten gemeinschaftlichen Theiler beines Idea7s (1 und einer Zahl 1J
immer den grössten gemeinschaftlichen l'heilcr der beiden Ideale
a, 01], oder, falls r; == 0 ist, das Ideal a selbst verstehen; in allen
Ifällen ist b der Inbegriff aller Zahlen von der I~'ornl a +1] U>, wo
34*
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a, w beliebige Zahlen der Ideale a, 0 bedeuten. Zugleich ist
a == ba" und wenn 1] von Null verschieden, so ist a' 1] das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache der beiden Ideale a, 01} (zufolge
§. 173, 9.); das hierbei auftretende Ideal a' ist in der Entwickelung
unserer Idealtheorie schon oft erwähnt, aber erst jetzt konnte seine
eigentliche Bedeutung vollständig erkannt werden (vergl. §.168, 4.,
§.169, 4., §. 171, 12.). Wenn b === 0 ist, so wollen wir sagen, 1} sei
relative Primzahl zu a, und a sei relatives Primideal zu 'YJ; in
diesem Falle existirt eine Zahl w, welche der Congruenz 'YJ ro =1
(mod. a) genügt, und umgekehrt folgt aus dieser Congruenz, dass 1]
relative Primzahl zu a ist.
Da nun, wenn b irgend ein Theiler von a ist, aus der Con-
gruenz fJ =1]' (mod. a) auch immer die Congruenz 1] =1]' (mod. b)
folgt, so leuchtet ein, dass alle Zahlen 1], welche einer und der-
selben Zahlclasse nach a angehören, auch denselben grössten ge-
meinschaftlichen Theiler b mit a haben. Wir wählen daher fUr
jede solche Zahlclasse einen bestimmten Repräsentanten und
fragen, wie vielen dieser Zahlen ein und derselbe gegebene Theiler h
entspricht. Von besonderer Wichtigkeit ist der specielle Fall,
wo b = 0 ist, und wir wollen mit 1/J (a) die Anzahl aller derjenigen
nach a incongruenten Zahlen bezeichnen, welche relative Prim-
zahlen zu a sind. Offenbar hat diese Function 1/J genau dieselbe
Bedeutung für unser Gebiet, wie die Function cp für die rationale
Zahlentheorie (§. 11), und sie geht im Falle n == 1 in die letztere
über. Es giebt nun sehr verschiedene Wege zur BestimInung dieser
Function; am einfachsten erledigt sich aber dieselbe, wenn man
die Frage noch allgemeiner stellt, durch den folgenden Satz: .
3. Ist a == ba', und sind lJl, tJ2 .•. .lJ r relative Primideale, dIe
. in a' aufgehen, so ist die Anzahl derjenigen nach II incongruenten
Zahlen 11, welche durch b, aber durch keins der Producte b~l'
btJ2 • • • b tJ r theilbar sind, gleich
N(a') (1- N(~l)) (1- N~lJ2)) · · · (1- N~lJr)}
Dies ergiebt sich leicht durch den Schluss von rauf r +1
(vergl. §.11). Wir haben von den sämmtlichen nach a incongruen-
ten Zahlen nur diejenigen zu betrachten welche durch b thei!-
bar s~n.d, un.d die Anzahl dieser Zahlen a i~t = (h, a), wi.e aus ~e;
DefinItIon dIeses Symbols hervorgeht. Ist nun tJ irgend eIn Thelle
von a', so zerfallen diese Zahlen ß in zwei verschiedene Gruppen,
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von denen die eine alle diejenigen Zahlen umfasst welch d h
b th ·lb · d ' e urc~ el ar Sln ;. da die Anzahl dieser Zahlen = (bp, 0) ist, so ist
(b, a) - (b lJ, a) dIe Anzahl der in der anderen Gruppe enthaltenen
als~ aller .derjenigen Zahlen, welc?e durch b, aber nicht durch bp,'
thellbar sInd. Da nun bund b~ In a aufgehen, so ist
(b, 0) = N(o) = N(o') (b~ 0) = N(o) _ N(a')
N(b) " N(b~) - N(~)'
und folglich ist die Anzahl der oben genannten Zahlen
(b, 0) - (b~, 0) = N(a ') (1- N~P»)'
womit unser Satz für den Fall r = 1 bewiesen ist. Wir nehmen
nun an, der Satz sei für alle Fälle bewiesen, in denen die Anzahl
der relativen Primideale ~1' ~2 ••• nicht grösser als eine bestimmte
Zahl r ist, und wir wollen beweisen, dass hieraus seine Richtigkeit
auch für die Fälle folgt, in denen die Anzahl dieser Ideale ~ r+1
ist. Es seien daher lJ, lJl' lJ2 ••• ~r relative Primideale, die sämmt-
lich in a' aufgehen, so betrachten wir zunächst diejenigen Zahlen 11,
welche durch b, aber durch keins der rProducte blJI' b~2 .. · bPr
theilbar sind, und deren Anzahl e nach unserer Hypothese die in
dem Satze selbst angegebene ist. Diese e Zahlen fJ zerlegen ,vir in
zwei Gruppen, nämlich in eine Gruppe von e' Zahlen 11', welche
durch blJ theilbar sind, während die andere Gruppe aus denjenigen
Zahlen '1'}" besteht, welche nicht durch h~ theilbar sind, und deren
Anzahl e" == e - e' gerade jetzt von uns gesucht wird. Da c schon
bekannt ist, so bPauchen wir nur noch die Anzahl c' der auszu-
scheidenden Zahlen 11' zu bestimmen. Zu diesem Zwecke setzen
wir blJ = b', a' == lJa", so ist a == b'a", und die ~ I~eale ~1~ P2,
• • • .p r, welche zu einander und zu ~ relative Primideale SInd,
gehen in po" und folglich auch in a" auf. Die Definiti?n der
e' Zahlen '1'}' besteht darin, dass sie durch h', aber durch kelns d~r
Ideale bPli bP2 ... b~r theilbar sind, und hiera~s folgt! dass. SIe
auch durch keins der r Producte h' PI' b' ~2 •• • b ~ l' thellb~r SIDel.
Umgekehrt wenn eine Zahl ~' durch b', aber durch kelns der
r~roducte h'pl' b'P2 ... b'Pr theilbar is~, so ka~n sie auc~.dur~b
kelns der Producte blJl, blJ2 ••. b~ r thellbar seIn; denn ~are SIe
z. B. durch bP theilbar so müsste sie auch durch das klemste ge-meinschaftlich~ Vielfache von b' = bPund b~l' welch~s offe~~l~r
::::: bPPI = b' PI ist, theilbar sein, was nicht der Fall 1st; DU no
534 Supplement XI.
ist jede solche Zahl ö' auch eine Zahl' n'. Die Anzahle' dieser
Zahlen ~' oder n' ergiebt sich aber offenbar aus unserem hypothe-
tisch richtigen Satze, wenn darin nur b durch b', also 0' durch 0"
ersetzt wird, und da N(o') == N(o")N(lJ) ist, so ist diese Anzahl
e
e' = N(lJ);
hieraus folgt die von ~ns gesuchte Anzahl
eil = e-e' = e (1- ~lJ))'
wodurch unsere Induction vollständig bestätigt, also die allgemeine
Gültigkeit unseres Satzes bewiesen ist.
Wir benutzen dieses Resultat zunächst zur Bestimmung der
oben mit 1/1 bezeichneten Function; sieht man von dem evidenten
Fall
1/J(O) == 1
ab, so erl~digt sich dieselbe durch den folgenden Satz:
4. Sind lJ1, lJ2 ... lJ r die sämmtlichen von einander verschie-
denen, in 0 aufgehenden Primideale, so ist
1/1(0) = N(o) (I-NI ) (1- _1_) .. ·(1- Ne1 )).(lJl) N(lJ2) lJr
Denn man braucht in dem vorhergehenden Satze nur b =·0,
also 0' == a zu setzen, weil eine Zahl stets und nur dann relative'
Primzahl zu a ist, wenn sie durch kein in a aufgehendes Primideal
theilbar ist.
Hieraus folgt sofort der Satz (vergl. §. 12), dass, wenn 0,0, c.•.
relative Primideale bedeuten,
1/1 (ab c · . .) == 1/1 (a) l/J (0) l/J (c) . . .
ist; derselbe kann aber auch leicht aus unserem obigen Satze 1.
abgeleitet werden. Aus dem Satze 3. ergiebt sich ferner der
folgende:
. 5. Ist a = ba', so ist 1/1 (a') die Anzahl aller derj enigen nach a
lncongruenten Zahlen, welche mit a den grössten gemeinschaft-
lichen Theiler b haben.
Denn bezeichnet man mit h h h die sämmtlichen von
• t'1, t'2 • • • t' r .
eInander verschiedenen, in 0' aufgehenden Primideale , so sind dIe
genannten Zahlen identisch mit denjenigen, welche durch b, aber
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durch keins der Producte b~1' b~2 ••• b~ r theilbar sind und hier-
aus ergiebt sich unser Satz (aus 3. und 4.). '
Da nun einer jeden der überhaupt vorhandenen incongruenten
Zahlen, deren Anzahl = N(a), ein bestimmter grösster gemein-
schaftlicher Theiler b entspricht, und da a' gleichzeitig mit balle
Theiler des Ideals a durchläuft, so folgt (vergl. §. 13), dass die iiber
alle Theiler a' des Ideals a ausgedehnte Summe
~ 1lJ(a') = N(a)
ist; dieser Satz, welcher, wie man leicht erkennt, für die Function t/J
charakteristisch ist (vergl. §. 138), kann aber auch durch unmittel-
bare Rechnung aus der oben (in 4.) gefundenen Form der Function
abgeleitet werden (vergl. §. 14).
Wir wollen nun noch eine besonders wichtige Folgerung her-
vorheben, welche sich daraus ergiebt, dass die Function t/J niemals
verschwindet: ist bein Theiler von Q, so giebt es (zufolge 5.) immer
eine Zahl 1] von der Beschaffenheit, dass a und 0 fJ den grössten
gemeinschaftlichen Theiler b haben *). Mit etwas veränderter Be-
zeichnung lässt siel} dieser Satz auch in folgender Form aus-
sprechen:
6. Sind a, b zwei beliebige Ideale, so kann a in ein Haupt-
ideal a m verwandelt werden durch Multiplication Init einen) Fa<'-
tor nt, welcher relatives Primideal zu bist.
Denn a ist ein Theiler von ab, und folglich kann nUUl eine
Zahl p, so wählen, dass ader grösste gemein~chaftlic.he Th)e~le~ von
abund 0 p, wird; dann ist 0 p, = am, und m1st relatIves 1nmH)elll
zu 0, was zu beweisen war. Hieraus folgt ,veiter:
7. Jedes Ideal a kann auf unendlich viele Arten als ~riisst('r
gemeinschaftlicher Theiler von zwei Hauptidealen dargestellt
werden.
Denn wählt man nach Belieben eine durch a thcilharc, a~ll'r
vonNull verschiedene Zahl v so ist ov = ab, und wenn man lu?r-
auf p, wählt, wie im vorige~ Satze, so ist a d~r grösste gemelll-
schaftliehe Theiler von 0!.L und 0 v, was zu' beweIsen war.
" ". . d 1'· Satze 1. wenn man für
*) DIes erglebt sIch auch leIcht aus em 0 ngen , l' ,
1.. " "cl .} . t und he(lcnkt, ( ßf:l~ (R~' lJ, c"". Potenzen verschiedener Prlml ra e ~~ nlmnl 1 e+1 theilhar ~ilH1.
Immer Zahlen gicht, welche durch pe, abc'" DIcht durch P
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Um den Satz 6. noch in einer anderen, für manche Anwendun-
gen besonders wichtigen Form darzustellen, schicken wir folgenden
Hülfssatz voraus:
8. Ist m relatives Primideal zu der rationalen Zahl k, so ist
N(ln) auch relative Primzahl zu k.
Denn wenn .tJ ein Primfactor von m, und p die durch .p theil-
bare rationale Primzahl ist (§. 17~, 10.), so kann p nicht in k auf-
gehen, weil sonst .lJ ein gemeinschaftlicher Theiler von mund k
wäre; nun ist N(.lJ) eine Potenz vonp, und da N(nt) das Product
aller Factoren N(p), also ein Product von lauter solchen, in k nicht
aufgehenden rationalen Primzahlen p ist, so ist N(m) relative Prim-
zahl zu k, was zu beweisen war. Hieraus folgt der Satz:
9. Ist 0 ein beliebiges Ideal, und k eine beliebige von 'Null
verschiedene ganze rationale Zahl, so kann man aus 0 eine Zahl ~
so auswählen, dass (a, o!t) relative Primzahl zu k wird.
Denn 0 kann (zufolge 6.) durch Multiplication mit einem Fac-
tor m, welcher relatives Primideal zu k ist, in ein Hauptideal
om == Oft verwandelt werden, und dann ist (0, Oft) = N(m) rela-
tive Primzahl zu 'k, was zu beweisen war.
~ir verlassen nun diese Anwendungen und wenden uns noch
zu dem Beweise des folgenden Satzes, welcher dem verallge-
meinerten Fermat'schenSatze (§.19) der rationalen Zahlentheorie
entspricht:
10. Ist a ein beliebiges Ideal, und ~ relative Primzahl zu a,
so ist
~t/J(a)= 1 (mod. 0);
und wenn .tJ ein Primideal ist, so genügt jede Zahl ro der Con-
gruenz
roN(v) =ro (mod. .p).
Setzt man der Kürze halber 1/J(a) = s, so giebt es genau
s Zahlen ()l' ()2 • • • () 8, welche incongruent nach 0 und zugleich
relative Primzahlen zu 0 sind. Ist nun () ebenfalls relative Prim-
zahl zu a, so gilt dasselbe von den s Producten () Ql' ~ ()2 ••• p ~ 8'
\velche ausserdem wieder incongruent nach 0 sind (wie aus §. 171,
5. oder auch daraus folgt, dass eine Zahl ()' existirt, die der Con-
gruenz ~ ()'=1 (mod. 0) genügt); mithin werden durch diese s Pro-
ducte dieselben s Zahlclassen repräsentirt, wie durch die Zahlen !Jl'
()2 • • • Qs· Man kann daher
~()l = ~:, flfl2 =()~ ... ~()8 =~~ (mod. a)
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setze~., ':0 d~e Zahlen Q:, ~ ~ ..• ~ ~ abgesehen von der Ordnung
volistandig mIt den Zahlen ()1' (>2 ••• (>8 übereinstimmen; bezeich-
n?t man nun ihr Product mit <1, so erhält man durch Multiplication
dIe Congruenz (j QS =(j (mod. a), und da (1 ebenfalls relative Prim-
zahl zu a ist, so folgt hieraus die erste der beiden zu beweisenden
Congruenzen. Bedenkt man ferner, dass 1/J(~) = N(~)-l ist, HO
ergiebt sich leicht die Allgemeingültigkeit der zweiten Congruenz.
An diesen Fundamentalsatz knüpft sich eine fast unerschöpf-
liche Reihe von Untersuchungen; denn er bildet nicht bloss die
Grundlage für eine Theorie der Potenzreste in unserem Gebiete 0,
sondern er steht auch im innigsten Zusammenhange mit der all-
gemeinen Theorie der höheren Congruenzen, welche ihrerseits
wieder wesentliche Hülfsmittel zur Bestimmung der in 0 auftreten-
den Primideale liefert *). Da wir des Raumes wegen hierauf nicht
weiter eingehen können, so empfehlen wir dem Leser, wenigstens
die in den §§. 26 bis 31 enthaltenen Sätze der rationalen Zahlen-
theorie auf unser Gebiet zu übertragen, was keine Schwierigkeit
hat und für eine spätere Anwendung von Nutzen ist.
§. 175.
Wir haben gesehen, dass jedes Ideal a durch MultiplieatioH
mit einem geeigneten Ideal m in ein Hauptideal a1~1 vcrw:,n(~()lt
werden kann (§.173, 5.); man braucht offenbar nur eiDe bch.el)]g(~,
aber von Null verschiedene Zahl f" aus a auszuwählen, so 1st 0/L
= am, und m ist ein Ideal von der angegebenen Art. Wir wolle~
nun zwei Ideale a, a' äquivalent nennen, wenn bei~e durch ~ulh.
. plication mit einem und demselben Factor m In Haupbde~lc
am = op" a'm = op,' verwandelt werden können, DaJ~n 1st
U11.' -, d k h t wenn zwei von Null verseluc<1cnc
r'"' - a ft, un umge er, . , ,
Zahlen 'YJ , 'YJ' existiren, welche der Be~lng~~g" afj ==. a fJ
genügen, so sind die Ideale a, a' geWISS aqU1~alentj ~lenn
wenn m · b 1· b· Factor ist welcher a in eIn IIaupbdealeIn e Ie Iger, ,"t
, ,am - r; a nl" ml-
um = Oft verwandelt, so folgt 0PfJ = fJ - , t
h· · ' - ",' '1 setz , soIn 1st ft 'YJ' theilbar durch 1], und wenn man P, 't] --: ' z
folgt 0 p,' 'I'J = 'I'J a' m alsoop/ .- a'm, was zu beweisen war. --oU-
, .'\~
-. ,"' ebers Abhandlung: Ueber den Z,lo
) Man vergleIche z. B. des Herausg .l d . Tl .·c der höheren
sammenhang zwischen der Theo1"l~e der Ideale U1U I ,Cl.. .teo, t. J Bd 23)
Congruenzen. 1878. (Abh. d. Ges. d. Wissensch. zu Gotbngen, · l •
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gleich ergiebt sich hieraus, dass jeder Factor m, welcher das eine
von zwei äquivalenten Idealen a, a' in ein Hauptideal verwandelt,
Gleiches auch für qas andere Ideal leistet, und dass folglich je
zwei Ideale a', a", die mit einem dritten Ideal a äquivalent sind,
stets auch mit einander äquivalent sein müssen. Auf diesem
Satze beruht die Möglichkeit, alle Ideale in Idealelassen einzu-
theilen ; ist a ein bestimmtes Ideal, so hat der Inbegriff A aller
mit a äquivalenten Ideale a, a', a" ... die Eigenschaft, dass je
zwei darin enthaltene Ideale a', a" einander äquivalent sind, und
wenn a' irgend ein in A enthaltenes Ideal ist, so ist A zugleich
der Inbegriff aller mit a' äquivalenten Ideale. Ein solches SystemA
von Idealen nennen wir eine Idealelasse oder auch. kürzer eine
(~lasse, da eine Verwechselung mit Zahlelassen hier nicht zu
befürchten ist; jede Classe A ist durch ein beliebiges in ihr
enthaltenes Ideal a vollständig bestimnlt, und letzteres kann daher
immer als Repräsentant der ganzen Classe A angesehen werden.
Die durch das Ideal 0 repräsentirte Classe wollen wir mit
o bezeichnen und die Hauptelasse nennen, weil sie aus allen
Hauptidealen und nur aus diesen Idealen besteht. In der That,
wenn a mit 0 äquivalent ist, so giebt es zwei Zahlen 'Yj, rJ', welche
der Bedingung arJ = o'YJ' genügen; hieraus folgt, dass rJ' durch t1
theilbar, also '1' = P, rJ, folglich a 'YJ = 0 P, 'YJ, mithin a = 0 f" ein
Hauptideal ist; und umgekehrt, wenn a == 0 p, ist, so wird die
Bedingung a rJ = 0 r;' z. B. durch die beiden Zahlen 1} = 1,
YJ' == ~ befriedigt, und folglich ist 0 äquivalent mit o.
Sind 0, 0' äquivalent, so gilt dasselbe von 0 b, 0' b, weil aus
a r;' == 0' l} auch (0 0) l}' ~ (a' b) 11 folgt; sind ausserdem 0, b'
äquivalent, so folgt aus demselben Satze dass o'b 0'0', also auch,t .
a 0, a' b' äquivalent sind. Durchläuft daher 0 alle Ideale der
Classe A, und ebenso 0 alle Ideale der Classe B, so gehören alle
Producte ab einer und derselben Classe K an die aber noch
unendlich viele andere Ideale enthalten kann· 'diese Classe K
wollen wir mit A. B bezeichnen und sie soll das'Product aus A, B
oder die aus .A und B zusamm~ngeSelzte Classe heissen. Offenbar
ist AB === B A, wo das Gleichheitszeichen die Identität der beiden
Classen bedeutet, und aus (Q 0) C === a (6 c) folgt für drei beliebige
Classen der Satz CA B) C === A (B G). Man kann daher dieselben
Schlüsse anwende~, wie bei der Multiplication von Zahlen .od~r
I?ealen, und beweIsen, dass bei der Zusammensetzung von beh~blg
VIelen Classen Al, A2 ••• Am die Anordnung der ~uccesslven
Allgelneine Zahlentheorie. 539
Multiplicationen, durch welche jedesmal zwei Classen zu ihTem
Producte vereinigt werden, keinen Einfluss auf das Endresultat
hat, welches kurz durch Al A 2 ••• Am bezeichnet werden kann
(vergl. §. 2). Sind die Ideale 01' 02 ••• 0m Repräsentanten der
Classen Al, A 2 • •• Am, so ist das Ideal 01 02 ••• Om ein Reprä-
sentant des Productes Al A 2 ••• Am. Sind alle m Factoren == .A,
so heisst ihr Product die mte Potenz von A und wird mit Am be-
zeichnet; ausserdem setzen wir Al == A und A 0 == O. Von
besonderer Wichtigkeit sind die heiden folgenden Fälle.
Aus 00 == 0 folgt der für jede Classe A gültige Satz OA. == A.
Da ferner jedes Ideal 0 duroh Multiplication mit einem
Ideal m in ein Hauptideal am verwandelt werden kann, so giebt
es für jede Classe A eine zugehörige Classe M, welche der Be-
dingung A M == 0 genügt, und zwar nur eine einzige; denn wenn
die Classe M' ebenfalls die Bedingung AM' == 0 erfüllt, so folgt
M' = OM' == (A.M)M' = (AM')M= OM== M.
Diese Classe M heisst die entgegengesetzte oder die inverse Classe
von A, und sie soll durch A -1 bezeichnet werden; offenbar ist
umgekehrt A die inverse Classe von A-1. Definirt man ferner
A.-m als die inverse Classe von Am, so gelten für beliebige ganze
rationale Exponenten r, s die Sätze
Ar A.s == .A.r+s, (.A.r)s = Ars, (AB)r == A" Br.
Endlich leuchtet ein, dass aus AB == AC durch Multiplica-
tion mit A -1 stets B == C folgt.
Um nun tiefer in die Natur der Idealclassen einzudringen,
wählen wir eine beliebige, aus n ganzen Zahlen (01' ID 2 ••• ro n
bestehende Basis des Körpers ~; dann wird jede Zahl
ro = h) WI +h2 0)2 +···+hnüJ n ,
welche ganze Coordinaten hb h2 ••• h n hat, ebenfalls eine ganze
Zahl des Körpers. Legt man den Coordinaten alle ganzen Werthe
b~i, welche, absolut genommen, einen bestimmten positiven Werth Ti,
nIcht überschreiten so werden offenbar die absoluten Werthe der,
entsprechenden Zahlen ro wenn sie reell sind, oder ihre analyti-
h ' ·sc en Moduln, wenn sie imaginär sind, sämmtlicll < r k seIn, wo r
die Summe der absoluten Werthe oder der Moduln von IDl' 612 ••• üJ n~edeutet und folglich eine von k gänzlich unabhängige Constante
1st. Da ferner die Norm N (ro) ein Product aus n conjugirten
Zahlen ca von der obigen Form ist, so wird gleichzeitig
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+N(ro)::;: skn ,
wo s ebenfalls eine lediglich von der Basis abhängige Constante
bedeutet. Hierauf beruhtd~r folgende Fundamentalsatz:
In jeder Idealelasse M giebt es mindestens ein Ideal tn, dessen
Norm die Constante s nicht überschreitet, und folglich ist die Anzahl
der Idealclassen endlich.
Beweis. Man nehme nach Belieben ein Ideal a der inversen
Classe M-l, und wähle für k diejenige positive ganze rationale
Zahl, welche durch die Bedingungen
kn < N(o) < (k + l)n
bestimmt ist; legt man nun jeder der n Coordinaten hl , h2 ••• hn
die sämmtlichen (k + 1)' Werthe 0, 1, 2 ... k bei, so entstehen
lauter verschiedene Zahlen ro, und da ihre Anzahl == (k +1)>>,
also> N(o) ist, so giebt es unter diesen Zahlen ro nothwendig
zwei von einander verschiedene
ß = bl COl + ·· ·+.b n ron , r = Cl rol + ···+Cn ro n ,
welche einander nach a congruent sind; mithin wird ihre Differenz
Ct = ß- r = (bI - Cl) rol + ·· ·+ (b n - Cn) ron
eine von Null verschiedene, durch a theilbare Zahl sein. Da nun
die Coordinaten b, C der Zahlen ß, r in der Reihe 0, 1, 2 ... k
enthalten sind, so überschreiten die Coordinaten (b - c) der Zahl u,
absolut genommen, den Werth k nicht, und folglich ist
+N(a) S skn•
Nun ist aber a theilbar durch 0, also 0 ~ = am, wo m ein Ideal
der Classe M bedeutet, und folglich
+N(a) = N(a)N(m) S sk'n;
da ferner kn ~ N(a), so folgt N(m) ~s, wie behauptet war.
Bedenkt man aber, dass es nur eine endliche Anzahl von ganzen
rationalen Zahlen giebt, die den Werth s nicht überschreiten, und
dass auch nur eine endliche Anzahl von Idealen m existirt, welche
gleiche Norm haben (§. 169, 7.), so ergiebt sich, dass die Anzahl
der !deale m, .welche der Bedingung N(m) < s genügen, und
folglIch auch dIe Anzahl der Idealclassen M eine endliche ist, was
zu beweisen war.
Es leuchtet nun unmittelbar ein, dass Alles, was wir in der
Theorie der quadratischen Formen über die Zusammensetzung der
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ursprünglichen Classen erster Art gesagt haben (§.149), sich Wort
für Wort auf unsere Idealelassen übertragen lässt. Wir heben
hier aber nur den einen Satz hervor, dass, wenn h die Anzahl
aller Olassen bedeutet, jede Idealclasse A der Bedingung
Ah === 0
genügt. Ist daher a ein beliebiges Ideal, so ist ah immer eIn
Hauptideal ; setzt man nun
und
tt,; = i"', tt,o == ~,
so ist tt,o eine ganze algebraische Zahl (§. 160, 2.); gehört dieselbe
dem Körper .Q, also auch dem Gebiete 0 an, so ist a offenbar ein
Hauptideal , nämlich == 0 tt,o, und es wird folglich, wenn a kein
Hauptideal ist, 'die Zahl lXo dem Körper ~ gewiss nicht angehören.
Nichtsdestoweniger findet auch im' letzteren Falle zwischen dem
Ideal a und der Zahl tt,o der Zusammenhang statt, dass a der In-
begriff aller derjenigen in 0 enthaltenen Zahlen ist, welche durch
lXo theilbar si~d (§. 161). Denn wenn tt, in a enthalten, also tt,h
durch ah, mithin auch durch ft theilbar ist, so ist tt, auch theilbar
durch ~ == lXo (nach §. 160, 2.); und umgekehrt, ist a eine in 0
enthaltene und durch ao theilbare Zahl, so ist u h theilbar dureIl
a~ == ~, also auch durch ah , woraus (nach §. 173) leicht folgt,
dass OG auch durch a theilbar ist. Nennt lllan daher eine solche
Zahl (;Go eine ideale Zahl des Körpers S2, im Gegensatze zu den
in S2, enthaltenen wirklichen Zahlen, so kann jedes Ideal a als der
Inbegriff aller in 0 enthaltenen, durch eine wirkliche oder ideale
Zahl (;Go theilbaren Zahlen angesehen werden. Hieran knüpfen
wir den Beweis des folgenden, schon früher (§. 161) angekündigten
Satzes:
Zwei beliebige ganze algebraische Zahlen u, ß besitzen il1~fjnCr
einen ge1neinschajtlichen Theiler 8, welcher in der Fornl OG ~ + ß 1J
darstellbar ist, wo ~, 11 ebenfalls ganze algebraische Zahlen bedeuten.
Beweis. Wir nehmen an, dass beide Zahlen u, ß von Null
verschieden sind, weil im entgegengesetzten Falle der Satz evident
ist. Es giebt nun immer einen endlichen Körper S2" welcher beide
Zahlen tt" ß enthält *), und es sei 0 wieder das System aller ganzen
*) Man kann z. B. die rationalen Zahlen a, b so wählen, dass, \Vel111
(j = a a + b fJ gesetzt wird, heide Zahlen a, fJ in dem aus der Zahl ()
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Zahlen dieses Körpers, ferner h die Anzahl der Idealclassen. Ist h
der grösste genleinschaftliche Theiler der beiden Hauptideale
oa == a b, 0 ß == 0 h,
so sind 0, {) relative Primideale , und dasselbe gilt folglich von
ihren Potenzen ah, bh• Setzt man nun
bh ='01',
wo r In 0 enthalten, so wird, weil ah und ßh durch bh theilbar
sind,
u h =::: ~r, ßh = VI', D~ = ah , ov === bh ,
wo ~, v ebenfalls in 0 enthalten und zwar relative Primzahlen sind
(§. 174, 2.); es giebt daher in 0 zwei Zahlen ~', v', welche der
Bedingung ~ fL' +v v' == 1, also auch der Bedingung
Uh/L' + ßh V' == r
genügen. Man führe jetzt die dem Ideal h entsprechende ganze
algebraische Zahl ß ein, so ist
ß == {'lr, r === ~h,
und d ist nach dem Obigen ein gemeinschaftlicher Theiler der
heiden gegebenen Zahlen 0', ß, weil dieselben durch b theilbar
sind; mithin ist ßh-l auch ein gemeinschaftlicher Theiler der
Potenzen cth - 1, ßh-l, und man kann folglich
ah-l~' == ~h-l~, ßh-l v' == ~h-l r;
setz~n, wo ~, 1J ganze algebraische Zahlen sind, die offenbar der
BedIngung
ug+ß1J == (J
genügen, was zu beweisen war.
Diese Zahl ~, aber auch jede mit ihr associirte Zahl, verdient
?en Namen. des grössten gemeinschaftlichen Theilers von (JG, ß, weil
Jeder gemeInschaftliche Theiler dieser heiden Zahlen in ~ auf-
gehen muss. Da ferner jedes Ideal hals grösster gemeinschaft-
licher Theiler von zwei Hauptidealen 0 U, 0 ß darstellbar ist
~§. 174, 7.), so kann unter einer idealen Zahl des Körpers .Q, au~h
J~de Z~hl.d' verstanden werden, welche der grösste gemeinschaft-
lIche lheIler von zwei wirklichen, d. h. in 0 enthaltenen Zahlen
a, ß ist.
entspringenden endlichen Körper !t enthalten sind (vergl. den Schluss
von §. 162).
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Nach dieser Abschweifung kehren wir noch einmal zu der
Eintheilung aller Ideale in Classen zurück; es giebt nämlich einen
}i-'all, für welchen es zweckmässig sein kann, an Stelle der oben
beschriebenen Eintheilung eine andere zu setzen, die noch etwas
tiefer eingreift. Zwei Hauptideale 0 f', 0 v sind offenbar stets und
nur dann identisch, wenn die beiden Zahlen f', v associirt, d. h.
wenn v == cf' ist, wo c eine Einheit bedeutet. Ist die Norm von f'
positiv, so ist sie zugleich die Norm des Hauptideals 0/1. Es kann
aber auch der Fall eintreten, dass die Normen aller mit einer
bestilnruten Zahl f' associirten Zahlen c tt negativ sind; dies wird
inlmer und nur dann geschehen, wenn es in dem Körper ,Q Zahlen
von negativer Norm, unter diesen aber keine Einheit giebt*). In
diesem Falle ist es für manch<J Untersuchungen zweckmässig, zwei
Ideale 0, a' nur dann äquivalent zu nennen, wenn es zwei Zahlen
1], r;' von positiver Norm giebt, welche der Bedingung a 'YJ' == 0' 1J
genügen, und hierdurch verdoppelt sich ofi'enbar die Anzahl der
Idealclassen; die Hauptclasse 0 besteht nur noch aus denjenigen
Hauptidealen 0 tt, welche den Zahlen f' von positiver Norm ent-
sprechen, während die übrigen Hauptideale eine besondere, sich
selbst entgegengesetzte Classe bilden. Die allgemeinen Sätze
über die Zusammensetzung der Classen werden aber hierdurch
nicht geändert. Man kann auell leicllt beweisen, dass jedes Ideal (1
in ein Ideal der jetzigen Hauptclasse 0 verwandelt werden kann
durch Multiplication mit einem ~-'actor tn, welcher relatives Prinl-
ideal zu einem beliebig gegebenen Ideal b ist; denn hat man
(nach §. 174, 6.) aus a eine Zahl i'" so ausgewählt, dass 0 der
grösste gemeinschaftliche rrheiler von 00 und 0 f' ist, so hat jede
Zahl, welche =p, (mod. ob) ist, dieselbe Eigenschaft, und es
braucllt nur noch gezeigt zu werden, dass es unter diesen Zahlen
auch solche von positiver Norm giebt; bezeicllnet man aber mit z
eine willkürliche ganze rationale Zahl, so ist (nach ~. 164, (11 )).
N(!L +z) == zn +el zn-l +···+Cu,
wo Cl' C2 ••• en rational und von z unabhängig sind, und folglich
.wird die Zalll p, + z die gewünschte Eigenschaft erhalten, wenn
*) Der Grad n eines solchen Körpers Q muss, wie leicht zu sehen,
eine gerade Zahl, und unter den mit Q conj ugirten I{örpern müssen auch
solche sein, welche aus lauter reellen Zahlen bestehen. Ein solcher Körper
ist z. B. der quadratische Körper, dessen Grundzahl == + 12, während der
von der Grundzahl + 8 diese Eigenschaft nicht besitzt.
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man der Zahl z einen hinreichend grossen positiven, durch ab
theilbaren Werth beilegt; aus 0 (p, + z) === a tU ergiebt sich dann
der verlangte Factor m. Den hiermit in erweitertem Umfange
bewiesenen Satz kann man' ofl'enbar auch so aussprechen:
In jeder Idealclasse M giebt es Ideale m, die mit einetn beliebig
gegebenen Ideale keinen gemeinschaftlichen Theiler ausser 0 haben.
§.176.
Die Theorie der Ideale eines Körpers a hällgt unmittelbar
zusammen mit der Theorie der zerlegbaren Formen, welche dem-
selben Körper entsprechen *); wir beschränken uns hier darauf,
diesen Zusammenhang in seinen Grundzügen anzudeuten.
Es sei X eine ganze homogene Function n ten Grades von n
unabhängigen Variabelen Xl' X2 ••• X n , und wir wollen annehmen,
dieselbe sei eine zerlegbare' Form, d. h. sie lasse sich als Product
von n linearen Functionen UI, U2 ••• U n darstellen. Alsdann ver-
stehen wir unter der Discriminante der Form X das Quadrat
(~+0 UI 0 U2... () U n )2 = t::, (X) (1)
- 0 Xl 0 X2 0 X n
der Functional-Determinante,· welche aus den in den Factoren u
auftretenden constanten Coefficienten gebildet ist **). Nun sind
zwar, wenn
(2)
eine solche gegebene zerlegbare Formist, die Functionen Ul' U2 ••• Un
nur bis auf constante Factoren bestimmt und man könnte sie,,
ohne X zu ändern, durch Cl Ul' C2 U2 ••• Cn U n ersetzen, wo
Cl' C2 • • • Cn beliebige Constanten bedeuten, die nur der Bedingung
genügen müssen, dass ihr Product = 1 ist; hieraus ergiebt sich
aber, dass ~ (X) von der Wahl dieser Constanten unabhängig,
*) Solche Formen sind zuerst von Lagrange betra,chtet in der Ab:
handlung: Bur la solution des problemes indeterrnines du second degre.
§. VI. Mem. de l'Ac. de Berlin. T. XXIII, 1769. (OEuvres de L. T. 11,
1868, p. 375.) - Additions aux Elemens d' Algebre par L. Euler. §. IX.
**) Her1nite: Bur la theorie des formes quadratiques (Crelle's Journal,
Bd. 47, S. 331). - Die Discriminante der binären quadratischen Form
a x
2 + b x y + C y2 ist = b2 - 4 a c.
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also durch die Fornl X allein vollständig bestimmt ist. Dasselbe
folgt auch aus dem Satze
X2~+o2IogX o2 Iog X ... o2log.X = (-l)f1,6,(X) (3)
- OX1 oX1 OX20X2 oxnoxn '
welcher aus
x
(4)
oX
oXl
oX 02X
oXl ÖXl ÖXl
o2log X
o X r 0 X s
olog U\ 0 log u. +0 log U 2 0 log U2 + ... +0 log Ufi 0 log u,.
oX r oX s oX r öX s oX r oX s
hervorgeht und leicht in verschiedene andere Formen, z. Il.
oX
OX n
02 X
oXl (] X n
oX 02X 02X
OX n OXn OX1'" OXnOx n
umgewandelt werden kann. Besitzt X lauter ganze rationale
Coefficienten, so wollen wir deren grössten gemeinschaftlichen
Theiler t auch den Theiler der ForJn X nennen (vergl. §. 61); da
sich nun leicht allgemein zeigen lässt, dass der rrheiler eines
Productes aus beliebigen Formen mit ganzen rationalen Coefficien-
ten gleich dem Producte aus den Theilern der einzelnen Formen
ist *), so folgt aus der vorstehenden Gleichung, dass 6 (X) eine
ganze rationale, durch t2 theilbare Zahl ist. Wir bemerken ferner,
dass 6 (aX) == a2 6 (X) ist, wenn a irgend einen constanten
Factar bedeutet.
Wir beschränken uns nun auf die Betrachtung derjenigen
zerlegbaren Formen X, welche den Idealen des !{örpers ,Q ent-
Sprechen und auf die folgende Weise entstehen. Zunächst wählen
wir eine bestimmte Basis ro1' ro2 . . . ro n für das aus allen ganzen
Zahlen ID des Körpers bestehende Ideal
o === [001' 002 ••• ro n ] (5)
und setzen die Grundzahl 6 (a) des Körpers, d. h. die Discrinli-
nante
--~----
*) Vergl. Gauss: D. A. art. 42.
Dirichlet, Zahlentheorie. 35
546 Supplement XI.
6 (6)1' ro2 ... ron ) == D. (6)
Ist a ein beliebiges Ideal, so "ist N(a)~ also auch jedes Product
roN(a) theilbar durch a (nach §. 169~ 1.); es wird daher auch jede
Basiszahl ror des Moduls 0 durch Multiplication mit N(a) in eine
Zahl des durch 0 theilbaren 1\loduls a verwandelt~ woraus (nach
§. 165, (9)) folgt, dass jedes Ideal
a == [al' 0'2 ... an] (7)
gesetzt werden kann, also ein endlicher ~Iodul ist, dessen Basis
aus n von einander unabhängigen Zahlen Ct}, 0'2, ••• an besteht.
Da dieselben ganze Zahlen sind, so gelten n Gleichungen von der
Form *)
(8)
wo die Coordinaten ar ,8 ganze rationale Zahlen sind, und zwar
wollen wir die Basiszaillen stets, wie wir ein- für allemal bemerken,
so wählen, dass die aus diesen Coordinaten gebildete Determinante
einen posit1:ven Werth erhält, dass also
~+ a1,1 a 2,2 ••• an,n == N(o) (9)
wird (nach §. 165, (22)). Aus den vorstehenden Gleichungen folgt
ferner (nacll §. 164, (7)), dass die von der Wahl der Basis unab-
hängige Discriminante
ist.
(10)
'Vir fUhren jetzt ein System von 1~ unabhängigen Variabelen
Xl' .T~ • •• X n und die homogene lineare Function
a::::::::~Xtat (11)
ein; dann kann man, weil jedes Prodllct Ct
r
ros in dem Ideal a ent-
halten ist,
u ror == ~ Xr,t U t == ~ Xr,t at,l/ rot' (12)
setzen, wo die n2 Grössen X1~ 8 110moO'ene lineare Functionen der
Veränderlichen Xl' X 2 ••• X .. 'mit ga~zen rationalen Coefficienten
bedeuten; setzt man daher die aus ihnen gehildete Determinante
*) Wir bezeichnen in der Folge mit t, t', 11" ••• ausschliesslich
Summationsbuchstaben , welche die n Werthe 1, 2 ... n durchlaufen
sollen, und ein einfaches Sunlmenzeichen .I bezieht sich stets auf alle
solche, hinter demselben auftretende t t' t" während r s ••• cou-
stante Indices bedeuten. ". · ., "
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(13)
so ist X eine ganze homogene Function der ?~ Variabelen x"' deren
Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, und wir wollen sagen,
diese Form X entspreche der Basis al' a 2 ••• an des Ideals Q. SO
oft nun die Variabelen x" rationale Werthe erhalten, wird a eine
Zahl des !{örpers $2" und aus (12) folgt (nach §. 164, (10)), dass
die Norm von a durch Multiplication der heiden aus den Grössen
x",,,, und a",t/ gebildeten Determinanten (9) und (13) entsteht,
dass also
N(a) = N(a) X (14)
ist; da nun diese Norm das Product der n mit IX conjugirten
Zahlen, welche homogene lineare E'unctionen der Variabelen x"
sind, und da zufolge (10) die Discriminante dieses Productes .
=D N (0)2 ist, so ergiebt sich, dass X ebenfalls eine zerlegbare
Form, und dass ihre Discriminante
(15)6 (X) == D
ist.
Legt man den Variabelen x" ganze rationale Werthe bei, so
wird IX theilbar durch 0, und umgekehrt wird jede Zahl des
Ideals 0 durch ein und nur ein solches System von Werthen x"
erzeugt; dann ist
oa == Qm, N(a) == N(o) X == + N(a) N(m),
mithin
. X=±N(nt)==+(a,oa). (16)
Ist .nun k eine beliebig gegebene ganze rationale, von Null ver-
sC}l1edene Zahl, so kann man (nach §. 174, 9.) die Zahl IX aus denl
Ideal a so auswählen, dass (0, 0a), also auch der zugehörige Wcrth
der Ji"'orm X relative Primzahl ßU k wird, woraus unmittelbar folgt,
dass X eine ursprüngliche, d. h. eine solche Form ist, deren
Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.
Verfährt man bei der Eintheilung der Ideale in Classen so,
~ie es am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen beschrieben
1st - und dies soll im Folgenden immer geschehen -, so wird,
~enn ader Classe A angehört, und m jedes beliebige Ideal del~
Inversen Classe A -1 bedeutet, iminer eine Zahl a von positiver
Norm existiren welche der Bedingung 0 a = um genügt, undg~eichzeitig wird X = + N (m); mithin können durch die Form X
dIe Normen aller in der Classe A -1 enthaltenen Ideale In dar-
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gestellt werden (vergl. §. GO). Umgekehrt leuchtet ein, dass jeder
durch die Forln X darstellbare positive \Verth, welcher ganzen
rationalen Werthen der Variabelen x" entspricht, die Norm eines
solchen Ideals mist.
vVählt man für dasselbe Ideal a ein beliebiges anderes System
von Basiszahlen ßl' ß2 . · • ßn, die aber ebenfalls der Bedingung
genügen, dass die aus ihren Coordinaten gebildete Determinante
positiv ist, so ist
ßr==Lcr,,,a,,; ~+Cl,lC2,2 ••• Cn,n==+1 (17)
und die der Basis (Xl' (X,2 ••• an entsprechende :Fornl X geht durch
die Substitution
X r == ~ c",r y", (18)
deren Coefficienten c'" 11' ganze ratiollale Zahlen sind, in eine
äquivalente Form Y über, welche der neuen Basis entspricht und
eine ganze homogene Function der neuen Variabelen YII ist. Um-
gekehrt, wenn Y mit X äquivalent ist, d. h. wenn X durch eine
Substitution vo~ der Form (18) lnit ganzen rationalen Coefficien-
ten CII,,," deren Deterlninante == + 1 ist, in Y übergeht, so giebt
es oft'enbar eine Basis des Ideals a, welcher diese Form Y ent-
spricht. Allen Basen desselben Ideals a entspricht daher eine
bestimmte ]!'()rn~enclasse, d. h. ein System von Formen X, Y.,·
der Art, dass je zwei von ihnen einander äquivalent sind, und wir
wollen sagen, dass diese Formenclasse dem Ideale a entspricht.
Ist ferner n ein beliebiges Init a äquivalentes Ideal, so giebt es
z,vei Zahlen '1], fi' von positiver Norm welche der Bedingung
a t)' = n11 genügen; setzt man nun 11,'a t = 'T} V tl so bilden die
12 Zahlen v It offenbar eine 11asis des Ideals n und aus (12) geht
durch Multiplication mit 'T}' und Division mit 11 hervor I dass die
Fornl X auch dem Ideal n, mithin die Formenclasse auch allen
Idealen der Classe A entspricht. Jeder Idealclasse entspricht
daher eine bestimmte Formenclasse. Die schwierigere Frage aber,
ob mehreren verschiedenen Idealclassen eine und dieselbe Formen-
classe entspreche~: kann, müssen wir der Kürze halber hier un-
e.rörtert lassen. Dasselbe gilt von der Aufgabe, alle Trans~~rma.
tlonen der Form X in sich selbst zu finden und wir beschranken
uns auf die einleuchtende BemerkunO' das~ durcll 1· ede Einheit E, '
b' t. •
deren Norm positiv, also == + 1 ist, eine solche Transformation
t . 1 • • deserzeug wIrfl, weIl die n Zaillen 8 Ci It ebenfalls eine BasIS
Ideals abiiden (vergl. §§. 62, 83 - 85).
•
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Die (}OJrtlJosition der lToflnen X entspricht der l\lultiplication
der Ideale. Es seien zwei beliebige Ideale
a == [al' a2 · . · an], b == [ßl' ß2 · • · ßn] (19)
mit bestimmteIl Basen rtl;' ßt gegeben, so kann man ihr Product
tl [) === c == [1'1' y:! ... Yn] (20)
setzen; aus denl Begrifre der l\lultiplication der Ideale (§. 170)
folgt aber unmittelbar, dass (1 b ein endlicher IVlodul ist, welcher
die n 2 Producte (XI; ßI;' zu Basiszahlen hat; zwischen diesen und den
n Basiszahlen 1'1; desselben }V[oduls Inüssen daher (zufolge §. 165,
(14)-(16)) Relationen von der }'orln
(21)
Statt finden, ,vo die Coeffieientell p, fj ga.l1ze rationale Zahlen sind;
die sämmtlichcllDeterlninanten P, welche sibIl aus je n der n 2
Zeilen
1);-,8, 1);',8 ... P~'~l' p~,8 (22)
bilden lassen, sind Zahlen ohne gemeinschaftlichen rrheiler. lVlan
führe jetzt drei Systenle von jen Variabelen x/;, Y/;, Z I; ein und
setze
so wird
ß ,~ ß'== ... y/; 1;' (23)
N(n) == N(ll)X, N(ß) == j\T(b)Y, N(y) == N(c)Z, (24)
wo X, Y, Z die den obigen Basen der Ideale 0, V, c entsprechen-
den F'orlnen bedeuten. l\Iacht Inan nUll die 'Tariabelen Z t durch
die bilineare Substitution
(~5)
zu :Functionell der Variabelen x/;, y", so wird
y == aß, also N(y) == N(rx)N(/3), (26)
und da ausserc1eln N(c) === N(o) N(b) ist, so folgt
Z == X Y, (27)
d. h. die lTornl Z geht durch die Substitution (:25) in das I)rodu~t
der beiden ~~ormen X Y über und wir ,vollen deshalb sagen, dIe
~ "
.r orln Z sei aus den heiden Formen X, Y zns(tJnn~engesetzt.
Diese Forluen sind durch die Substitution (25) vollständig
bestimmt. Aus (26) folgt nämlich zunächst
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ß ,., 0 Z " 0 (28)a r == .... -;;;;-- f",
UY1'
nun lassen sich die Zahlen r", weil sie in c und also auch in 0
enthalten sind, ill der Form
fr == ~ er,,, ß"
darstellen, wo die Coefficienten C",,,' ganze rationale Zahlen be-
deuten, deren Determinante
~ + C1,1 C2,2 ••• cn,n == (6, c) == N(o)
ist; es wird mithin
ß ~ oz" ßa r==,:"~c"It'.",,
. UY1' ,
woraus
also
x = ~ + 0$1 ,OZ2 000 'OZn (29)
- 0Yl ÖY2 OYn
folgt. Auf ganz ähnliche Weise ergiebt sicll natürlich aus den
Gleichungen
die Form
(30)
y = ~ + 0 $1 0 Z2 • &-.. '0 Zn • (31)
- OX1 OX2 '0 X n
Unsere obigen Gleichungen (12) und (13) gehen offenb~r
durch die specielle Annahnle b == 0 aus den allgemeinen Glel-
chungen(28) und (29) hervor. Die in den letzteren auftretenden
n2 Grössen
OZm _ I. &,8 X .. (32)oYs - Pm "
sind homogene lineare Functionen der n Variabelen x" mit ganzen
rationalen Coefficienten pr,s und zwar sind
m'
P1,s p2,s n-l s n sm , m·· • P rn, " P rn,' (33)
die in einer und derselben Zeile enthaltenen Coefficienten. Es ist
nun von Wichtigkeit,' dass umgekehrt die 'it Variabelen x~ sich
(auf unendlich viele Arten) als' homogene lineare Functionen der
n2 Grössen (32) mit ganzen rationalen Coefficienten darstell~n
lassen, oder, was offenbar auf dasselbe hinauskommt, dass dIe
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sämmtlichen Determinanten R, welche aus je 1~ von den 'n 2 Zeilen
(33) gebildet und von den oben mit P bezeichneten Determinanten
wohl zu unterscheiden sind, ebenfalls keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben. Um dies Letztere zu beweisen, bemerken wir
zunächst, dass die Determinanten Ii ge,viss nicht alle verschwin-
den; denn betrachtet man z. B. solche 1t Zeilen (33), in welchen
der Index s ungeändert bleibt, so ist, wie sich durch Vertauschung
der Horizontal- und Verticalreihen unter Berücksichtigung von (21)
leicht ergiebt, die entsprechende Determinante
1)~ ,8 ••• p~,s
also von Null verschieden. Bedeutet nun eden grössten gemein-
schaftlichen l'heiler aller Determinanten R, so folgt aus unserer
allgemeinen Untersuchung über die Reduction eines endlichen
Moduls auf eine irreductibele Basis (§. 165, (19), (20)), dass sich
zwei Systeme von ganzen rationalen Zahlen h;;~s und e",s aufstellen
lassen, welche den Bedingungen
genügen *). Hierauf definire man n Zahlen [-t lt durch die Gleichullgcn
*) Man hraucht offenbar nur n beliebige, aber von einander unab-
hängige Zahlen a O zu \vählen und den Modul, dessen Basis aus dell
n2 Summen #I
[; (8) _ ,., 1) " I S « 0
m - ~ '1Jl, #I
besteht, auf eine irl'cductibclc, also ausn Zahlen
- ~e aO
8)' - "-' ",1' "
bestehende Basis zu reducirell, so wird
8(.9) == E h"'S 8
m, m",
und hieraus ergeben sich die obigen Beziehungen. - Versteht man aber
unter den n Zahlen a 0 die zu den Zahlen (( /; cOJllplclnentä-ren Zahlen
(§. 164 Anm.) so wird /;8(8) = ß yO, wo die Zahlen y~ wieder comple-
, 111. 8 'In d· G ..lUentär zu den Zahlen IV sind und hierdurch gewinnen lese rossen
• I " , • d 11
eIne unmittelbare Bedeutung für die obige Untersuchung; In er a .
gemeinen, hier gänzlich unterdrückten Theorie der geb14 0chenen Ideale,
zu welchen auch die mit abc COl1~plel1~entären Ideale aO, 1>0, CO gehören,
~ird nämlich leicht gezeigt,' d~Bs 1> CO = QO ist, woraus offenbar folgt, dass
dIe Determinanten R keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.
•
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aus denen durch Umkehrung
~'ft r == "-J e", r U"
folgt, wo die Coefficienten e: ,,,, ganze rationale Zahlen sind, deren
Determinante
'\1 +" , n-1
.. e l le 2 2· • • en n:=:: e
- " ,
ist, weil
~ e:,r el/,s == e oder === 0
ist, je nachdem 'Y, s gleich oder ungleicll sind. ~Iit Rü.cksicht
auf (21) folgt nun aus den vorstehenden Gleichungen
ß ~' ß ~, ,,' sftr s = .. e"',r u", s === .,;:.e"',1·p,,' r"
~' h"" s " 1 1',8 •== .. e"',r ,,' e"',t,'r" == e .. /~" r",
mithin ist 0p". theilbar durch e c 11 ea b, also fl 't' theilbar durch
ea, und hieraus folgt, dass alle Coefficienten e'",,,, durch e theilbar
sind, mithin e == 1 ist, was zu beweisen war.
Derselbe Satz gilt selbstverständlich auch für die Determi-
nanten S, welche aus je n Zeilen von der Form
(34)
, [" , ] (36)a = U 1 , Ct 2 • • • u n ,
welches durch die Bedingung
oN(a)==aa'
vollständig bestimmt ist; offenbar ist
N (0.') = N(a)n-l,
und folglich ist aN(a)n-2 das zu a' adjungirte Ideal. Ist ferner a
gebildet sind; also lassen sich die n Variabelen y" auch als homo-
gene lineare Functionen der n2 Grössen
oZm _ '\-' r," (35)
ox,. - ~Pm y",
und zwar mit ganzen rationalen Coefficienten darstellen.
Ganz ähnliche Eigenschaften wie die linearen Functionen, .
(32) und (35), besitzen auell die aus ihnen gebildeten Determ~"
nauten (n - 1)ten Grades, d. h. die Coefficienten, mit welchen SIe
in ~e~ Determinanten (29) und (31) behaftet sind. Zu jede~
belIebIgen Ideal a gehört, weil N (a) durch a theilbar ist, eIn
adjungirtes Ideal
•
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eine beliebige Zahl des Ideals (1, und setzt nlan wieder, wie in (16),
oa == a m, so folgt, wenn man mit m' das zu m adjungirte Ideal
bezeichnet,
oN(a) == oN(a)N(m) == aa'mut' === aa'rn';
es ergiebt sich daher von Neuem, dass N(a) durch a theilbar ist
(§. 167, (1)), und wenn a' die zu a adj~tngirte, durch die Gleichung
N(a) === a a' (37)
definirte Zahl bedeutet, so folgt 0 a' == a' 111', d. h. a' ist theilbar
durch a', also von der Form
(38)
wo die n Coefficienten x; ganze rationale Zahlen sind, die in
bestimmter Weise von den ganzen rationalen Zahlen Xit in (11)
oder (23) abhängen. Setzt man nun wieder a f> === ( und behält
alle hierauf bezüglichen, iln Vorhergehenden gebrauchten Bezeich-
nungen bei, so folgt
a'e =='bN(o) == N(a)[ßlt ß2·.· ßn];
man kann daher, wenn man die Grössen x: in (38) als \villkürliche
Variabele ansieht, n Gleich'ungen von der Form
a'rt' === N(a)2x'~,ItßIt (39)
aufstellen, welche den (ileichungen (28) entsprechen; die n2 Grössen
X:,iI' sind hOlnogene lineare Functionen der ft Variabelen x: mit
ganzen rationalen Coefficienten, und umgekehrt lassen sich, wie
oben gezeigt ist, die Variabelen x: (auf unendlich viele Arten) als
ebensolche ~'unctionen von elen Grössen x:,,,, darstellen. lVlultipli-
cirt man aber (39) nlit (f. unter Berücksichtigung von (37) und (24),
so ergiebt sich
(40)
und hieraus geht nlit Rücksicht auf (28) hervor, dass ~r :n, s der
Coefficient ist, mit welchem das Element (32) in der Deterlninante
(29) multiplicirt wird. Die sämmtlichen Grössen J'<,~, und folg-
lich auch die Grössen x' welche letzteren offenbar von der WahlIt'der Basis des Ideals a' abhängen, sind daher ganze homogene
Functionen (n -1) tell Grades von den Variabelen x" luit ganzen
rationalen Coefficienten, und hiermit ist unsere obige Behauptung
bewiesen. -
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Auf diese kurze Darstellung der wichtigsten Eigenschaften
der Forlnen X müssen ,viI" uns hier bescllränken; allein wir
dürfen nicht unterlassen darauf aufmerksam zu lnachen, dass
diese F'ormen X, deren Discriminante ~ D ist, nur einen unend-
lich kleinen Theil aller zerlegbaren E'ormen bilden ~ welche deIn
Körper ~ entsprechen, und wir wollen hierüber wenigstens noch
Folgendes benlerken *). Wählt man nach Belieben eine aus n
ganzen oder gebrochenen Zahlen alt bestehende Basis des Kör-
pers a, so bilden dieselben zugleich die Basis eines endlichen
Moduls a, welcher als solcher auch die erste I-Iaupteigenschaft
eines Ideals besitzt (§. 168, 1.), während ihnl die ztveite im All-
gemeinen fehlen wird, und dieser letztere Umstand veranlasst
zunächst die Frage nach dem Inbegrifl"e n aller derjenigen Zahlen v,
für welche der Modul a v durch a theilbar wird. Damit v eine
solche Zahl sei, ist erforderlich und hinreichend, dass jedes der
'J't Producte v lt l , v (12 ••• van in tl enthalten, also von der Form
~ Xit alt sei, wo die Coefticienten Xit ganze rationale Zahlen bedeuten,
und hieraus folgt offenbar, dass v jedenfalls eine g(tnze Zahl des
Körpers .Q ist; da ferner einleuchtet, dass die Zahlen v sich durch
Addition und Subtraction reproduciren, so ist das fragliche
System n ein durch ° theilbarer Modul. Ist aber weine beliebige
Zahl in 0, so sind die n Producte w lt l , m Y;2 ••• W Y;n gewiss in J~
enthalten und fol~lich von der Form ,., z N wo die Coefficienten
U ... ItWIt,
Z It ganze oder gebrochene rationale Zahlen sind; nlan kann daher
eine von Null verschiedene rationale Zahl 1n so "vählen, dass jedes
der Producte nt z It eine ganze Zahl, mithin nt cu eine Zahl des
Moduls n wird. Hieraus folgt (nach §. 165, (9), dass
n == [VI' V 2 ••• v n], 1',1' == ~ k1',1t WII
gesetzt werden kann, wo die Coordinaten lc
"
,s ganze Zahlen sind, und
(0, n) === ~ + 7c 1 ,1 k2 ,2 ••• lcn,n
von Null verschieden ist. Aus der Definition von n ergiebt sich
ferner unmittelbar, dass die Zahlen v sicll aucll dureIl ~iultiplica­
tion reprocluciren, und dass die Zahl 1 in n enthalten ist; mithin
ist n eine Ordnung (§. 172), und wir wollen dieselbe die Ordnung
des Moduls a nennen **). Die Ordnung von n ist offenbar 11 selbst.
*) Vergl. die in §. 172 citirte Schrift des Herausgebers.
. **) Ein Ideal. ist daher zufolge der ursprünglichen Definition (§. 168)
Cln durch 0 thellbarer Modul, dessen Ordnung == 0 ist.
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Verfährt Ulan nun mit dem ~fodul a genau ebenso, wie oben in
den Gleichungen (11) bis (15) mit deIn Ideal (l, indeln man nur
an Stelle von 0 die Ordnung n eintreten lässt, so gelangt Inan zu
einer entsprechenden zerlegbaren Irorln X, deren Discriminante
== D(o, n)2 ist.
§. 177.
Von der grössten Wichtigkeit für die Theorie der in' einem
endlichen I{örper,Q enthaltenen.ganzen Zahlen ist die ~'rage nach
dem Inbegriff aller unter ihnen befindlichen Einheiten. Im Körper
der rationalen Zalllen gieht es nur die beiden Einheiten + 1, und
dasselbe gilt für alle quadratischen I{örper von negativer Grund-
zahl D, mit Ausnahme der beiden Fälle D == - 3 und D === -4,
in welchen sechs, resp. vier Einheiten vorhanden sind. Bei allen
anderen Körpern ist aber die A~zahl der Einheiten stets unend-
lich gross, und es ist äusserst schwierig gewesen, den Zusamlnen-
hang zwischen allen diesen Einheiten genau zu ergründen und in
der einfachsten Form darzustellen; für den Fall der quadratischen
Körper von positiver Grundzahl D fällt diese Frage im Wesent-
lichen zusammen mit der Auflösung der Pell'schen (}leichullg
t 2 - D u2 == 4, und wir haben schon früher bemerkt, dass die
Existenz solcher I.Jösungen t, 'U, in welchen 1t nicht verschwindet,
zuerst von Lagrange bewiesen ist. Die Principien, welche diesem
Beweise zu Grunde liegen, sind endlich von Dirichlet zur höchsten
Allgemeinheit erhoben, und illlll gebührt der Ruhm, zuer'st eine
strenge und vollständige, alle endlichen I{örper umfassende l'heorie
der Einheiten aufgehaut zu haben (vergl. §§. 83, 141). \Vir kleiden
dieselbe in unsere Ausdrucksweise ein und heben die IIaupt-
momente im F'olgenden so kurz wie möglich hervor.
1. Wir bezeichnen, wie bisher, mit ,Q einen Körper n tell G-ra-
des und mit
o == [61J, ro2 •• • wn ] (1)
den Inbegriff aller in a enthaltenen ganzen Zahlen
61 == h1 rol +h2 W:l + · · · + h n 61n, (2)
wo die n Coordinaten h lt alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen. Durch die n Permutationen des !(örpers, die wir nlit
PI' P2 ... P,~ bezeichnen, geht eine solche Zahl w in die 1it conju...
girten Zahlen
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(3)
cu(n) - h w(n) +h m(n) + ··.+ h m(n)11/22 'J'l,n
über, welche honlogene lineare :Functionen der variabelen Coordi·
naten h ll sind. Die Coefficienten dieser Functionen sind die n2
Constanten cu ~~), welche durch die Wahl der Basis von 0 ein- für
allemal bestimmt sind. Wir bilden nun, indem wir unter M(z) stets
den analytischen ~Iodul (oder absoluten Betrag) der cOlnplexen
Zahl z verstehen, für jede Permutation Pli die entspr~chende SUIDlne
1J;1 (ro~II)) + M(m~II») +·.·+M(ro~»)
und bezeichnen im Folgenden mit c die grösste von diesen n Sum-
men; dann leuchtet ein, dass, wenn k irgend eine positive Grösse
und m eine Zahl ist, deren Coordinaten absolut genomnlen den
Werth k nicht überschreiten, irrlmer
M(ro(II)) < ck (4)
sein wird.
2. Die aus den n 2 Coefficienten m~~) gebildete Determinante
~ + 00; ro~ ••• ro~l) == VD (5)
ist von Null verschieden (§. 166), und folglich lassen sich die
n Coordinaten h" durch Umkehrung der Gleichungen (3) als homo-
gene lineare Functionen der n conjugirten Zahlen ro(lI) darstellen;
die COllstanten Coefficienten dieser Functionen sind ebenfalls durch
die J~asis von 0 vollständig bestimnlt *). Hieraus schliesst man
ebenso, ,vie vorher, dass, wenn die n ~Ioduln M(m(II)) eine gegebene
Constante nicht überschreiten, auch die absoluten Werthe der
Coordinaten h(; eine entsprechende Constante nicht überschreiten
können; da aber die Coordinaten ganze rationale Zahlen sind, so·
folgt hieraus offenbar der Satz:
Es giebt in 0 (immer nur eine endliche Anzahl von Zahlen CtJ
(oder auch galf keine) 'von der Art, dass die 1~ Mod~tln 1J1 (ro(t)) eine
vorucschr'iebene Constante nicht überschreiten.
3. Der Körper.~ besteht aus allen Zahlen rp (f)) , . ,velche
dureh eine bestimlnte algebrais'che Zahl 0 rational darstellbar
sind, und diese letztere ist eine Wurzel einer irreduetibelen Glei-
chung n ten Grades
*) Dieselben entsprechen den zu den n Zahlen C01' (02 • • • (dn co'rnple"
tnentären Zahlen (vergl. §. 164, Anmerkung).
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f ((J) === (0 - ()') (() - (J") . . . (() - 0(n) === 0;
den Wurzeln (j(t) dieser Gleichung entsprechen die 111 Permutatio-
nen Pt des Körpers ~, durch ,\\relche derselbe in die n conjugirten
Körper ~(t), und durch welche eine beliebige Zahl ro = qJ (0) in
die conjugirten Zahlen ro (It) === qJ ((j (t) übergeht (§§. 162, 163). Ist
nun z. R. '0' reell, so nennen wir PI eine treelle Permutation, weil
.der Körper ,Q' aus lauter reellen Zahlen besteht; zugleich ist ro'
in (3) eine reelle, cl. h. eine mit lauter reellen Coefficienten fiJ'
t
behaftete, lineare Function der Coordinaten ht. Ist aber (}' ima-
ginär == p + q i, so nennen wir PI eine i1nag1;näre Permutation,
weil S~' ausser reellen auch imaginäre Zahlen enthält; die n Con-
stanten 0): können nicht alle reell sein, und es wird folglich die
lineare Functioll ro' die ~-'ornl U + 1) 1; annehmen, wo u, v reelle
lineare Functionen der Coordinaten h /J bedeuten. In diesenl Falle
giebt es bekanntlich *) ilnmer eine z"reite Permutation P2' durch
welche 0 in (j" == p - q i, und allgemein ro in ro" :::::: U' - v i üher-
geht; wir wollen im Folgenden zwei solche Permutationen PI' P2
(sowie die Körper .Q', a" und die Functionen ro', ro") immer ein
imaginäres Paar, und u, 1) das zu demselben gehörige reelle Func-
tionen-Paar nennen. Bezeichnen wir die Anzahl dieser Paare mit
(n - v), so ist 2 (n - v) die Anzahl der imaginären, und (2 v - n)
diejenige der reellen Permutationen, und v ist die GesaUlnltanzahl
aller imaginären Paare und aller reellen Perlnutationen. :f~s wird
sich bald zeigen, dass diese Zahl v von der grössten Bedeutung
für die Theorie der Einheiten ist; sie wird offenbar nur dann == 1,
wenn J~ der !{örper R der rationalen Zahlen oder ein quadrati-
scher !{örper von negativer Grundzahl ist; da aber in diesen
.Fällen, "7ie oben bemerkt, nur zwei (oder vier oder sechs) Ein-
heiten existiren, so bieten sie kein weiteres Interesse dar, und wir
setzen daher inl Folgenden voraus, es sei lJ > 2.
4. "Vir vertheilen nun die n Permutationen 1)~ nach 13elieben
in zwei Classen, doch so, dass jede dieser Classen ,venigstens eine
Permutatioll enthält, und dass je' zwei Pernlutationen eines imagi-
nären Paares in eine und dieselbe Classe fallen **); dann gilt,
*) Dies beruht dat'auf, dass die Gleichung- 1'2 + 1 ::::: 0 in Bezug auf
jeden reellen Körper irreductibel ist.
**) Diese Bedingungen würden nur in deIn ausgeschlossenen Falle
v = 1 sich n~'cht vereinigen lassen.
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(6)
(7)
wenn c seine frlihere Bedeutung behält, und allgemein mit u die
zur ersten, mit ßdie zur zweiten Classe gehörenden Functionen ro(t)
bezeichnet ,verden, der folgende Satz:
Ist a ein beliebig kleiner, b ein beliebig g'1"osser positiver
,qe,gebener lVerth, so kann man in 0 eine Zahl CD so wählen, dass
alle M (u) < a, alle JY[ (ß) > b a'Usfallen, 'Und dass absolut
N ((i) < (3 c)n wird.
Um dies zu beweisen, richten wir unser Augenmerk zunächst
ausschliesslich auf die Functionen a der ersten Classe, deren An-
zahl wir mit r bezeichnen wollen; indem wir jedes unter ihnen
pefindliche imaginäre Paar durch das zugehörige reelle Paar er-
setzen, jede reelle E'unction ~ aber unverändert beibehalten,
gelangen wir ofl'enbar zu 1~ reellen Functionen UJ, die wir in
bestimmter Ordnung mit 'lVI' 'tV2 ••• W r bezeichnen wollen. Ist
nun k eine bestimmte positive ganze rationale Zahl, und legt man
auf alle mögliche Arten den Coordinaten h 11 Werthe aus der
Reihe der (k + 1) Zahlen 0, 1, 2 ... (k - 1), k bei, so erhält man
(k + l)n verschiedene Zahlen CD in 0, für welche alle M(a) < ck
ausfallen, und folglich liegen alle zugehörigen Werthe der r :Func-
tionen w zwischen - ckund + c k. Das durch diese beiden
Zahlen + ck begrenzte reelle Zahlgebiet wollen wir auf folgende
Weise in kleinere Intervalle eintheilen. Da 'J~ > r > 0, und k > 0
ist, so ergiebt sich leicht *), dass die Differenz
n n
(k + 1)r - kr > 1
ist, und dass folglich zwischen Minuend und Subtrahend mindestens
eine positive ganze rationale Zahl m liegt welclle nlithin den Be-
dingungen '
(k + l)n > m r > kn
genügt; setzt man nun zur Abkürzung
d= 2ck <~,
'In ~-J
kr
so zerfällt das Gebiet aller zwischen den Grenzen + ck liegenden
reellen 'Verthe durch Einschaltung der (m -1) Zahlen
*) Ist die Constante s> 1, so hat die Function <p (x) == (:v +1) 8 - X 8 - 1,
wel?~e ~ür x = 0 v~rschwindet, eine Derivirte g;' (x), die für x > 0 stets
POSItIV 1st, und folglIch ist fJJ (x) > 0 für x > O.
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-ck+d, -ck+2d ... -ck+(m-1)d
in m Intervalle von gleicher Breite d, wobei man diese (m -1)
Zahlen selbst nacll Belieben dem einen oder anderen der beiden
benachbarten Intervalle zurechnen kann. Schreiben wir ferner
einem reellen Werthe u) die bestimmte Intervallzahl S zu, wenn UJ
dem von den beiden Zahlen - ck +(s - 1) d und - ck +S d be-
grenzten Intervalle angehört, so besitzen die zu einer bestimIntell
Zahl m gehörenden r ,Verthe ~Ol' U)2 ••• W r ihre entsprechenden
Intervallzahlen "1' S2 ••• Sr, und wir dürfen dies kurz so aus-
drücken, dass der Zahl ro diese bestimmte Folge SI' S2 ••• Sr ent-
spricht. Da jede Intervallzahl s eine der 1n Zahlen 1, 2 ... 'J1t ist,
so ist die Anzahl aller überhaupt denkbaren verschiedenen Folgen
== mr, und da dieselbe zufolge (6) kleiner ist als die Anzahl
(k + l)n aller von einander verschiedenen Zahlen ro, welche auf
die oben angegebene vVeise gebildet werden können, so muss es
unter den letzteren lllindestens zwei verschiedene A, ~ geben,
denen eine und dieselbe Folge von Intervallzahlen SI' S2 ••• Sr
entspricht; es werden daher, wenn man die Werthe der Func-
tionen ~VI' W2 ••• U)1" je nachdem sie der Zahl;" oder der Zahl fL
entsprechen, mit PI' P2 •. • 1)r oder mit ql' q2 ... qr bezeichnet,
die absoluten Werthe der Differenzen
PI - qI, P2 - q2 · · · l Jr - qr
sämmtlich S d sein, weil jedeS111al der Minuend und Subtrahend
in dasselbefutervall fallen. N"achdem dieses wichtigste Resultat
gewonnen ist, betrachten wir die aus den heiden ungleichen
Zahlen Ä, ~ gebildete Differenz
m==Ä-fl;,
welche ebenfalls deIn Gebiete 0 angehört, aber von Null verschie-
den ist. Da die Coordinaten von ;" und fL d'er Zahlenreihe
0, 1, 2 ... (k - 1), k angehören, so sind die Coordinaten der Zahl
~ absolut < k, und folglich erfüllen die n conjugirten Zahlen met)
Jedenfalls die Bedingungen (4); da ferner die r Grössen 10 hOlno-
gene lineare Functionen von den Coordinaten der Zahl ro sind,
und diese letzteren durch Subtraction aus den Coordinaten von ;"
und f.t entstehen, so leuchtet ein, dass die der Zahl ro entsprechen-
den Werthe dieser Functionen die folgenden
tUI == lh ~ '11' 1,(72 == 1)2 - '1'1 • • • 1D r =::: l J t· - q1"
mithin absolut < (1 sind. IIieraus folgt fii r die zugehörigen "rerthe
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d-er in die erste Classe aufgenommenen, mit CiJ conjugirten Zahlen (J"
welche entweder mit den Grössen w übereinstimmen oder von der
Form 'Ull +iw2 sind, dass M(u) S dV2, also zufolge (7) auch
3c
M(a) < ~-1 (8)
kr
ist. Bedeutet nun A das Product dieser r Zahlen a, und B das
Product der übrigen (n - r) mit ro conjugirten Zahlen ß, so ist
N(ID) == AB == + M(A) M(B); es folgt aber aus (8), dass
M(A) < (3 c)r kr- n, und ebenso aus (4), dass M(B) < cn- 1' kn - r
ist,; mithin ergiebt sich, dass absolut
N(ro) < (3 c)n (9)
ist. Da ferner N(w) eine von Null verschiedene ganze rationale
Zahl ist, so wird M(A)M(B) > 1, also M(B) > (3c)-rk n - r ;
greift man nun aus der zweiten Classe eine beliebige Zahl ß
heraus und setzt B==ßB', so ist JJl(B'):::;:(ck)n-r-l, und
M(B) == M(ß) lJ;l(B') , mithin
lJf(ß) > (3 c)l-n k. (10)
Offenba.r kann nun, wie klein auch a, und wie gross auch b
gegeben sein mag, die Zahl k zufolge (8) und (10) stets so gross
gewählt werden, dass alle M(u) < a, alle M(ß) > bausfallen,
während zufolge (9) immer N(ro) absolut< (3c)n wird; was zu
beweisen war.
5. Aus dem so eben bewiesenen Satze ergiebt _sich, indem
Ulan dieselbe J~intheilung der Permutationen PI; in zwei Classen
beibehält, dass man eine nie abreissende Kette von auf einander
folgenden, von NnIl verschiedenen ganzen Zahlen
ro = r;l' r;2, 'YJ:1 • • • 1]8' 'YJ8+1 • • • ( 11)
bilden kann, deren Normen absolut < (3 c)n sind, und w~lche
ausserdem noch die zweite Eigenschaft besitzen, dass, wenn mIt as
der kleinste, mit bs der grösste der 1~ Moduln
M(1]:), M(YJ~) ... M(1]~n») (12)
bezeichnet ,vird, die Moduln
M(f/:tl)' M(1J~+l)'" M(f/~n+J}
stets < asoder > bsausfallen, je nachdem dieselben der ersten
oder der zweiten Classe angehören. Da hieraus aB +J < as und
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bS +1 > bs folgt, so leuchtet ein, dass bei einer so gebildeten
Kette (11) die einem beliebigen Gliede 1}s entsprechenden Mo-
duln (12), je nachdem sie der ersten oder zweiten Classe angehören,
kleiner resp. grösser sind als alle Moduln, die den sämmtlichen
vorhergehenden Gliedern 1h, 1]2 ••• 1}S-l entsprechen. Da nun
die Normen aller dieser Zahlen ganze rationale Zahlen und absolut
kleiner als die endliche Constante (3 c)n sind, so IllUSS es unter
ihnen unendlich viele geben, welche eine und dieselbe, von Null
verschiedene Norm ~n haben, und da die Anzahl der nach ?n in-
congruenten Zahlen endlich, nämlich == (+n~)n ist, so muss es
unter diesen Zahlen der Kette, deren Norm == m ist, auch unend-
lich viele geben, welche einander congruent nach 1n sind. Wählen
wir nacll Belieben zwei solche Zahlen l, ft aus, von denen l den
früheren, ft den späteren Platz in der Kette einnehmen möge, so
ist A = ft (mod. m), und da m == N(p) durch ft theilbar ist
(§. 167, (1)), so ist auch A durch ft theilbar; setzt man daher
Ä, == ~ s, so ist s eine ganze Zahl, und da N (Ä,) == N (~) eine von
Null verschiedene Zahl m ist, so folgt N(s) == 1, d. h. s ist eine Ein-
heit; da ferner Ä,(t) === ft(t) set), also auch M(Ä,(t») === H(ft(t)) lJ!l(c U,»)
ist, und die Grössen M(ft(t») , je nachdeIn sie der ersten oder
zweiten Classe angehören, kleiner resp. grösser als die Grössen lJ[(l(t.))
sind, so ist entsprecllend M(s(t)) > 1 od.er < 1. Verstellt man
unter einer Einheit im ~'olgenden stets eine Zahl in 0, deren Nornl
= + 1, nicht = - 1 ist, so haben wir daher folgendes Itesultat
gewonnen:
Es gicht eine Einheit von der Art, dass die Moduln der mit
ihr conj'ltf}irtcn Z(~hleln in der ersten Olasse > 1, in der zweiten
< 1 sind.
6. Von jetzt ab wollen ,viI", wenn unter <1en I)ermutationen IJt
imaginäre !)aare vorhanden sind, von jedenl solchen l\tar nur die
eine beibehalten, die andere gänzlich fallen lassen. }:s bleiben
dann v Permutationen
PI' P2 · · · P",
denen die mit co conjugirten Zallien
(13)
m', m" ... m(")
entsprechen. vVir wollen ferner, wenn seine J1:inheit ist, 111it denl
Zeichen 71 (E) den reellen Bestandtheil des natürlichen Logaritlnnen
von c' oder das Doppelte desselben bezeichnen, je nachdeIn 1)1
reell oder imaginär ist, und eine ähnliche Bedeutung soll den
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Zeichen 12 (8) ... 111 (8) in Bezug auf P2 ••• P v beigelegt werden.
Nennt man diese v reellen Grössen der Kürze halber die conjugir-
ten Logarith1ne1~ der Einheit 8, so kann der zuletzt bew~eseneSatz
offenbar auch in folgender Form ausgesprochen werden:
Vertheilt 1nan die v PernnttattOOne1~ (13) nach Belieben in zwei
Classen, doch so, dass jede von ihnen rntOndestens eine Pern~utation
enthält, so giebt es i'tnmer eine Einheit, deren Logarithrnen positiv
oder negativ sind, je nachdem dieselben zu Per1nutationen der
ersten oder zweiten Classe gehören.
Da die Norm einer Einheit c, also das Product aller n mit c
conjugirten Zahlen == 1 ist, so folgt aus der Definition der Loga-
rithmen von 8, dass ihre Summe
(14)
ist, und hieraus ergiebt sich, dass die aus den Logarithmen von v
beliebigen Einheiten Cl, c2 ••• Cv gebildete Determinante
~ +11 (Cl) 12(C2) • • • 1v ( Cv) == 0
ist; lässt man aber einen dieser Logarithmen, z. B. den letzten
1JI (8), welcher der Permutation Pv entspricht, stets weg, und setzt
zur Abkürzung die Determinante
~ + II (81) 12(82) ... 1'1-1 (CV-l) == L (Cl' 82 .•• cV-1), (15)
so gilt folgender Satz:
l!);; gl~ebt ein System S von (v - 1) unabhängigen, d. h. solchen
Einheiten Cl, 82 ••. cv -1, für welche die Dete'rminante L (Cl' 82 ••• E1/ -1)
jJositiv ausfällt.
Da nämlich v > 2 ist, so folgt" aus dem obigen Satze, wenn
man PI in die erste, alle anderen Permutationen aber in die zweite
Cla~s.e aufnimmt, die Existenz einer Einheit Cl, für welche II (EI)
POSItIV ausfällt, womit der Fall 1J == 2 erledigt ist. Wenn aber
v > 2, und 'In eine ganze rationale Zahl bedeutet die < v, aber
> .1 ist, so wollen wir annehmen, man habe sch~n (m - 1) Ein-
heIten Cl, 8 2 • •• Cm-l gefunden" für welche die Determinante
~ +11 (Cl) 12(82) • • • lm-1 (Cm-l)
einen positiven Werth Dm hat, und wir wollen mit Hülfe desselben
dS~tzes die Existenz einer Einheit 13 m beweisen, für welche auchle Determinante
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positiv ausfällt. In der That, ordnet man die letztere nach den
Logarithmen der neuen Einheit Em , so nimmt sie die Form eines
Aggregates
Dlll(Cm)+D2l2(Em) +... +Dm-llm-l(Em) +Dmlm(Em)
an, wo Dm zufolge der Annahme positiv ist, während die übrigen,
aus den- Logarithmen von EI' E2 ..• Em-l gebildeten Determinan-
ten D l , D 2 ••• D m - 1 positiv, negativ oder auch === 0 sein können.
Bildet man nun wieder zwei Classen, .und nimmt von den m Per-
mutationen PI' P2 • • • Pm alle diejenigen in die erste Classe auf,
denen positive Werthe D1, D 2 ••• Dm entsprechen, also jedenfalls
_die Permutation Pm, während die übrigen und die Permutationen
Pm+l · .. P1/, also jedenfalls P1/, in die zweite Classe fallen, so
existirt zufolge des obigen Satzes eine Einheit Em , deren Loga-
rithmen positiv oder negativ ausfallen, je nachdem sie der ersten
oder zweiten Classe entsprechen; mithin enthält das obige Aggre-
gat mindestens ein positives Glied Dm lm (E m) , und die übrigen
Glieder sind nicht negativ, so dass das Aggregat selbst einen
positiven Werth erhält, was zu zeigen war. Auf diese Weise kann
man offenbar von m === 2 bis m === v-I fortschliessen , und so
erhält man zuletzt das in dem Satze ausgesprochene Result~t.
7. Wir bilden nun aus einem solchen Systenl S von (v - 1)
unabhängigen Einheiten EI' E2 ... EV - 1 ' indem wir die Exponen-
ten m1 , m2 ••• mll-l alle ganzen rationalen Zahlen von - 00 bis
+ 00 durchlaufen lassen, eine Gruppe (S) von unendlich vielen
Einheiten
(16)
welche sich durch Multiplication und Division reproduciren *), und
nennen das System S eine Basis der Gruppe (S); dass wirklich je
zwei verschiedenen Systelnen von Exponenten ml' 1n2 ... ?n,'-l
auch zwei verschiedene Einheiten (j entsprechen, wird sicll aus
dem Folgenden beiläufig ergeben.
Es fragt sich nun hauptsächlich, ob ausser diesen I~inhoiten <1
noch andere existiren. Ist c eine beliebige Einheit, so giebt es,
weil die Determinante (15) von Null verschieden ist, stets ein und
*) Die nachstehenden tTntersuchungen bieten ei11e vollständige und
auf leicht ersichtlichen Gründen beruhende Analogie mit der Theorie der
endlichen Moduln dar (§. 165).
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nur ein System reeller Werthe Cl' C2 ••• CV -1, welche den 1) Glei-
chungen
el l1 (81) + e2 l1(82) +···+ev -l 11(8 v-l) :::=: 11(8)
el l2(81) +e2l2(82) +. ··+ev -l l2(8 v -l) :::=: 12(8) (17)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
el lv (81) + e2 lv (C2) +···+ev-1 1v(8V -1) == lv (8)
genügen, deren letzte vermöge (14) eine Folge der übrigen ist,
Diese Werthe el' e2 . , . e1/- 1 nennen wir kurz die 1~1xponenten der
Einheit 8 in Bezug auf die Basis 8; aus der obigen Definition der
Grössen 1} (8), 12 (8) •.. folgt offenbar, dass die Exponenten eines
Productes von zwei oder nlehreren Einheiten durch Addition de~
entsprechenden Exponenten der Factoren entstehen, und dass die
Exponenten der in (16) dargestellten Einheit 0 aus der Gruppe(S)
die ganzen rationalen Zahlen ml' m2 ... m v-l sind. Sind die
Exponenten einer Einheit 8 sämmtlich < 1 und nicht negativ, so
soll 8 eine in Bezug auf S reducirte Einheit heissen, und die
Grundlage für alles Folgende besteht in dem Satze, dass es nur
eine endl1:che Anzahl solcher reducirten Einheiten giebt (zu denen
oft'enbar die Zahl 1 und jede andere in 0 enthaltene Einheitswurzel
.yI gehört). Die Wahrheit desselben leuchtet sofort ein, wenn man
in Gedanken die (v - 1) Grössen el' e2 ••• ev -1 in (1 7) alle reellen
Werthe zwischen 0 und 1 durchlaufen lässt, wobei offenbar die
linearen Ausdrücke linker Hand absolut kleiner als eine Constante
bleiben, welche durch die Coefficienten, also durch die Basis S
gegeben ist; dasselbe gilt daher von den Logarithmen einer redu-
cirten Einheit 8, und folglich sind aucl1 die Moduln aller mit E
conjugirten Zahlen kleiner als eine durch 8 gegebene Constante,
woraus (mit Rücksicht auf den obigen Satz 2,) die Richtigkeit
unserer Behauptung unmittelbar folgt. Hieran schliessen sich die
folgenden Sätze:
Jede beliebige lJinheit f: lässt sich stets und nur auf eine
einzige Art als ein Product ~ 0 aus einer reducirtcn Einheit Q und
einer Einheit (j aus der Gruppe (8) darstellen.
Denn wenn 8 = ~ (j, also c 0- 1 == Q eine reducirte Einheit
werden soll, so muss man, wenn die Exponenten Cl' e2 ... ep-l
der Einheit c gegeben sind, die Exponenten ?n1' m2 ••• ?np-l der
in der Gruppe (8) enthaltenen Einheit 0 als ganze rationale
Zahlen so wählen, dass die Exponenten von Q, d. h. die Differenzen
el -mI, C2 - nZ2 • , • e V - 1 - n~V-l sälumtlich ~ 1 und nicht nega-
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tiv werden, was immer Ulld nur auf eine einzige Weise möglich
ist; mithin ist U und folglicll auch (1 durch e vollständig bestimmt.
Ist r die Anzahl aller von einander verschiedenen, in Bezug
auf S reducirten Einheiten (1, und e irgend eine Einhe'it, so ist Er
eine in der Gruppe (8) enthaltene Einheit.
Denn wenn (11, (12 ••• (Ir die r reducirten Einheiten (1 sind,
so kann man
E (11 == 'YJl 01' e Q2 = 'YJ2 02 · • • e (Jr == '1]r 0r
setzen, wo 01' 02 ..• Ur der Gruppe (S) angehören, während
111, 1]2 • • • '1]r reducirte Einheiten sind; wäre nun z. B. 1h === 'YJ2'
so wäre auch (11 U2 === Q2 01' woraus aber nacll dem vorhergehenden
Satze (J1 == (12 folgen würde, was nicht der Fall ist; mithin sind
die r reducirten Einheiten 'f} sämmtlich von einander verschieden,
und sie fallen daher in ihrer Gesammtheit, wenn auch in anderer
Ordnung, mit den r Einheiten (1 zusammen; multiplicirt man nun
die vorstehenden r Gleichungen, und dividirt man durch das
Product der reducirten Einlleiten (J oder 'YJ, so ergiebt sich
er === 01 02 ..• Ur, und folglich ist er in (S) enthalten, was zu
beweisen war.
8. Die Exponenten von er sind daher immer ganze rationale
Zahlen ml' m2 ... 1n V -l, und folglich sind die Exponenten
el' e2 .. · ev-l einer jeden Einheit e stets ratl:ona7e Zahlen lnit
denl gemeinschaftlichen Nenner r. Sind nun 01, 02 cl v - 1 be-
liebige Einheiten, und bezeichnet man mit 1nl,s, rn2,s rnl/-l,.9
die ganzen rationalen Exponenten von ~~, so ist
r 71(~8) === ml,.fl l l (Cl) +···+ mV-l,Sll (CV-l)
y 72(0 8 ) === 1nl,s12 (Cl) +···+ 1ft 11-1,.~ 72(c 1/-1)
und wenn Inan zur .A.bkürzung die l)eternlinaute
~ +rnJ,1 1n2,2 .•• 1nJl-l,11-1 == 1n
setzt, so folgt hierauf'
L (~1' ~~ · · · ~V-I) = r:I~1 L(fl' f~ • • • f II-J)'
Da nun 1n eine ganze rationale Zalll und z,var iUllller positiv ist,
,venn ~b 02 · · · °v-I ebenfalls ein Systeul VOll unabllällgigen
Einheiten bilden, so ergiebt sieIl <1ie "richtige 11'olgerullg, dass
es unter allen Systelnen von (v - 1) unabhängigen Einheiten
~1' ~2 • • • b 1l - 1 ein solches geben lllUSS, für ,velches die ent-
sprechende Detofluillante L (°1, D'z . • · 01/-1) einen hlin'iJJut!tvcrth
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besitzt. Ein solches System von (v - 1) unabhängigen Einheiten
soll ein Fttndamentalsystem heissen.
'Vir wollen annehmen, das obige Systeln S der (v - 1) unab-
hängigen Einheiten Cl, c2 ••• Cv-I sei selbst ein solches Funda-
mentalsystem, es sei also L(c!, 82 ••• 8 v --1) der ·eben erwähnte
Minilnalwerth, so besitzt S die wichtige (und, wie man hinzufügen
könnte, auch charakteristische) Eigenschaft, dass die Exponenten
el' e2 • • • ev-l einer jeden in Bezug auf S reducirten Einheit E
sämmtlich == 0 sind; wäre nämlich z. B. el von Null verschieden,
also positiv und < 1, so würde man, indem man Cl durch 8 er-
setzte, ein System von (v - 1) Einheiten c, 82 ••• 8 v-I erhalten,
für welches die Determinante
L (c, C2 • • • 8 v -1) == el L (Cl' 82 • • • EV-I) ,
also kleiner als der Minimalwerth und docll positiv wäre, was
unmöglich ist. Bedenkt man jetzt, dass die Exponenten eines
Productes zweier Einheiten durch Addition der entsprechenden
Exponenten der beiden Factoren entstehen, so folgt llieraus, dass
jedes Product aus zwei reducirten Einheiten wieder eine reducirte
Einheit ist, weil ihre Exponenten sämmtlich verschwinden. Be-
zeichnet man daher mit r wieder die Anzahl aller verschiedenen,
in Bezug auf S reducirten Einheiten, und mit Q irgend eine der-
selben, so ist (]r eine reducirte Einheit; sie ist aber (zufolge 7.)
auch in der Gruppe (8) enthalten, also von der ~-'orm (16), und '
hieraus folgt, dass diese reducirte Einheit
Qr == 1 (18)
ist, weil ihre Exponenten ml, m2 ... mV-l sämmtlich verschwin-
den; da umgekehrt, wie schon oben bemerkt, jede in 0 enthaltene
Einheitswurzel V1 immer eine reducirte Einheit ist, weil ihre Loga-
rithmen und Exponenten sämmtlich verschwindell, so fallen die
'f reducirten Einheiten ~ mit allen in 0 enthaltenen Einlleitswurzeln
zu~ammen. Da endlich schon (in 7.) gezeigt ist, dass jede Ei~­
helt 8 von der Form ~ 0 ist, wo ~ eine reducirte, und 0 eine EinheIt
aus der Gruppe (S) bedeutet, so haben wir hiermit den folgenden
grossen Satz von Dirichlet *) bewiesen:
*) l\Ionatsbericht der Berliner Akademie vom März 1846. - Man wird
sich leicht davon überzeugen, dass derselbe Satz auch dann gilt, wenn 0
nicht das System aller ganzen Zahlen des !{örpers, sondern eine beliebige
Ordnung (§. 172) bedeutet (vergl. die zweite Auflage dieses Werkes, §. 166).
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Bezeichnet v die Ges(trrnrrntanzahl det' 1nit ~ conjugirten reellc·n
Körpet', sow'ie der Paare von ilnaginären Körpern, so giebt es in 0
immer (v - 1) Fundarnel~taleinheite1~ von solcher Bescha.tJ'enheit,
dass, v.ien1'~ 1t~an dieselben bell~ebig oft in einande'r r;nultiplicirt und
divid-irt ttnd deln so gebildeten allge1rneinen Product die sänuntlichen
in 0 e'J1ühaltenen Einheitswurzeln (}, deren A1~zahl r stets endlich
ist, einzeln als Factor zugesellt, alle Einheiten in 0 und ZWltr jede
nUlr ein'n~al cl(ltrgestellt werden.
Es leuchtet ein, dass allen Systemen S von (v-I) Funda-
mentaleinheiten Cl, c2 ••• CV-l nicht bloss derselbe (positive) Mini-
malwertll L(cl' cz ... eV-l), sonclern aucll dieselbe Anzahl r der
reducirten Einheiten entspricht; bei den meisten Untersuchungen
tritt der aus beiden gebildete Quotient
L(E!, E2 · • · EV-l) = E (19)
r
auf*), Ulld diese Grösse besitzt für den Körper ~ eine Bedeutung
von ähnlicher Wiclltigkeit wie seine Grundzahl D === Li (Q,).
Durch Betrachtungen, welche den in der Theorie der ~foduln
angewendeten durchaus analog sind (§. 165, (9)), kann man leieIlt
beweisen, dass dieser Quotient aucll denselben Wertll E besitzt,
wenn Cl, c2 ••• CV-l irgend ein Systenl S von unabhängigen Ein-
heiten bilden, und r die Anzahl der in Bezug auf fS redueirtcll
Einheiten bedeutet; doch können wir hierauf, ,vie auf viele andere
die Theorie der Einheiten betreffende Fragen nicllt lnehr eillgellcll.
§. 178.
1)01' eben be\viesellc Satz bildct neben der rrheol'ie (leI' Ideale
die wichtigste (}rull(llage für (las tiefere Studiuln (leI' ganzen
Zahlen <les I(örpers ~~, und er ist unentbehrlich für <lie ,virkliche
BestiInmung (leI" ./tnznhl der ldc(lh~lasscln llacll I)irichlefschcn
Principiell. })ie vollsttiu<lige und allgelneine Ilösung dieser grossen
Aufgabe, von ,velcher <1ie Bestimnlung der Classellanzahl der
quadratischen l?orlnen nur den einfachsten F1 all bildet, scheint
nach dem lleutigen Stande der Wissenscllaft Hocll in ,veiter :Ferne
zu liegen, allein mit Hülfe des genannten Satzes gelingt es docll
*) Inl l?alle v == 1 gicht es nur rcducirte :Eiuheitcn, und der Zähler
des Quotienten ist == 1 zu setzen.
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wenigstens, einen wesentlicllen Theil derselben zu erledigen und
die Classenanzahl als Grenzwerth einer unenc11icllen Reihe darzu-
stellen. Da die entsprechenden Sätze über die quadratischen
Formen (§§. 95, 96, 98) hierdurch abermals in ein 11elleres Licht
gesetzt werden, so wollen wir diese Untersuchung im Folgenden
ausführen; hierbei kommt es hauptsächlich darauf an, den nach-
stehenden Satz zu beweisen.
1st m ein gegebenes Ideal, und bezeichnet rnan, wenn tein
beliebiger positiver Werth ist, rnit T die zugehörige Anzahl aller
derjenigeln verschiedenen, durch m theilbaren Hauptideale , deren
Normen nicht grösser als t sind, so wird ft~r unendlich grosse
Werthe von t
1· T 9 (1)1m t === N(m) ,
wo 9 einen von m ~#tnabhängigen, positiven Werth bedeutet.
Wir bemerken zunächst, dass wir bier (wie am Schlusse
des §. 175) ein Ideal a nur dann ein Hauptideal nennen, wenn es
eine Zahl a, von positiver Norrn giebt, welche zugleicll der Bedin-
gung 0 a, = a genügt. Lassen wir daher a, alle ganzen Zahlen
von positiver Norm durchlaufen, so werden gewiss alle Hauptideale
a = 0 a, erzeugt werden; ist ferner a,o eine bestimmte solche Zahl,
durch welche das Hauptideal a erzeugt wird, und c1urcllläuft 8 alle
Einheiten, deren Norm (wie in §. 177) == + 1 ist, so werden alle
associirten Zahlen a, == e ao und nur diese dasselbe Idealll erzeugen.
A?gesehen von dem Falle eines imaginären quadratischen !{örpers
,vlrd daher durch die Zahlen a jedes Hauptideal unendlich oft
erzeugt, und es kommt darauf an, (h solchen Bedingungen zu
unterwerfen, dass jedes Ideal 0 a nur einmal oder wenigstens nicht
unendlich oft auftritt; dies erreicht man, indem man den analyti-
schen Moduln der mit a conjugirten Zahlen a', a" ... a en) oder
deren Logarithmen gewisse Beschränkungen auferlegt. Wir be-
hal:en .(wie in §. 177, 6.) von je zwei Perlnutationen, durch welche
.Q In eIn Paa.r imaginärer. Körper übergeht, nur die eine bei, so
dass nur v Permutationen PI' P2 ... Pv und nur v conjugirteZ~.hlen u', u" ••. u(JI) übrig bleiben, welche beziehungsweise den
~orpern ~', ,Q" •.• aev) angehören; wir bezeichnen mit II (eh) den
eInfach oder doppelt genommenen reellen Bestandtheil der Grösse
loga'- ~ logN(u), (2)
je nachdem PI reell oder imaginär ist, und legen den Symbolen
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l2(a), 13(a) ... 1v(u) die analoge Bedeutung bei in Bezug auf
P2' P3 · · · Pp. Offenbar harmonirt diese Bezeichnung vollständig
mit derjenigen, welche wir im vorigen Paragraphen für Einheiten
eingeführt haben, und es leuchtet ein, dass auch jetzt allgemein
11 (a) +12 (a) +. ··+1p(a) == 0 (3)
ist; da ferner (aß)' = a'ß' und N(aß) = N(a)N(ß) ist, so er-
giebt sich 11 (a ß) === 11 (a) +11 (ß), und dasselbe gilt für die übrigen
v-I Symbole. Wir wählen nun nacll Belieben ein System S
von (v -1) Fundamentaleinheiten *) Cl' c2 ... CI/-1 und setzen die
demselben entsprechende Determinante
L (Cl' c2 ... CI/-I) === r E, (4)
wo r wieder die Anzahl der in Bezug auf S reducirten Einheiten
bedeutet (§. 177, (15) und (19)); da diese Deterlninante von Null
verschieden ist, so giebt es für jede gegebene Zahl a imlner (v-I)
vollständig bestimmte zugehörige reelle Werthe el (a), e2 ((/.,) · · ·
eV - 1 (IX), die den v Gleichungen
el (a) 11 (Cl) +···+el/-I (a) 11(CV-I) == 11(a)
(5)
Cl ( a) 1v (Cl) +.··+eJ/ -1 ( a) 1v ( CV-I) == 1J/ ( a)
genügen, deren letzte vermöge (3) eine Folge der iibrigen ist.
Wie wir es im vorigen Paragraphen für Einheiten gethan haben,
so nennen wir auch jetzt diese (v - 1) reellen Werthe die Expo-
nenten **) der Zahl a (in Bezug auf S), und aus der oben erwähn-
ten l~igenschaft der Symbole 11 (a), 12 (a) ... ergieht sicll offenbar,
dass die Exponenten eines Productes a ß dureIl Addition der ent-
sprechenden I~~xponenten der Factoren a, ß entstelleIl. NCHnen
wir ferner eine Zahl a wieder eine red'ucirtc Zahl (in 130zug auf ~~),
wenn ihre Exponenten den Bedingungen
o < el ( a) < 1, 0 < C2 ( a) < 1 . . . 0 < c v-I ( a) < 1 (G)
*) Alles Folgende bleibt ebenso gültig, wcnD unter ~') eül beliebiges
System von (v - 1) unal)hän.r;(qen .Einheiten Vl'l'stRIHlcn \vird, nnd hieraus
ergiebt sich beiläufig auch ein Bc"\vcis des anl Seh lussc des §. 177 erw;t hll-
ten Satzes, dass für allc solche Systeme J.9 <1e1' (~noticllt l~ ([1' [2 ... [' v -1): r
einen und denselben Werth J-tJ hat.
**) Auf dieselbe Weise könnten flic Exponenten einer jeden (VOll Null
verschiedenen) Zahl des !{örpers erklärt \VCrdcll.
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(9)
genügen, so folgt hieraus (wie in §. 177, 7.), dass in dem Complex
aller Zahlen von der I~orm ro 6, ,vo ro eine feste Zahl, 6 aber jede
beliebige Einheit aus der Gruppe (8) bedeutet, sich inllner eine
und nur eine einzige reducirte Zahl befindet. Bezeichnet man
nun mit ~1' (12 • •• (11~ die reducirten Einheiten, so besteht der
Inbegriff aller Einlleiten 8 aus den r Complexen (11 0, (12 0 · · • ~r 0,
und folglich besteht der Inbegriff aller Zahlen a == 8 ao, welche
ein und dasselbe Hauptideal 0 ~ = 0 ao erzeugen, aus den r Com-,
plexen ao ~1 0, fXo (12 () ••• fXo (1r <1; mithin ist r die genaue Anzahl
aller versc4iedenen reducirtell Zahlen, die sicll unter diesen Zahlen
a hefinden. Lässt man daher a alle reducirten ganzen Zahlen von
positiver Norm durchlaufen, so tritt jedes Hauptideal 0 a genau
rmal auf.
Damit ein Hauptideal 0 ~ durch das gegebene Ideal ttt theil-
bar sei, ist erforderlich und llinreichend, dass die Zahl a durch m
theilbar, d. h. in m enthalten sei; lässt man daher ~ alle in nt
enthaltenen reducirten Zahlen von positiver Norm durchlaufen, so
wird jedes durch nt theilbare Hauptic1eal genau r mal erzeugt.
Bezeichnet man nun mit T die Anzahl aller verschiedenen durch tU
theilbaren Hauptideale , de~en NormeIl nicht grösser als t sind,
und bedenkt Inan, dass N (a) zugleicll die Norln des durch die
Zahl a erzeugten Hauptideals 0 a ist, so folgt hieraus offenbar,
dass die Anzahl aller derjenigen in menthaltenen Zahlen l't, ,velche
der Bedingung
O<N(a)<t
genügen.
Nachdem die ursprüngliche Definition des Zusanlnlenhangs
zwischen der Anzahl T und der Grösse t im Vorstellenden so unl-
gef~rmt ist, dass r T die genaue Anzahl aller derjenigen Zahlen u
angIebt, welche den Bedingungen (6), (7), (9) genügen, gelingt es
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zu beweisen, dass der Quotient T: t mit unendlich wachsendem t
sich einem bestimmten Grenzwerthe nähert, der zunächst in Gestalt
eines n fachen bestimmten Integrals gewonnen wird. Zu dieseln
Zweck führen wir ein System x von 1~ stetigen Ireellen Ut~(tbhängt:gen
Veränderlichen Xl' X2 ••• X n ein, bilden daraus mit lIülfe der
obigen Basis des Ideals 11t das System g der folgenden, den t~ Per-
mutationen des !{örpers ~ entsprechenden hOlnogenen linearen
Functionen
(10)
t (u) - X 1I. (n) + X 11 (H) + ... +x Il, (n)5 - I.l 2 l-2 n • n
und setzen deren Product
g' ~" ... gen) == ~t; (11)
nach eineIn fi"üheren Satze (§. 176, (10») ist-
6 (fLl' fL2 • · · fLn) :=: D N (111)'2,
WO D wieder die Grundzahl 6 (a) bedeutet, und folglicl1 ist
~-,+ ' " (n) 7H( )1/D (12)2. _ ~1 ~2 • • • ~t11, == ..COI 111 • .• .
Aus den Functionen ~', ~" ... ~ (1/) und 'LI; bilden ,viI' ferner
Functionen Yl' Y2 ••• YJI und Z'1' Z'l. ••• Z' V-I genau llacll derselben
Regel, nach welcher oben aus den Werthen a', u" ... a(l/) die
Grössen II (a), l2 (a) ... III (tX) und el (a), C2 (a) ... Cv-I (a) gebildet
sind; wir verstehen daher z. B. unter Yl den einfacll oder doppelt
genommenen reellen Bestandtheil der Grösse
1log~' - - log 11; (Iß)
1~
je nachdem der Körper .Q' reell oder in1aginär ist; danll ist
Yl +Y2 +···+Yv == 0,
und die Grössen Z'17 Z'2 ••• Z' V-I genügen den Gleichungen
Z'1 11 (Cl) +. · ·+ Z'V-lll (CV-l) === Yl
(14)
(1 f))
Zl lv (Cl) + · · ·+ Z'I' -1 1J/ ( CV-I) == !h,'
Offenbar entspricht jedem System x von reelle11 'Vertllen Xl' X2
• • • X n , für welche 'lt nicht verschwindet, ein vollständig bestilnnltes
System endlicher reeller Wertl1c ZJ, 1'2 • • • ZV-l'
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(16)O<u<1
Nach diesen Definitionen beschränken wir die Variabilität der
reellen Grössen Xl' X2 ••• X n , indem wir dieselben den Bedin-
gungen
und
o ::;: $1 < 1, 0 < Z2 < 1 ... 0 < Zv-l < 1 (17)
unterwerfen, und bezeichnen mit G den Inbegriff aller Systeme x,
welche diesen Bedingungen (16) und (17) genügen. Betrachten
wir nun einen bestimmten positiven Werth t und setzen wir den
ebenfalls positiven Werth
1,.~ = ~, (18)
"t
so gewinnt die oben definirte, zu t gehörige Anzahl T oder rT die
folgende Bedeutung für unser Gebiet G. Ist a eine bestimmte
der rT Zahlen, welche den Bedingungen (6), (7), (9) genügen, so
bilden die aus den in (9) auftretenden ganzen rationalen Zahlen
at, a2 · .• an durch Multiplication mit ~ entstehenden Grössen
Xl = ~al' X2 = ~a2 ... X n == ~an (19)
ein dem Gebiet G angehörendes System X; und umgekehrt, wenn
ein dem Gebiet G angehörendes System x aus 1~ Zahlen von der
Form (19) besteht, wo al' a2 ... an ganze rationale Zahlen be-
deuten, so genügt die aus den letzteren nach (9) gebildete Zahl a
auch den Bedingungen (6) und (7). Beides ergiebt sich unmittel-
bar daraus, dass die Gleichungen (19) auch die folgenden nach
sich ziehen:
also
~' == ~ (XI, ~" ::::::: ~ a" ... ~Cn) == ~ (XCn)
u=~nN(a)= Nt(a);
es wird daher auch z. B.
log~I_2..1ogu = log oe' - 2.. log N(oe) ,
n n
und
Zl ::=:: e1 ((X), Z2 == e2(Cl) ••• Z 1/-1 == e1/-1 ((X) ;
l~ithin gehen die Bedingungen (16) und (7), lInd ebenso die Be-
dIngungen (17) und (6) in einander über. Bedenkt man ferner
noch, dass je zwei verschiedenen Systemen x von der Forln (19)
auch z,vei verschiedene Zahlen (X entsprechen, was auch ulngekehrt
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gilt, so kann man das Resultat der bisherigen Untersuchung dahin
aussprechen, dass rT die Anzahl aller derjenigen verschiedenen,
dem Gebiete G .angehörenden Systeme x ist, für welche die
Quotienten
Xl X2 X n
T'"F···~
sämmtlicll ganze rationale Zahlen sind. Um nun hieraus den
gesuchten Grenzwerth abzuleiten, berufen wir uns auf das folgende
allgemeine Princip *), welches seinen unmittelbaren Grund in den1
Begriff eines vielfachen bestimmten Integrals findet und deshalb
keines besonderen Beweises bedarf:
Besitzt das über ein bestimmtes reelles Gebiet (} ausgedehnte,
aus lauter positiven Elementen gebildete 1~ fache Integral
J= fOXI'OXZoooox» (20)
einen endlichen Werth, und bezeichnet man, wenn 0 eine beliebig
kleine positive Grösse ist, mit T' die zugehörige Anzahl aller der-
jenigen verschiedenen, dem Gebiet Gangehörenden Werthsystelne
Xl, X2 ••• X n , welche au's ganzen rationalen Vielfachen der Grösse
d bestehen, so wird für unendlich kleine Werthe von 0
liln (T' on) :::::: J. (21)
In unserem Falle wird das Gebiet G durcll die Bec1ingungel1
(16) und (17) begrenzt, aus welchen unter Berücksichtigung von
(11), (13), (15) leicht .folgt, dass innerhalb G die Moduln der
nl (irössen ~', ~" ... ~ (n) unterhalb einer endlichen, lediglich von
dem benutzten Fundamentalsystem S abhängigen Grösse bleiben;
mit Rücksicht auf (10) ergiebt sicl1 llierans weiter, dass innerhalb
G auch die absoluten Werthe der reellen Variabelen Xl' .1:2 ••• :J:: n
eine endliche, von S und der l~asis des Ideals 1n ahhängige (~on­
stante nicht überschreiten können, und folglich hat das iiber G
ausgedehnte Integral J ebenfalls einen endlichen \Verth. l)a ferner
nach dem Obigen die in dem vorstellenden Satze Init T' bezeicll-
nete Anzahl in unserem l~alle == rl", und ~ zufolge (18) für un-
endlich grosse Werthe von t unel1dlicll klein wird, so geht die
Gleichung (21) in
*) :Für den Fall n == 2 fällt dasselbe n1it dem in §. 120 besprochcncn
geometrischen Satze zusanlmell.
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lim T === J
t r (22)
über, und es kOffilnt nur noch darauf an, den Werth von J zu
ermitteln. Zu diesem Zweck führen wir in dem Integrale an
Stelle von Xl' X2 ••• X n ein neues System von nunabhängigen
reellen Variabelen ein, und zwar wählen wir für dieselben die
schon oben definirten v Grössen u, Zl' Z2 ••• Z1/-1 und ausserdem
noch (n - v) Grössen rp 1/ +1, qJ v + 2 • • • rp n, welche als Functionen
von Xl' X 2 ••• X n dadurch vollständig bestimlnt sind, dass sie,
mit i multiplicirt, die imaginären Theile der Logarithmen von
~(v), ~(V+l) ••• ~(n) bilden und zugleich den Bedingungen
o <qJV+l < 271:', 0 <PV+2 < 21l ... 0 <fJJn < 2n (23)
genügen. Zu jedem Systeme x des Gebietes G gehört offenbar
ein einziges, den Bedingungen (16), (17), (23) genügendes System
der neuen Variabelen. Umgekehrt leuchtet ein, dass durch ein
solches Werthsystem u, 2'1' Z2 ••• Z v-I, !Pv +1 ••• fJJn die unter
den n Grössen ;', ;" ... ;(n) befindlichen imaginären Paare in
der Form a + b i mit reellen Werthen a, b vollständig bestimmt
sind, während für die übrigen, reellen Grössen nur die absoluten
Werthe gegeben werden; es können daher die Vorzeichen dieser
(2 v - n) reellen Grössen noch beliebig, doch mit der aus (16)
fliessenden Beschränkung gewählt werden, dass u und folglich
auch das Product dieser (2 v - n) Grössen positiv ausfällt. Be-
deutet x die Anzahl der verschiedenen, dieser Forderung genügen-
den Bestimmungsarten, so leuchtet ein, dass im Allgemeinen
x == 22V-»-1, (24)
im Falle n == 2 v aber, wo alle mit ~ conjugirten Körper imagi-
när sind,
x == 1 (25)
ist. Da ferner jedem so erhaltenen System ;', ~" ... ~(n) offenbar
ein einziges dem Gebiete G angehörendes System x entspricht, so
ist x zugleich die Anzahl aller solcher Systeme x, welche einem
gegebenen System der neuen Variabelen entsprechen.
Um nun die Transformation des Integrals auszuführen, müssen
wir bekanntlich den absoluten Werth der mit
d (Xl' x2 • • • x v, X v +1 • • • x n)
cl Cu, Zl • • • ZI/-I, <P V+1 ••• qJn)
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(26)
zu bezeichnenden Functional- Determinante der alten Variabele'n
in Bezug auf die neuen bestimmen, was wir nach bekannten
Sätzen in der Weise ausführen, dass wir bei dem Uebergange von
jenen zu diesen noch andere Systenle von Variabelen, und zwar
zunächst, das der n Grössen ~', ~" ... ~ (n) einschalten; hierfür
ergiebt sich aus (10) mit Rücksicht auf (12) die Determinante
d (Xl' X2 • • • x n) 1
d(~', ~" ... ~(n)) == N(m) VD
Wir bezeichnen ferner mit rl den Modul von g' oder dessen
Quadrat, je nachdem PI reell oder imaginär ist; im ersten Falle
ist g' = + rt, .also d ~' === + d rl; im zweiten Falle erhält man,
wenn PJ/+l mit PI ein imaginäres Paar ~ildet,
~' = 1!r l e-itpV+1, ~(J/+l) == 1/r1eitpJ/+l
t.:4 1::' 1 . ~ [: (v +1) 1.
_u_s = __ e-~tpV+l, u S === -_e~tpJ/+l
orl 2Vr l orl 2Vr l
o~' . 0 ~ (v +1) .---==-iVrle-~tpV+l, == iVt~le~gJJI+l,
otpV+l 0 qJJ/+l
mithin ist die Determinante
d (~', ~(J/+l») _ i.
der!, tpJ/+l) - ,
haben daher r2' r3 ... rJ/ dieselbe Bedeutung für ~", g'" ... ~{JI},
wie r 1 für ~', so ergiebt sich
d (~ , ~ (J/) ~ (v +1) ~ (n»)
· ·., ··· - + in-v (27)
d (r1 • • • r J/, tpV+l ... CPn) - - ,
und zugleich leuchtet ein, dass die positive Grösse
u == r 1 r 2 • •• r v
ist. Zufolge der Definition (13) ist nun
Yl --= log r 1 - Cl log 1(,
wo
(28)
1 2
Cl == - oder == -
1~ 1~
zu setze'n ist, je nachdem PI reell oder in1uginär ist; legt H1all
daher den Buchstaben c2, C3 ••• Cv die entsprechende Bedeutung
für P2, P:~ . . . P J/ bei, so ist
Cl+ C2+·· ·+cJ/ == 1, (29)
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und aus den Gleichungen
logrl == cllogu+Yl· .. logr" == cvlogu+yv,
deren letzte zufolge (14) eIurcll
logrv == cv logu-YI-Y2-_· ·-Yv-l
zu ersetzen ist, ergiebt sich die Determinante
CV-l' 0, 0 , 1
Cv ,-1, -1 , -1
Cl
C2
1l(log 141,logr2 ... logrv)_
d(logu, Yl·.·Yv-1)
1,
0,
0 ,
1 ,
o
o
. :::::: (-1»)1-1,
wie man leicht aus (29) erkennt, wenn man zu der letzten Zeile
alle vorhergehenden addirt; dasselbe Resultat kann zufolge (28)
auch in der Form
d (rI ,r2 • · · r ll ) = (_ 1)11-1 (30)
cl (u, Yl · • · YV-l)
dargestellt werden. Da endlich zllfolge (15) und (4) die Deter-
minante
d (Yl' Y2 • · • YV-l) = rE (31)
d (Zl' Z2 •• • ZV-l)
ist, so ergiebt sich durch Zusamm~nsetzungder Gleichungen (26),
(27), (30), (31) die gesuchte Determinante
d(xt, X2 ••• Xli ,XlI +1'" x n ) = + in-lirE. (32)
d(u ,Zl •.• ZV-l, CPV+l ••• epn) - N(m)VD
Bezeichnet man mit (D) den absoluten Werth der Grundzahl
D == (-l)n-v (D), und nimmt V(D) positiv, so ist die Constante
rE
N(m)Y(D)
der absolute Werth der vorstehenden Determinante; da ferner,
wie oben besprochen, jedem Werthsystem der neuen Variabelen
" Systeme X der alten Variabelen entsprechen so ist das in (20)
definirte Integral '
xrE fJ = N(m)Y(D) OUOSI ••• OSlI-1 oqJlI+I • • • Olpll'
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wo die n fache Integration über alle den Bedingungen (16), (17),
(23) genügenden Werthsystelne der neuen Variabelen auszudehnen
ist, woraus offenbar
xrE(2 te)n-v
J = N(m) yen) (33)
folgt. Setzt man daher die von dem Ideal m gänzlich unabhängige
Constante
xE(27T)n-tl ...
y (D) = g, (34)
so geht unser obiges Resultat (22) in die Gleichung (1) über, "rOlnit
unser Satz bewiesen ist. - .
Mit Hülfe dieses Fundamentes lassen sich die nachfolgenden
Sätze ohne jede Schwierigkeit ableiten; wir machen vorher aber
nochmals darauf aufmerksam, dass wir im Vorhergehenden nur
diejenigen Hauptideale betrachtet haben, welche durch Zahlen
von positiver Norm erzeugt werden; wir verstehen denlgelnäss
unter der Hauptclasse den Inbegriff aller dieser Hauptideale und
fassen überhaupt den Begriff der Idealclasse in demselben Sinne,
wie am Schluss des §. 175. Dann gilt folgender Satz:
Ist A irgend eine Idea7classe, und bezeichnet 1nan, 1t'fun t ri]i
beliebiger posit1:ver Werth ist, 1nit T die Aj~zah7 aller d('):jcn7,r!()]i
?~n A enthaltenen Ideale, deren Norntrn nicht llr(jssrr als t sind, so
wird für unendlich lJrosse Werthe von t
I " T1m t = g.
Um dies zu beweisen, ,vählen wir aus der inversen Classe
A-l nach Belieben ein bestimlntes Idealul und setzen t' == f N (ln);
ist nun (1 ein beliebiges Ideal in A, so ist (1 n1 ein <lurcll 111 thpil-
bares IIauptiueal, und umgekehrt ist jedes solche llauptideal von
eIer :Form a tn, wo (1 der Classe A angehört; da ferner je zwei
verschiedenen Idealen a auch zwei verschiedene Ideale a 111 ent-
sprechen und umgekellrt, so folgt aus N(o tn) == N(l1) NeIn), dass
T zugleicll die Anzahl aller derjenigen verschiedenen, durch 111
theilbaren Hauptideale a 111 ist, deren NOrlnel1 nicht grösser als t'
sind; wäcllst nun t, und folglich auch t' über alle Grenzcu, so
wird zufolge (1)
Dirichlet, Zahlentheorie.
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hm f! = N(m) ,
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woraus sich der zn be\veisende Satz vernlöge der Bedeutung von t'
unmittelbar ergiebt.
Da der Werth 9 von der Classe A gänzlich unabhängig ist,
und da jedes Ideal einer und nur einer Classe angellört, so folgt
hieraus ohne Weiteres der nachstehende Satz:
Bedeutet h d1"e Anzahl aller Idealcla/ssen, ~tnd bezeichnet 1nan,
tvenn tein belieb1:ger l)ositl~ver Wet-th ist, "nit T cl/jc Anzahl aller
derjen1:gen verschiedenen Ideale, de'ren ~T01~,}nen 1~icht grösscr a7s t
sind, so tvird fiir unendlich grosse Werthe von t
lim ;' = 9 h. (36)
Verbindet Inan hiermit das allgenleine, in §. 118 aufgestellte
Princip, so ergiebt sicll Folgendes:
Bedeutet seine Variabele, und setzt 1na1~ die 1~1)er alle Ideale a
ausgedehnte t/;1~,endliche Reihe
1~ N(a)s = .Q,(s), (37)
so convergl:rt dieselbe für alle Werthe s > 1, und für unendUch
kleine Werthe 1JOn (s - 1) wird
lim (s, - 1) a (s) == 9 h. (38)
IIiermit ist, wenn nach (34) der Werth VOll gaus D und E"
schon gefunden ist, die Classenanzahl hals Grenzwerth 'einer
unendlichen Iteihe dargestellt. Gelingt es, denselben Grenzwerth
noch auf eine andere Weise, nämlich unmittelbar aus der Be-
schaffenheit der in1 Körper ,Q auftretenden Ideale a zu hesthnmen,
so ist damit aucll die Classenanzahl h gefunden; dies ist aber bis
jetzt nur in sehr wenigen Fällen geglückt von denen wir einige
in den folgenden Paragraphen betrachten ~ollen, und vermuthlich
b~finden wir uns noch sehr weit von einer allgemeinen Lösung
dIeses grossen Problems. Hier wollen wir nur noch die folgenden
Bemerkungen hinzufügen.
Aus den Gesetzen, nach welchen alle Ideale a aus den s[ilnlut-
lichen Primidealen ~ durch Multiplication gebildet werden (§. 173),
ergieht sicll als unmittelbare :Folgerung die Identität
~cp(a) = rr 1. (39)
l-cp(lJ)'
wenn die ITunction cp die Eigenscllaft
('40)cp (ab) == cp (a) cp (0)
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(41)
(44)
besitzt~ und wenn ausserdeIn die Summe linker Hand einen von
der Anordnung ihrer Glieder unabhängigen endlichen Werth
besitzt; der Beweis für diese Identität zwischen der Sumnle und
dem unendlichen Producte stinl1nt vollständig 111it denljenigen
überein~ welchen wir früher (§. 132) fiir den speciellen I~all n == 1
gegeben l1aben, und kann deshalb hier unterdrückt 'Vel'dell. I~~ür
unsere ~ in (37) definirte Function ,Q (s) ergiebt sich hieraus die
folgende zweite Darstellung
1~(.~) == 11 ---1-'
1- N(p)s
bedeuten nun, wenn 1) eine beliebige positive PriInzahl Ül1 Körper
der rationalen Zahlen ist, PI' lJ2 •.. lJe die von einander verschie-
denen, in p aufgehenden Priulideale, und 11.1' n'2 ••• n'e deren Grade
(§. 171, 10.), so nimmt diese Gleichung die folgende Gestalt an
.Q,(s) = rr (l-~-snl' 1_~-sn2'" l-:-sne), (42)
wo das Product üher alle Primzallien 1) zu erstrecken ist. Be-
zeichnet mall ferner, wenn 1n eine beliebige positive ganze rationale
Zalll ist, l1lit F (1n) die Anzahl aller derj enigen verschiedenen
Ideale, deren Norm = 1n ist, so ist offenbar
,Q,(s) = ~ F(m) (4.3)··
1n 8 '
und n1ftn erkennt leicht, dass für je zwei relative I>riJnzahlcll
1U', !ln" stets
}1"(nt' 'ln") == ]?(nl") ]?('JJ1")
ist, wii,hrend die unendliche Iteihe
1 + Fet)) +F(p2) + pep::) +- . . . (4:))
1)8 J)'2 8 )):18
mit denl allgenleincn Fftctor des Productes (42) iihcrcinstin1111t.
AusserdelTI geht aus (3G) hervor, dass für unendlich grosse \Verthe
von 1n
ist.
. F(l) +F(2) +···+ ]?(n/)
11111 === r; h1n l (4G)
Aus jeder Fnnctioll F(H/) kann 111:1n, ,vlc nus §. IBS leicht
hervorgeht, inlll:1er eine und nur eine I~\lnction .l (111) nhleiten,
:-37*
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8-1
lilll ~ -- == 1
1n S
ist, so wird zufolge (38)
h = lim '2 f(m). (49)9 tn8 ,
convergirt die nach wachsenden m geordnete Reihe rechter Band
auch noch für s == 1, was (nach §. 101) z. B. stets dann eintritt,
wenn die Summe
welche die Eigenschaft besitzt, dass die über alle Divisoren m'
einer beliebigen Zahl <fn ausgedehnte Sumnle
~ fern') == FCrn) (47)
wird. In unserem Falle, wo F (rn~) nur positive Wertlle hat oder
verschwindet, geht hiermit die Darstellung (43) in
.Q(s) = ~ -.!...- . ~ f(m) (48)
rn~8 1n 8
über*), und da (nach §. 117) für unendlich kleine positive Werthe
von (s -1)
j(l) +j(2) +···+f(n~) (50)
ihrem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen eon-
stanten, bleibt, so folgt aus dem Schlusssatze des §. 143, dass
gh='2 f (1n) (51)
1'n
ist; unter der speciellen Voraussetzung (50) lässt sich dasselbe
ltcsultat nach den1 ersten Satze des §. 143 auch unmittelbar a~s
(4G) und (47) ohne Einführung der Variabelen s ableiten. Wir
bemerken beiläufig noch, dass die in (44) angegebene Eigenschaft
der l~'unction F(1n) immer aucll auf die Function f(1n) übergeht
(und umgekehrt).
Tiefere Untersuchungen, zu denen z. B. die über die Ge-
schlechter (leI' quadratischen Formen (Supplement IV) und die
über die Vertheilung der Primideale auf die verschiedenen Ideal-
elassen gehören **), knüpfen sich an die Betrachtung allgemeinerer
lteihcn und Producte, welche aus (39) hervorgehen, wenn man
*) Vergl. (t. Canto)': Zur Theorie der z'uhlentheoreti8chen l?unc!1'onell
(~'achr. v. d. (j-es. d. 'V. zu (jüttingen vom 7. :F'ebr. 1880).
**) Yerg!. die schon in §. 137 eitirte Abhandlung von Dirichlet
(Crelle's .Journal, lid. 21, S. 98).
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, l (0)
cp (n) = N(o)"
setzt, wo die Functioll X(a) ausser der Eigenschaft (40) noch die
andere besitzt, Hir alle ders~lben Classe A angehörenden Ideale a
denselben vVerth anzunehnlen, welcher Inithin zwecklnässig durch
X(A) bezeichnet wird und offenbar immer eine h tc Wurzel der
Einheit ist. Solche ~-'unctiollen X, die Inan inl erweiterten Sinn
()haraktere nennen kann, existiren ilnmer, uud z,var geht aus den
am Schlusse des §. 149 er,vähnten Sätzen leicht hervor, dass die
Classenanzahl h zugleich die Anzahl aller verschiedenen Charak-
tere Xl' X2 ••• Xh ist, uncl dass jede Classe A durch die ihr ent-
sprechenden h Werthe Xl (A)'X2 (A) .. · Xh(A) vollständig charak-
terisirt, cl. h. von allen anderen Classen unterschieden wird. Setzt
man noch die über alle Ideale <l der Classe A ausgedehnte Sumlue
~ N~a)S = A(s),
und bezeichnet mit Al, A~ ... All, alle verschiedenen Classen, so
nimmt für den Charakter X die Gleichung (39) die Fornl
_ 1
X(A1)At(s)+ .. '+X(A,,)Ah(s) = II l-X(tl)NU1)-"
an; auf die Folgerungen, \velche sich aus der l~etrachtullg dieser
h Ausdrücke und deren Logarithlnen ergeben, können wir aber
hier nicht mehr eingehen.
~. 170.
Un1 (lon NutZUll und die l~üdcutUllg UllSel't1l' l)i~hl'l'igPll lhltcr-
suchungen erkeullcn zu lassen, (lerenH('snltate llur flic erst(~n
Elen1ente eiller allgen1cillen Zahlentheorie bilden, ,,-ollen "Tir (lio-
seihen auf z,vei hestinllnte I~eispiele tlll'venden ~ die zugleich in
unmittelbarem Zusan1nlcllhangc nlit <1ell1 IIauptgcgcllstall<1c dieses
Werkes stehen. Als erstes l~cispiel ,viihlcll ,vir <1en elassischen
F'all der I(reistheilung, an ,vclcheln l{uIl11lH'r zuerst seine Schöpfung
der idealen Zahlen nlit delll schönsten l~rfolgc durchgeführt hat *).
*) I)ic bezüglichen, ZnCl"Rt in Crclle's Jnurnnl (Rddc. 35, 40) y(\]'öffnnt-
lichten Untersuchungen sind zusamnlcngcstclH in der Abhandlung: Sllf la
Om, == 1,
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Es sei n~ eine ungerade Primzahl, 0 eine prilnitive Wurzel
der Gleichung (1)
und n der Grad des Körpers ~, der aus allen durch f) rational
darstellbaren Zahlen besteht. Setzen' wir (nacll §. 139)
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j et) = t
m
-1 = (t _ 0) (t _ (j2) ••• (t - 0"'-1), (2)
t-I
wo t eine Variabele bedeutet, so ist f (0) = 0, und da die Coeffi-
cienten dieser Gleichung rational sind, so ist t~ < tn - 1. DIn n
genau zu bestimmen, setzen wir t = 1, wodurch wir
n~ == (1 - ()) (1 - 02) ••• (1 - Om-l) (3)
erhalten; da () eine ganze Zahl ist, so gilt dasselbe von elen (1ft -1)
Factoren 1 - (Jr, und man erkennt leicht, dass dieselben nlit ein-
ander associirt sind; denn wählt man die positive ganze Zahl s so,
dass rs =1 (mod. m), also 1- () === 1-0rs wird, so ist gleich-
zeitig
1-ßr
-- == 1 +0 +02 +... + (Jr-l1-8
und
1-0 .
1- (Jr = 1 + ()r + 02r +···+O(s-l)r,
mithin ist jede der beiden Zahlen 1 - f) und 1 - (Jr durch die
andere theilbar. Setzt man daher
(4)1-()===!1,
so geht die Gleichung (3) in
Ifn == c ~rn-l (5)
über, wo c eine Einheit bedeutet. Da alle mit ~ conjugirten
Körper zufolge (2) imaginär, und folglich alle Normen positiv sind,
so folgt hieraus .
'lnn = N(ft)m-l,
mi ~Jhin ist die ganze rationale Zahl N (f';) selbst eine Potenz der
Prlmzah11n,; setzt man nun N(!t) = m~, so folgt n === a(n~-l),
theorie des nonzln'cs c01nplex'c8 COJnp08eS de 'l'ltcines de l'unite et de nO/JZbl'CS
e'~"tif1':~ (I~iollviIlc's ,Journal, Bel. 16. 1851), und eine Ergänzung derselben findet.
sIch In der Ahhandlung: lTeber die den Gaussisc7~en Perioden der l{l'e'ltJ-
theilun,f/ entsprechenden CongifuenZwurzeln (Borchardt's Journal, Bd. 53), -
VAl·gI. Bachl1tann: Die Lehre von de1' Kreistheflun,g (Vorl. 17, 18).
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und da, \vie oLen LClnerkt, n < 'In - 1 ist, so ergiebt sich a == 1,
luithin
n == 'Jn -1, N(!1) == 1n. (6)
Die in (2) definirte Function f (t) ist daher irred'uctiucl *), und
die Zaillen 1, 0, (j2 ••. (jm-2 bilden eine Basis des !{örpers a; um
ihre Diseriminante zu bestilnmen, multipliciren wir die Gleichung
(2) mit t - 1, difl'erentiiren nach t und setzen t == 0, ,vodurch wir
(0-1)1'(0) == nt (jm-l
erhalten; da N(O - 1) == rn'i,, und 0 zufolge (1) eine Einheit ist, so
ergiebt sich
N(f'(O)) === 1n m - 2 ,
und llieraus (nacll §. 164, (8))
m-l
6 (1, 0, ()2 ••• ßm-2) === (-1)2"- 1nm-~. (7)
Wir bezeichnen nun wieder mit 0 das System aller ganzen
Zahlen des Körpers a. und gehen darauf aus, eine Basis von 0
und damit zugleich die Grun<)zahl D des Körpers zu fin~en. Zu
dieseln Zweck benlerken ,viI' zunächst, dass 0!L ein Prhnt°cleal
ersten Grades ist; bedeutet l1ärnlich Cl irgend ein in !L aufgehendes
Primideal , so ist 0!1 === Cl 0, also N (Cl) N (0) == N (!L) = 1n; da
aber n~ eine rationale Prinlzahl, llnd N(ll) > 1 ist, so lnuss
N (0) == n'lt, N (0) == 1, luithin U === 0, und Cl === 0 ~l sein ~ \vie be-
lutuptet war. Zufolge (5) ist ferner
orn == (0 ~) m -- 1 , (8)
und hiermit ist die Zerlegung von 0 tJJt illPrimfactoren gefunden.
Ausscrdünl leuchtet (nacll §. 171, 10.) ein, dass alle durch !L theil-
barull rution(dcn Zahlen auch durch 1Jt tlleilbar sind. IIicraus
ergiel)t sich (las \viehtige Ilesultat, dass, ,venn die in - 1 gallzcll
rationalen Zahlon ((0' ((1' (('}. • • 0 U HI -- '2 nicht alle durch /11 thcilhar
sind, auch (lio Zahl
a == ao -t- (fl ~ -+. (('2 !,t'2 + 0 • • + ((,111-'2 ~m - '2
nicht durcll ,}n theill>ar sein kann; denn 'VCllll ((0' (f 1 ••• (( r --1
clurcll in theilbar sind, während Ur nicht durell }}I und folglicll
auch nicht durch ~ tllcilbar ist, so ist (X offcnbar dureIl ~ 1', aber
nicht durch !1r +\ also auch nicht durcll nl, tlloilbar.
Setzt man clen ~Toc1nl [1, !', ~2 •.. !,tJn - 2] ==:: 111, so kann nUlll
diesen Satz auch so aussprechen, dass jede dnrcll 'J}l; thcilbare
Zahl a cles 110duls 111 ge,viss von der 11'orn1 iH ß ist~ wo ß ebenfalls
*) GaUS8: Vo Ao art. H41.
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dem lVlodul 111 a.ngehört. Nun geht aus (4) ulllnittelbar hervor,
dass die Potenzen 1, 0, ()2 ••• (jrn-2 ebenfalls eine Basis von 111
bilden, und da dieselbe aueh irreductibel ist, so folgt, dass die
ganzen rationalen Zahlen xo, Xh X2 ••• X m -2 sänlmtlich durch 1n
theilbar sein müssen, wenn die Zahl
rh == Xo+Xl 0 +X2 02 +···+ X rn -- 20 m - 2
durch 1n theilbar sein soll. Ist daher ro eine beliebige ganze Zahl
des !{örpers a, und bringt man dieselbe, was stets möglich ist,
auf die Form
X O +x1 fJ+·· ·+xm _ 2 fJ m - 2 cx
ro==: k =="k'
(9)
und
wo k, Xo, Xl .•• X m -2 ganze rationale Zahlen ohne genteinschajt-
lich~n Theiler bedeuten, so kann lc niemals durch Ifn theilbar sein.
Andererseits wissen wir (nach §. 166, (1)), dass k2 in der Discri-
minante (7) aufgehen muss und folglich. keinen von n~ verschie-
denen Primfactor enthalten kann. Mithin ist lc == + 1; jede ganze
Zahl co ist daher in m enthalten, und da umgekehrt 111 nur ganze
Zahlen enthält, so folgt
o == [1, 0, ()2 ••• ()'m- 2]
-nt-I
D == 6 (~) = (-1)-2 'in m - 2 • (10)
Die mit (J conjugirten Zahlen sind zufolge (2) die rlt - 1 Po- \.
tcnzen 0, 0'2 ... (jrn-\ d. h. alle lJri1nit-iven Wurzeln der Gleichung
(1); da dieselben ebenfalls dem Körper ,Q, angehören, so sind alle
lllit. S~ conjugirten !{örper identisch mit .Q, d. h. ~ ist ein Nortnetl-
körlJCr (§. 163); seine Permutationen lassen sich mit einander
zusammensetzen und bilden daher eine Grttppe; geht ferner 0
dure}l die Permutationen R, S resp. in Or, Os über , so geht (J
sowohl durch R S, als aueh durch SR in Ors über, und folglich
ist R S === SR; Normalkörper, deren Permutationen diese Eigen-
schaft besitzen, werden zweckmässig Abel'sehe Körl)Cr genannt *).
Unl eine fiir das l?olgende geeignete Bezeichnung dieser Permuta-
tionen zu ge\vinnen, wählen wir nach Belieben eine bestimmte
pr'hnitive Wtlrzcl c der l)rimzahl n~ als Basis eines Systems von
~:~) IIIrJ1l0 ire 810' une classe particuliere d' equations rcsol'ubles algebrique"
went (OEuvres completes de Abel, t. 1, p. 114 oder Crelle's Journal, Bd.4).
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Indices (§. 30); ist r eine durch 'JJt nicht theilbare ganze rationale
Zahl, so setzen wir der Kürze halber
Ind. Ir == Ir', also r =cr'(mod. 1n) (11)
und bezeichnen mit Pr' diejenige Permutation, durch welche 0 in
0'- übergeht; hierbei darf der Index r', den wir aucll den Index
dieser Perlnutation nennen, durch jede beliebige Zahl ersetzt
werden, welche = r' (mod. 1n - 1) ist. Gleichzeitig soll die Zahl,
. in welche eine beliebige Zahl w des Körpers durch Pt" übergeht,
durch CiJ r ' bezeichnet werden; bedeutet daher qJ (t) irgend eine
ganze Function von t mit rationalen Coefficienten, so ist gleich-
zeitig
(12)
(13)
W = fJJ (0) und W r , = fJJ (fJr);
offenbar ist Wo == ro, und der obige Satz R S == S R \vircl durch
die Gleichung
(wr')s' == (ws')r' == GJ(1's) , == Wr'+s'
ausgedrückt. . Setzen wir ferner
n == 1n-1 = 2v, (14)
(-1)' =v, (-r)' =r' + v (mod. 2 v), (15)
und es bilden je zwei Permutationen Pr' und P", + J/' dureh ,vclche
() in ()r und (j-r übergeht, ein imaginäres Paar (§. 177, 3.).
Wir gehen jetzt zur Bestimmung aller VOll 0 ~ verschiedenen
Primideale lJ über und bemerken zunächst, dass aus
Or == ()s (~od. lJ) stets r = s (mod. 1n), (16)
also (J 'I' === 08 folgt, weil sonst die Zahl 0.- - (j s == (J" (1 - (J S-1")
associirt mit ~ und folglich nic]lt theilbar durch ~) wäre; es siIHl
daller die nt I)otenzen
so ist
1, (), (J '2, O:~ . . . lJ m - 1 ,
oder, was dasselbe sagt, die Zalllen
1, On, Ol~ O'J, • .• ()'m-2
sämmtlich incongruent nach~. Bezeichnen ,vir nUll lllit 1) die
durch lJ theilbare positive rationale I)rimzahl (§. 171, 10.), so ist p
verschieden von n~, weil 1l~ nur durch das einzige Prilnideal 0!1'
theilbar ist; es sei ferner f der Exponent, zu wclellem 1) nach denl
1tlodul 1n gehört (§. 28), d. h. es sei f die }{lcinste positive Zalll,
welche der Congruenz
pi _ 1 (mod. 1n), (17)
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also auch der Congruellz
11)' - 0 (mod. 2 v) (18)
genügt, so ist
2v=rnt-l==ej, (19)
und e ist der grösste genleinschaftliclle Theiler von 1)' und 21)
(§§. 29, 30).
Sind nun et, ß, r . . . beliebige ganze Zalllen, so folgt aus
einer bekannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten (§. 20), dass
immer
(a +ß+r +. · .)p =etP+ ßP + yP +. · · (mod.l))
ist; bezeichnet lllan daher mit fJJ (t) eine beliebige ganze F'unction
der' Variabelen t mit ganzen rationctlen Coefficienten a und bedenkt,
dass nach deIn Fermat'schen Satze (§. 19) immer aP _ a (mod. p)
ist, so erhält man den fUr jede ganze Zahl a giiltigen Satz
qJ (a)P =fJJ (uP) (ulod. p). (20)
Wenden wir denselben auf den Fall a == (j an, so ergiebt sich mit
R,ücksicht auf (9) und (12), dass für jede in unserem Gebiete 0
enthaltene Zahl w die Congruenz
roP = lUp ' (mod. p) (21)
gilt, aus welcller durch fortgesetzte Erhebung zur })tCll Potenz nach
(13) die allgemeinere Congruenz
w
pr =co rp ' (mod. p) (22)
folgt; da nun j'l)' zufolge (18) durch 2 v theilbar, also cofp' == ro
ist, so erhält man das Resultat
mpf = ca (mod.1)). (23)
Hieraus schliesseu wir zunächst, dass 01) entweder ein Prim-
ideal oeler ein Proc1uct von lauter ve'rschiedenen Prilnidealen ist;
nehmen wir nämlich im Gegentheil an, es sei 1) durch das Quadrat
;ine~ Primideals. ~ theil?ar, so ist CI P = 1J2 q, und da 1J q ein echter
fheller von 0p 1st, so glebt es eine Zahl ro ,velche durch lJ q, aber
nicht durch p theilbar ist; dann ist 00 2 'und folglich auch oo p1
theilbar durch .p2q2 = pq, also auch durch p; allein dies wider-
spricht der Congruenz (23), weil ro nicht durch p tlleilbar ist.
Unsere Annahme ist daher unzulässig.
Da ferner lJ in p aufgeht, so genügt jede ganze Zalll co auch
der Congruenz
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CiJ pi = CiJ ( In0 d. lJ), (24)
d. h. die Anzahl der incongruenten Wurzeln ro dieser Congruenz
vonl Grade pi ist == (0, p) == N (p), und folglich ist
N(p) < pi, (25)
weil in Bezug auf ein Prirnideal eine Congruenz "tell Grades nielnals
mehr als 'r incongruente Wurzeln haben kann (vergl. §. 26 und
den Schluss von §. 174). Nach dem verallgemeinerten lTerlnat"-
sehen Satze (§. 174, 10.) ist ferner
()N(l) = (j (mod. lJ),
,voraus wir nacll (16) folgern, dass
N (lJ) =.:: 1 (mod. 'ln) (2G)
~ ist. Nun wissen wir (nach §. 171, 10.), dass N(p) eine Potenz von
p mit positivem Exponenten ist, und da unter allen solchen Po-
tenzen, welche durch rn dividirt den Rest 1 lassen, 1)1 die kleinste
ist, so muss N(p) > pi sein, woraus mit Rücksicllt auf (25) folgt,
dass
(27)
ist~ ~Iithin ist der Exponent J, zu ,velchem die Primzahl 1) nacll
dem Modul rn gehört, zugleicll der GratZ eines jeden in j) auf-
gehenden Primideals p; da ferner
N(p) == lJ'm,-1 = l)ef
ist, so erhalten wir die Zerlegung
OP===lJpIP2 ... Pe-1' (28)
'va lJ, ~11' lJ~ · · · lJ e -1 von einander verschiedene PriInideale YOlll
Grade .r bedeuten ~::).
*) Ist 'Jn eine beliehige Zahl, so hat der aus einer ]ll'in1it iV(ln 'Vul'zPl
f) der Gleichung" (1) entspringcnde, }(örpcr !~ den Grad '/ (m); ist p eint'
Primzahl, p' die höchstc in 1n == p' 'in' aufgchende Pot ellZ VOll jJ, und
gehört p zum Exponcnten f (mod.}n '), so ist rp (Hi ') == e f (~. 2M), und
0]) == (Pl,P2'" lJe)(P(pl),
'vo lJv -P2 . · • Pe von einandcr verschicdene Prinlidcale vonl Grade f be-
deuten; ist ferncr p' > 1, so ist
o (1 - (jrn') == ~)1 P2 · · . ~)f,.
Vel'gl. ](lunnler: 1'1teo1°';c df1" iden7cn l)ri-mfacto}'cn def cOJnplc,l'cn Zahlen.
welche aus det~ W~u'zeln der (;leichung (On == 1 f]cln'Zdet sind, 'wenn 11, elur
dass
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Hiermit ist die Natur aller in unsereIn !{örper ~ auftretenden
Primideale erkannt, und dies Resultat reicht aus für die Bestim-
mung der Anzahl der Idealclassen; bevor wir aber zu dieser
Untersuchung übergehen, wollen wir noch einige Bemerkungen
über die Zerlegung (28) hinzufügen, um wenigstens an dieser
Stelle einen ~~inblick in die Beziellungen unserer Theorie zu der-
jenigen der höheren Congruenzen zu geben.
Da/(O) === 0, also auch =0 (mod. p) ist, so gieht es ganze
:Functionen von t, deren Coefficienten ganze rationale Zahlen, aber
nicht alle durch p theilbar sind, und welche für t === f) durch ~
theilbar werden; ist F(t) unter diesen Functionen eine solche,
welche den niedrigsten Grad hat, so kann ihr höchster Coefficiellt
nicht durch p theilbar sein, und wir dürfen annehmen, dass der-
selbe === 1 ist; denn wenn dies noch nicht der Fall ist, so kann ·
man die Function (nach §. 22) durch Multiplication mit einer
ganzen rationalen Zahl in eine andere ver,vandeln, deren höchster
Coefficient =1 (mod. p) ist, und hierauf durcll Weglassung eines
Vielfachen von p die gewünschte Form erhalten. Ist nun ro == rp (0)
eine beliebige Zahl in 0, und PI (t) der bei der Division von q; (t)
durch F (t) auftretende Rest, so folgt aus
F(O) =0 (mod. p), (29)
CtJ = CPl (0) (mod. p) (30)
ist; da ferner z,vei solche Zahlen qJI (0) zufolge der Definition von
I/Cl) nur dann nach lJ congruent sind, ,venn die rationalen Coeffi-
eientcn der einen mit den entsprechenden der anderen nach p
congruent sind, so erhält man offenbar für p ein vollständiges
Systeln incongruenter Zahlen qJL (0), wenn man jeden Coefficienten
ZUSct'l1t1nengesetzte Zahl i~t (Al)h. d. Berliner Ak. 1856). ~ F\ir alle in einem
solchen, Körper j~ als Divisoren enthaltenen Körper, zu denen auch die
quadratIschen !{öl'per gehören, ist das l~esultat vom IIerausgeber angegeben
(8ur 1ct theo1'ie des nornbres entiers algeb1'iques, §. 27, und Compte l'endU
der Pariser Ak. vom 24. ~lai 1880); übel' specielle lTällc solcher Divisoren
VCl'gl. l~'isenstein: Allgetlteine Untcrsuchltnqen iiuer cl,te F"orn~en dritten
Grades 1nit drei Var'l'abeln, ~velche del~ Krdisthet'lung ihl'e Entstehung ver~
danken (Crelle's Journ. Bd. 28); Fuchs: Ueber dz'e aus Einhez'tswwrteln
{}ebil~eten c01nplexen Zahlen von periodischeln Verhalten, 'insbesondere die
Bestunn~un,g del' Klassenctnzahl derselben (Borchardt's Journ. Bd. 65);
Bachnutnn: Die Theorie der complexen Zahlen, ~velche Cl'UB z'uJci Qttarlr{lt~
uJur.z'eln zuSa11tmengesetzt sind (Berlin 1867).
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(31)Fr (0) =0 (mod. Pr)
ist, so ist zufolge (28) das Product
F(fJ) F I (0) ... F e - 1 (0) - 0 (ulod. p). (32)
Da alle diese Functionen den höchsten Coefficienten 1 haben, so
ist die Differenz
ein vollständiges Restsystem nach p durchlaufen lässt; die Anzahl
(0, p) ist daher eine Potenz von 1), deren Exponent gleich der
Anzahl dieser Coefficienten, also gleich dem Grade der Function
F(t) ist; da aber (0, p) == N(p) == pf ist, so ergiebt sich, dass
f der Grad von F(t) ist*).
Bildet man ebenso für die übrigen Primideale VI' V2 . · · Pe-l
entsprechende Functionen F I (t), F2 (f) · . · Fe -1 (t) VOln Grade .r,
so dass allgemein
F(t) F} (t) ... F e- 1 (t) - j(t)
eine Function cp (t), deren Grad < 1n - 2 ist, und da cp (8) durch
1} theilbar ist, so müssen ihre Coefficienten zufolge (9) sänllutlicll
durch 1) theilbar sein, was in der Theorie der höheren Congruenzell
durch
J(t) =F(t) F I (t) .. · F e- 1 (f) (mod. lJ) (33)
ausgedrückt wird **). Auf dieselbe Weise erhält man die ohnehin
evidente Congruenz
j(t) =(t - l)m-l (mod. 1n). (;34)
Da die Congruenz (20) auch für jedes in der Primzahl 1) auf-
gehende Primidealp bestehen bleibt, so ergiebt sich der (für alle
!(örper gültige) Satz, dass, wenn u eine Wurzel der Congruenz
cp(a) =0 (mod. lJ) ist, auch alle Zahlen, welche aus a durch
*) Setzt nUlll ],' (0) == (h so ergieht sich zugleich aus (30), dass tl ip
Zahlen
p, pO ... p(rl - 1, (h [!O ... ()Om-2-f
eine Basis des Ideals lJ bilden, und dass letzteres der grösste gOll1oinschaft-
liehe Theilcr von 0 p und 0 (! ist. Zu den seIhen Itesultatell gelangt nUUl
auch unmit telbar, wenn Inan die in ~. 165, (9) beschriehene l\lethode aB-
wendet, um aus der Basis (D) von 0 eine Basis von ~ ahzuleitel~.
**) J-.Schüne7nann: Grund.tilge einer allge7ne'lllcn 17tcorie der höheren
Oongl'uenzen, deren llfodul eine reelle })rinLz:ald list. ~. 50. (Crelle's Journal
Bel. 31.) - (/aus8: lJisqui.'·dtione.,; generales de COJlg}'lu!nfiis, artt. 3üO-HG7
(Werke, ßd. 11. 18G3). - '~f\r.[!,l. eine Benlerkullg des IIprausg:eool's in
Schlölui!ch's Zeitsehl'ift für l\lath. u. Ph'ys.~ Jahl'g. 18, 1873. Literatur-
zeitung S. 22 bis 28.
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also
wiederholte Erhebung zur lJ ten Potenz entstehen, Wurzeln derselben
Congruenz sind; diese Wurzeln stünmen (für unseren !(örper) zu-
folge (21) mit den Zahlen a p ', ft2p', asp' ... iiberein. Wenden.
wir dies auf die Congruenzen (31) an, so ergiebt sich, dass die f
nach ~J1' incongruenten Zahlen
0, 0P" 02p' • . · (j(f-1)pl,
oder, was dasselbe ist, die Zahlen
(J, Oe, 02e • • • f)(/-l)e
die sän~n~tl1:chen Wurzeln ader Congruenz Fr (a) =0 (mod. Pr)
bilden.
Führen wir daher die sogenannten j-gliedrigen Perioden *)
Yj,111 • • • 'YJe-l und e entsprechende Functionenf(t, 'YJr) ein, indem wir
'YJ =:: 00 + (Je + ()2e +···+()(/-l) e, (35)
I(t, 1]r) == (t-Or) (t-Or +e) ••• (f-(Jr+(}-l)e)
= tf-'Y]r tf - 1 +. · .,
also
(37)
jet) ==- jet, 7J) jet, 111) • .• jet, 1]e-I) (38)
setzen, so gelten, wie man leicht erkennt (§.26), die in Bezug auf t
identischen Congruenzen
und
Fr(t) =j(t, 'YJo) (mod. Vr). (39)
Zugleich ergiebt sich aus dem obigen Satze, dass jede der e Fune-
tionen Fr (t) nach dem Modul p eine Prinifunct1~on, d. h. dass sie
keinell1 l)roclucto von Functionen niedrigeren Grades congruent
ist, <leren Coefficienten ebenfalls rational sind.
Um endlich noch den inneren Zusammenhang zwischen den
e Primidealen -Pr zu ergründen, schalten wir folgende allgemeine
Belnerkungen ein. Ist.Q, ein beliebiger endlicher Körper, welcher
durch die Permutation P in a' übergeht, und ist a ein beliebiges
*) Ga1~88: D. A. artt. 343, 348. Daselbst ist gezeigt, dass alle Coeffi-
cicnten der l-i'unctionen f (t, 1]r) lineare Functionen der Perioden mit ganzen
rationalen Coefficienten sind. Der Inbegriff aller derjenigen in S!. ent-
haltenen Zahlen w, welche der BedingullfY w - (JJ gellüfYell ist ein I{örper
. 0 e- 5'
e
ten Grades; diese Zahlen sind identisch mit allen durch 1] rational dar-
stellhaJ'en Zahlen, und die e Perioden bilden eine Basis des Systems allel'
in diesenl !\Ül'P('J' enthalt,euen ganzen Zahlen.
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Ideal in f,~, so geht aus den Begriffen des Körpers und des Ideals
uTIlllittelbar hervor, dass das Systenl a' aller Zahlen, ill welche die
säulmtlichen Zahlen des Ideals a durch P übergehen, ein Ideal in
.Q' ist, und dass a' durcll die inverse Permutation in a übergeht;
zwei solche Ideale a, a' nennen wir conjugirte Ideale. Dann leuchtet
ferner ein, dass (a b)' === a' 0' ist, dass folglich ein Prilnideal tJ in
ein Prilnideal p' übergeht, und dass, wenn 1) die durcll tJ theilbarc
rationale Primzalll bedeutet, 1) auch durcll p' theilbar ist. Wenden
wir dies auf unseren Kreistheilungs-I\:örper ~ an, der durch alle
seine Permutationen Ps in sich selbst übergeht, so folgt, dass
jedes der e Primideale pr durch eine solclle Permutation- Ps inlmer
,vieder in eins von diesen Idealen übergehen muss. Nun ergiebt
sich zunäcllst aus (21), dass jede durch pr theilbare Zahl w durch
die Permutation Pp' in eine ebenfalls durch lJr tlleilbare Zahl Wpf
übergellt; mithin geht Pr durch Pp" und folglicll durch jede der
f Perrnutationen Po, Pe, P2e . · . PC/-I) e in ein Prilnideal über,
welches durch pr theilbar, also auch mit pr identisch ist. Uln-
gekehrt, wenn pr durch die Permutation Ps in sich selbst über-
geht, so muss, weil Fr (0) durcll lJ r theilbar ist, auch Fr (Os) - 0
(mod.lJr) sein; da aber nacll deIn Obigen die Congruenz Fr(a) =0
(mod. Pr) 11ur die Wurzeln 00' Oe •.• 0Cf-l)e hat, so 111USS eine von
ihnen mit Os congruent, also zufolge (16) auch Init 08 identisell
sein, woraus sich ergiebt, dass die oben genannten f Pernlutationon
die einzigen sind, durch w,elche Pr in sich selbst übergellt. Sodann
leuclltetein,dass Prdurchjej PermutationenPs,Ps +e ••• 1Js +(/_1)e,
deren Indices nach e congruent sind, in ein und dasselbe Prün-
ideal iibergeht; umgekehrt, wenn lJ14 durc}l Ps und Pu in dasselbe
l)rinlüleal übergeht, so geht pr durch Ps P1-;:I == Ps - n ofl'enbar in
siell selbst über, und folglicll ist 1t _ S (nlod. c). lIieruus folgt,
dass die eldeale ·lJ, ~1 ••• lJ e-1 sänllntlicll Init einander conjugirt
sind, und dass jedes von ihnen in jedes durch.1' bestinllllte 1)01'-
ll1utationen übergeht; durcll die c l)erlnutationen p(), 1). ... J)(' - 1
geht jedes dieser Ideale in c versclliedene Ideale über, und wir
,verden daller um z,vecklnässigsten nlit +)r dasjenige Iaeal bezeich-
nen, in welclles ~ clurell Pr übergeht; denlgen1äss ist +Jr +e == lJ r
zu setzen, und da +)14 durch 1)8 in p}' + 8 übergeht, so ergiebt siell
aus (39) die allgelueinerc Congruenz
l~r Cf) =.l(f, IrJS) (1110d. Pr + s).
Setzt Inan daher
(40)
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(41)
n = (j + (/3 + (j9, n1 = 02+ ()6 +0;',
n2 == (J4 +012 +OH), na = 08+ 011 + (J7,
Fr(t) == tf-17~tf-l + ...,
wo 'Y}~ eine rationale .Zahl bedeutet, so folgt
1]8 =17~ (mod. lJr +8)
oder, indem man r durch r - s ersetzt,
178 =17~ _ s (mod. lJr). (42)
Dies Resultat, dass die Perioden und ebenso alle Zahlen ro, die der
Bedingung ropl == ro genügen, rationalen Zahlen congruent sind in
Bezug auf jedes lJr, ergiebt sich aber auch unmittelbar aus (21),
wenn man wieder den Satz zuzieht, dass in Bezug auf ein Prim-
ideal eine Congruenz r ten Grades nicht mehr als 1~ incongruente
Wurzeln haben kann. Führt man nun eine Variabele y und die
ganze Function
G (y) == (y - 'Yjo) (y - r/I) ... (y - 17e-l) (43)
ein, deren Coefficienten sämmtlicll rational sind *), so gilt auch die
identische Congruenz
G(y) = (Y-17~) (Y-17~)··· (Y-1/~-l) (mod.l), (44)
weil sie zufolge (42) für jedes in p aufgehende Primideal gilt, und
dies ist der Satz, auf welchen Kummer seine Theorie gegründet hat.
Es wird gut sein, die vorstehenden Sätze an einem bestimmten
Zahlenbeispiele **). zu bestätigen; wählen wir zu diesem Zweck
1n == 13, P = 3, so ist J = 3, e ::=::: 4. Legen wir ferner die primi-
tive Wurzel c == 2 zu Grunde, so wird
On = 0, 01 == 02 , ()2 == ()4, O'J == Os, 04 == .(J'J, ()j == (j6,
fit) === 012, ()7:= Oll, Os == 09, 09 == (r:., 010 == {j)O, Oll == (J7,
also
und
J(t, 17) = t3- 'YJ t2+ 1]2 t - 1, J(t, 'YJ1) ::::: t?t -1/1 t2+ 17:1 t - 1,
J(t, 172) == t3 - 'Y}2 t2 + YJ t - 1, J(t, 'Y}:1) == t3 - 17:~ (2 + 1]1 t - 1.
*) (}auss: IJ. A. art. 351.
**) Ein überaus reiches Material findet man in dem Werke VOll
Reuschle: Tafeln cOlnp7exer Prhnzahlen, 10elche aus Wurzeln der Einheit
gebildet sind. 18i5.
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Man findet ferner leicht die Gleichungen *)
'YJ 1] === YJl + 21]2
1] 1]1 === 1] + 1]1 + 1]:~ == - 1 -1]2
1] 1]2 == - 3 1] - 2 YJl - 3 '112 - 2 YJ:~ == 3 +'111 + 1]:l
1] 1]:~ :::::: 'YJ -+- 1]2 +- t]:3 === - 1 - 111
und hieraus
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G (y) == y4 + J/3.+ 2 y2 - 4 Y +3.
Die Wurzeln der Congruenz G (y) =0 (mod. 3) ergeben sich am
kürzesten durch Versuche, und man findet auf diese Weise in
Ueber~instimmung mit (44) die identisch~ Congruenz
G (y) =y (y - 1) (y + 1)2 (mod. 3).
Da eine der Wurzeln = 0 (mod.3) ist, so dürfen wir das in 3 auf-
gehende Prinlideal ~ dur~h die Congruenz 1]. 0 (mod. lJ) defi-
niren **), woraus durch Substitution in die vorstehenden Ausdrücke
für 1]2, f} 111, 1] 1]2' 'YJ 1]3 sich 111 - - 1, n2 =- 1, 1J3 = 1 (mod. lJ)
ergiebt; da n~n zufolge (42) die Congruenzen YJs =n~8 (mod. lJ)
gelten, 80 erllält man hieraus
11~ - 0, YJ~ , 1, n~ = - 1, 11~ =- 1 (mod. 3).
Aus (40) ergiebt sicll ferner Ft·(l) -J(t, n-r) (mod. ~); hierin
geht die recllte Seite, wenn man die in den Coefficienten auf-
tretenden Perioden durch die ihnen nach p congruenten rationalen
Zahlen ersetzt, in eine Function mit rationalen Coefficienten über,
und diese Function nlUSS folglicll auch nach dem Modul 3 mit
Fr (t) congruent sein; auf diese Weise erhält man
F(t) - t3 - t ~ 1 F1 (t) = t 3 - t 2 - t - 1,
, . (lnod. 3),
F 2 (t) = t:3 + t2 - 1, E~3 (t) =t:3 + t2 + t - 1
und durch wirkliche Ausführung der Multiplication bestätigt sich
die Congruenz (33). Setzt man ferner
f! = ()3 - () - 1 =F(O) (mod. 3),
so ist lJ der grösste gemeinscllaftliche Theiler von 3 und 0 f!; allein
*) Gauss: D. A. art. 345.
**) Ebenso folgt aus der Annahme 17 - 1 (mod. ~) mit Bestimmtheit
"11 ::: 0, 172 = - 1, 17s =- 1 (mod. ~). Dagegen entsprechen der Annahme
1] == - 1 (mod. lJ) zwei verschiedene Systeme, wie aus "121}3 = - 1 - 1} =0
(mod. ~) hervorgeht; entweder ist "11 = 1, "12 = 0, '18 =- 1, oder es ist
YJl =- 1, 1}2 _ l,11s =0 (l110d. ~l).
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in unserem Falle erkennt man leicht (nach §. 169,5.), dass p == 011,
also auch pr == 0l1r ist, weil 'Y} durch p theilbar, und ausserdem
'Y} 111 'Y}21]3 = 3, mithin N(1]) === 33 == N(p) ist. Es muss folglich
Q durch 'YJ theilbar sein; in der That findet man
Q = 1]()2 (f) + 1) (04 + 1),
woraus sich sogar ergiebt, dass zufällig (J mit 'YJ associirt, also auch
..
o Q == P ist. -
Nach dieser Abschweifung kellren wir zu unserem obigen, in
den Gleichungen (6), (8), (27), (28) enthaltenen Hauptresultate
zurück, welches ausreicht, um mit Hülfe der im vorigen Para-
graphen entwickelten Principien einen geschlossenen Ausdruck für
die Anzahl h der Idealelassen zu gewinnen. Diese Untersuchung
ist ebenfalls von Kumrner zuerst durchgeführt *), und sie bietet die
überraschendsten Beziehungen zu dem Satze über die arithmetische
Progression dar (Supplement VI). Wir setzen, wie im vorigen
Paragraphen,
~(s) == 2. N(a)-s = n(1- N(p)-S)-l (45)
und untersuchen das Verhalten dieser ITunction für unendlich
kleine positive Werthe der Variabelen s - 1. Da 11t nur durch
ein einziges Primideal ersten Grades, und jede, andere Primzahl p,
wenn sie zum Expollenten f gehört, durch e verschiedene Prim-
ideale vom Grade f theilbar ist, wo ef == m - 1, so erhalten wir
~ (s) = (1 - nZ-S)-l rr (1 - p-sf)-e,
,vo das Product auf alle von m verschiedenen Primzahlen p zu
erstrecken ist. Der allgemeine Factor dieses Productes lässt sich
in folgender Weise unlformen. Bezeichnet man, wenn m - 1 wieder
:::::::: 2 v gesetzt wird, mit tX alle Wurzeln der Gleichung
a,2V = 1, (46)
ferner mit" eine primitive Wurzel derselben Gleichung, so ist
a=l, r, '}J2 ••• ,,2 v -l;
da nun der Indexp' mit 2 v den grössten gemeinschaftlichen Theiler
.. *) Dass auc? Dir1~chlet dieselbe Aufgabe, aber in anderer Einkleidung
gel(.)st-, hat, berIchtet Kurnrnef in seiner ausgezeichneten Gedächtnissrede
alt!. Gl:s~a'V. Pete1· Lejeune-DilJ'z:chlet (1860, S. 21 his 22) mit den Worten:
"l~ .ur (lJe.Jenlgen zerlegbaren Formen höherer Grade, deren lineäre Faktoren
keIne anderen Irrationalitäten, als Einheitswurzeln für einen Primzahl-
Exponenten, enthalten, hat Dirichlet während seines Aufenthalts in Italien
die !{]assellanzahI hestimmt, aber er hat von dieser Arbeit leider nichts
verüU'entlicht."
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e hat, so ist 1'P' eine Wurzel ~ der Oleichung JI == 1, und zwar
eine primitive; mithin tritt ,jede Wurzel ~ dieser Gleichung unter
den 2 v Zahlen
aP ' == 1, 1'11', r2p' ••• Y(2v-1) p'
genau e mal auf, und hieraus folgt unmittelbar, dass
(1 -l)-sf)e == n (1 - a1J'p-s)
ist, wo das Productzeichen sich auf alle a bezieht. ~lan erhält
daher
,Q, (s) ::=:: (1 - ~n- S)-1 n(1 - aP '1J-s)-1,
und dieses Product, in welchem a und 1) alle ihre Wertlle durch-
laufen müssen, hat, so lange s > 1 ist, einen von der Anordnung
der Factoren unabhängigen Werth. Bezeichnet man mit L (u) das
Product aller derjenigen Factoren, welche allen Werthen von 1J,
aber einem bestimmten Werthe a entsprechen, so ist folglich
(47)
wo das l)roductzeichen sich auf alle (X bezieht, und hierin ist nach
früheren Sätzen (§§. 132, 133)
L(u) == 11 (1- aP 'p-S)-1 == ~ (;(,zl z-s, (48)
wo z alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchläuft, die nicht
durch rn theilbar sind, und wo z' wieder den Index von z bedeutet.
'Venn nun die Variabele s abnehmend sich deIn Grenzwerthe
1 nähert, so wächst die Function L (1) über alle Grenzen und
zwar so, dass
lim (s-l) (l-?n- s)-lL(l) == 1 (49)
wird (§. 117). Ist aber cx verschieden von 1, also eine Wurzel der
Gleichung
(X2V -1
___ == 1 + a + (X2 +. · ·+ a 2v - 1 == 0, (50)
a-I
so nähert sich, wie wir früher (§. 134) gesehen haben, die Function
L (u) einem endlichen Grenzwerth; da nämlich, wenn die Glieder
der Reihe (48) nach wachsenden z geordnet werden, die Sumnle
Von je 2 v auf einander folgenden Coefficienten a Z ' zufolge (50)
verschwindet, so convergirt (nach §. 101) diese Reihe für alle
lJOs1°tiven Wertlle von s, und sie ist zugleich eine stetige Function
von S; setzt man daher bei dieser Anordnung der Glieder
LO(. )_'''Nz'~'-l{/., _ .... v" ~ ,
:38*
(51)
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so ist Lo (u) endlich und ztfkleich der Grenzwerth von L (u). Bis
zu diesem Puncte war es leicht, das Verhalten der Reihen L(u)
an der Stelle s == 1 zu ergründen; bei dem Beweise des Satzes
über die arithmetische Progression musste aber ausserdem gezeigt
werden, dass der Grenzwerth Lo (u) stets von Null verschieden ist,
und dies verursachte damals erhebliche Schwierigkeiten'. Es ist
daher von .hohem Interesse, dass dieselbe Thatsache jetzt als eine
unmittelbare Folge unserer Untersuchung über die Anzahl h der
Idealclassen erscheint *). In der That, da im vorigen Paragraphen
allgemein gezeigt ist, dass
lim (s - 1)~ (s) == 9 h
ist, wo 9 einen l1estimmten, von Null verschiedenen Werth bedeutet,
so erhalten wir zufolge (47) und (49) für unseren Fall
9 h == nLo (a), (52)
und da h immer eine positive ganze Zahl, niemals == 0 ist, s~
kann auch keiner der endlichen Factoren Lo (a) verschwinden, was
zu beweisen war.
Nachdem wir auf diesen Zusammenhang unserer Untersuchung
mit dem Beweise des Satzes über die arithnletische Progression
aufmerksam gemacht haben, wollen wir, was für den letzteren kein
weiteres Interesse darbot, die Werthe Lo (a) in geschlossener Form
darstellen. Setzt man, wenn x eine Variabele bedeutet, zur Ab-
kiirzung
(a,x)=~ar'xr, (53)
wo r die ·Werthe ], 2, 3 ... m - 1 durchlaufen soll, und verfährt
man wie damals (§. 134 oder §. 103), indem man in (51) die
Grössen Z-l durch bestirnmte Integrale ersetzt und die mit (50)
übereinstimmende Gleichung
(a, 1) = 0 (54)
berücksichtigt, so erhält man zunächst
Da nun
1
LO(a) == f Ca, x)m d~.
f I-x {J,
o
xm. - 1 == (x - 1) n(x - Os)
(50)
*) Gpnau dasselbe gilt auch, wenn die Differenz 171 der arithmetischen
Progression eine zusanlnlpngesetzte Zahl ist.
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ist, wo ,'; ein vollstiindiges Restsysteul nach denl lVlodul 2v durch-
läuft, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (54) durch Zerlegung in
Partialbrüclle
(a, x) __ ~ \,(a, Os).
x(l-xm) - Iln ~ x-Os
I-lierin lassen sich die Zähler ~ sämmtlich auf (~, 0) zurückführen;
da nälnlich 0; == Os + '1" ist, so folgt
(Ct, Os) == }: a 1" Os + '1",
wo r' ein beliebiges Restsystem nach deIn Modul 2 v zu durch-
laufen hat; man darf daher r' durch r' - s ersetzen, und erhält
so die in der rrheorie der I\:reistheilung wohlbekannte Relation
(a, Os) == a-s~at"01" == a-s(~, U). (56)
~Iithin ist
(a, x) _ (a,O)" a- S
x(I .-.- x m) - ---;n .... x - Os'
und hierdurch geht die Gleichung (55) in die folgende über
1
Lo(a) =_(a,O)~a-sf~;
n~ ,x - Os
o
es ist ferner
1
J (lx I (I-Os) 1 (-I' l'xOs = og -Os = og(l- 18 ) = ogP8tl'l
o
und dieser Logarithme ist (nach §. 103, S. 261) dadurch vollständig
best'ifnrnt, dass sein imaginärer Bestandtheil z\vischen den Grenzen
+ ~ 11: i liegt. Setzen wir daher zur Abkürzung
1/1(a) == - ~ a-Slog[ts+ v, (57)
wo s ein vollständiges Restsystem naeh dem lVlodul 2 v durcllliiuft,
so erlu1lten wir das Resultat
J)l (a) = ~ (a, 0) 1/J (IX). (58)
nt
DIn nun, wie es die (}leichullg (G~) verlangt, das I)roduct der
Grössen LO (a) für alle Wurzeln Ci der Gleichung (50) zu bilden,
'beginnen wir Init dern I~'actor ((~, 0) und benutzen hierbei den
Hülfssatz
(Ct, 0) (a- \ 0) == n~ (/,,1/ :=::: -1- tin; (59)
derselbe ergiebt sicl1 leicht aus (56), wenn Ulan mit Os llluitiplicirt,
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sein Restsystern nach deIn Modul 2 v durchlaufen lässt und die
Summe bildet; man erhält auf diese Weise zunächst
(a, 0) (~-1, 8) == ~(a, Os)f)s = ~~'ttf)s+'lt8s == ~au(O()u)s,
wo tt ebenfalls ein solches Restsystem durchläuft; je nachdem nun
~t mit v congruent ist oder nicht, ist
A
(J (Ju === 1 oder conjugirt Init 0,
und folglich ist die nach s genommene Summe ~ (f) f)u)s im ersten
Falle == 2 v === rn-I, in allen übrigen Fällen aber == ~ 8s ===-1,
woraus mit Rücksicht auf (50) der zu beweisende Satz (59) un-
lnittelbar folgt. Für a == - 1 ergiebt sich .
(-1,0)2 == m(-I)v,
also
(-1,8) == ~ (-1)1"f)t· == 1: (!-) Or == ,i v '2 Vm, (60)
11~
und hierin ist (nach §. 115) die Quadratwurzel lJositiv, ,venn, was
wir von jetzt ab festsetzen wollen,
(61)
genommen wird. Da nun die Wurzeln a der Gleichung (50) aus
der Zahl -1 und (v -1) Paaren von der Form a, a- 1 bestehen,
so folgt aus (59) und (60) bei gehöriger Beachtung de» Factoren
u" das Resultat
fI (€x, 0) == i v 1n V-I Vtn. (62)
Wir wenden uns jetzt zu der näheren Betrachtung des in (58)
ferner auftretenden J.1-'actors 1/J (a), welcher einen wesentlicll ver-
schiedenen Charakter besitzt, je nachdem (XV == + 1 oder == - 1
ist; ,vir behandeln zuerst den Fall
a V ==-1. (63)
Ersetzt man in (57) den Summations-Buchstaben s eInrcll S - v
und nimmt das lViittel aus dem so entstehenden und dem ursprüng-
lichen Ausdruck, so erhält man
'l/l(a) = .!.~~-810g(~),
2 fts +v
wo zufolge der obigen Bemerkung die Logarithmen so zu nehmen
sind, dass ihr imaginärer Theil zwischen den Grenzen + 1t i liegt;
setzt man nun wieder s - r' und unterwirft r der Bedingung
o < Ir < 1n, so ist
Inithin
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!t s 1 - (J l' n i (2 r - 1)
-- = 1 0-'== - 01' == e 'In!Ls +v - r ,
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log(~) == 'JTi(2r -1).
!Ls + v nz
Setzt man daher zur Abkürzung
rp(a) ==- ~'ra-r', (64)
wo ,r die Werthe 1,2,3 ... (rn-I) zu durchlaufen hat, so erhält
man mit Rücksicht auf (50) das Resultat
1ti1fJ(a)==-m-cp(a). (65)
Offenbar ist qJ (a) eine ganze algebraische Zahl; bezieht man
daher das Productzeichen TI' auf alle Wurzeln a der Gleichung
(63), so ist 11' rp (a) als symmetrische F'unction dieser 'Vurzeln *)
eine ganze rationale Zahl, und wir wollen zeigen, dass dieselbe
positiv und ausserdem durch (21n)V-l theilbar ist. Das Erstere
leuchtet sofort ein, wenn v gerade ist, weil in diesem Falle die
Wurzeln der Gleichung (63) aus imaginären Paaren' von der Form
a, a- I bestehen; ist ferner v ungerade, also 1Jt =3 (nlod. 4), so
tritt ausser solchen Paaren noch die reelle 'Vurzel a == - 1 auf,
also aucll der reelle Factor
q> (-1) = - ~ r(- l)-r l = - ~ (:;~)r,
weroher aber nach einer früheren Untersuchung (§. 104, S. 263)
einen positiven Werth hat. Um auch die zweite Behauptung zu
erweisen, bilden wir das Product
CqJ ((X) == - a ~ (CI) tX - (c 1') , ,
wo c wieder die 13asis unseres Inc1ex-Systenls bc(lcutet; reduej rt
man hierin die Producte er auf ihre kleinsten positiven I~cst.c
nacll ~n, so stinnnen dieselben inl l;olllplex vvieder lnit dcn Zalllell r
.überein, woraus offenbar folgt, dass (c - (X) ep (a) durch 1Jl theillJar,
mithin
11 ' (c - a) . 11' qJ (a) _ 0 (nl0 ll. ni v)
*) Will man sich hierauf nicht berufen, so leuchtet doch ein, dass das
fragliche Product rational ist, ,veil Inan es als eine Norm oder als ein
Product mehrerer Normen in denjenigen I{örpern ansehen kann, welche
den Wurzeln der Gleichung (63) entsprechen.
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ist; hierin ist der erste ~-'actor
Il'(c-CG) == cl! +1 =0 (nioel. tnt);
wählt man aber die Zahl c so, dass sie eine primitive Wurzel auch
von m 2 wird (~. 128), so ist c2l1 - 1 und folglicll auch cl! +1 nicht
durch m2 theilbar, und gieraus folgt, dass 11' p(a) durch mv - 1
theilbar ist *). Ganz ähnlich ergiebt sich die Theilbarkeit durch
2V - 1 ; durchläuft nämlich u diejenigen v Wertlle r, deren Indices
1" = 0, -1, - 2 ... - (v -1) (mod. 2 v) sind, so durchläuft die
Zahl (m - ~t), deren Index =u' +v (mod. 2v), die übrigen Werthe r,
und man erhält
cp(a) ===-~(2~t-tn)(X-tt';
also
2m
cp(a) == 1_(X-r-2~tta-Ui'
ist, so folgt, dass (1 - (X) ep (a) durch 2 theilbar ist, und hieraus
ergiebt sich, dass n' <p (a) durch 2JI-l theilbar ist, weil TI'(1- a)
= 1v +1 :'2 ist. Nachdem hiermit unsere obigen Behauptungen
bewiesen sind, können wir
Il' cp (a) == (2 m)l!-l a (66)
setzen, wo a eine l)Osritive g(tnze ratlonale Zethl**) bedeutet, und
hierlnit crgiebt sich zugleich
II'ljI(a) = (-2xi)Va. (67)
2m
Wir haben jetzt elen Ausdruck t/J (a) für den zweiten ~"all zu
untersucllen, in welchem a ll == +1 oder vielnlehr
aJl-l .
(X-I ==1+u+cx2 +·.·+a Jl - 1 ==O (68)
ist. Lässt man u ein vollständiges Restsystem nach dem Modul v
durchlaufen, so bilden diese Zahlen u in Verbindung mit den
Zahlen u + v ein vollständiges System von incongruenten Zahlen s
*) Natürlich ist dies Resultat von der bei den1 Beweise gemachten
spcciellen Annahme über c gänzlich unabhängig.
**) Dieselbe ist von Kummer mit P' (1n) bezeichnet.
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(70,')
in Bezug auf den IVlodul 21', und aus der Definition (57) folgt
daher in unserem Falle
W(a) == - ~ ~-'U log (!tu !tu +- v), (6D)
,vo die imaginären Theile der Logarithmen wieder zwischen den
Cirenzen + '1t i liegen; da aber die Producte !tn!tn +v positiv sind,
so folgt hieraus, dass die Logarithmen reell sind. 13czieht sich
nun das Productzeichen 11" auf alle Wurzeln a der Gleichung (üB),
so ergiebt sich zunächst, dass 11" W(a) lJositiv ist; dies leuchtet
sofort ein, wenn v ungerade ist, weil in diesem J1'alle die genannten
Wurzeln aus iInaginären Paaren von der }1'ornl a, a- 1 bestehen;
ist ferner v gerade, also 1n = 1 (mod. 4), so tritt ausser solchen
Paaren noch die reelle Wurzel cx = - 1 auf, also auch der reelle
Factor
w(-l) =- ~(-l)-slog!ts+v=== -- ~(!-)log(l-(J-r),
in
,velcher aber nach einer friiheren Untersuchung (§. 104, S. 266)
einen positiven Werth hat.
Dieses positive Product 11" 1/1 (a) lässt sich nun in Forln einer
I)etorlninante darstellen, deren Elemente die Logarithmen eines
Systems VOll (v - 1) unabhängigen Einheiten sind (§. 177, 6.).
Um diese Umformung auszuführen, ersetzen ,viI' in (6D) elen Sum-
lluttionsbuchstaben u eIurcll U + 1, wodurch sich
a'l/J(a) ==-~a-ulog(!t?~+l!tU+V+l)
und folglicll
(l-a)'l/J(a) === ~ a-uIOg(!tn+l~u+v+l)
!tu, !tntv
ergiebt. Setzt man '1lun nach Belieben
. = f! oder .r; = Cf" (JV)l ,
.YJ ft !t 0v
welcller letztere Werth reell ist, so ist 'YJ eine Einheit in a, weil
ft und p,! associirt sind, und in heiden :Fällen ist
!1 n+1 !-Ln -I- I' + 1 •
'YJn'YJn-l-V === ,ftn!1ntv
setzt man daller zur Abkürzung
An :=: An -I- V == log (11 'lt 'YJ n+1,) , (71 )
welcher Logarithme ilnmer reell zu nehmen ist, so wird
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(I-~)'l/J(a) == ~U-UAu"
wofür man zufolge (68) auch
(l-a)1J'(a) == ~u-u(I + Au)
schreiben darf. Multiplicirt man alle hierin enthaltenen Glei-
chungen mit einander und mit der Gleichung v == ~ (1 +Att), so
erhält man, weil n" (1 - a) == v ist, das Resultat
v2 n" 1/) (a) == rr ~ (X- t~ (1 + Äu),
wo rechts das Productzeichen fI sich auf ltlle Wurzeln a der Glei-
chung (XV == 1 bezieht; nach einem sehr bekannten Satze*) lässt
sich dies Product durch eine cyklische Determinante v ten Grades
darstellen, und so ergiebt sich
1 +Äu
(v-I) (v-2) 1 +Al
v2 fI" ljJ (a) == (- 1) 2
, 1 + Ä1 ••• 1 +Äp - 1
, 1 +A2 ••• 1 + Ao
. . . . .....
1 + AV-l' 1 +Ao ••• 1 +AV -2
die Elemente der letzten Verticalreihe werden zufolge (72), wenn
man die vorhergehenden Verticalreihen zu ihr addirt, alle == v
und können durch 1 ersetzt werden, indem man den Factor v ab-
sondert; wenn man nun diese letzte Verticalreihe von jeder vor-
hergehenden abzieht und hierauf alle Horizontalreihen zu der
letzten addirt, so tritt abermals der E'actor v auf, und man erhält
AO
(v-l) (v-2) ).,1
fl" tt' (a) = (- 1) 2
•.• Ap -2
•.. AV-l
AJ/ - 2, AJ/ -; • • • ÄV - 4:
Nacll der in der Theorie der Einlleiten (§.177, 6.) eingeführten
Bezeichnungsweise ist nun, wenn c eine heliebige Einheit des Kör-
pers ~ bedeutet,
lu ( c) == log (Cu Cu +}I)'
,voraus Dlit Rücksicht auf (71)
*) Vergl. Betltzer: Theorie und An'wenclung de1' Detern~inanten, §, 11, 2.
(vierte Auflage, 1875).
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"n (r; v) ::::: log (1] 1t +V 1] u +v+v) == An+v
folgt; Inan kann daher die vorstehende Determinante in die F'orm
10 (1]0), 10 (1]1) · · · 10 (YJv- 2)
11 (1]0), 11 (1]1) · · · 11(1]v-2)
. . . . . . . . . .
lV-2(1]0), lV-Z(1]l)'" lV-2 (1]v~2)
setzen, und erhält folglich
(V-i) (V-2)
[I " 1/1 (a) == (- 1) 2 L Crz 0, 1]1 • • • 1]v - 'J) , (7;))
worin die oben angekündigte Darstellung besteht.
Bezeichnet man nun wieder mit Sein Systenl von v-I
:Fundamentaleinheiten c, c' ••• c(V-2), und mit 0 die in. der ent-
sprechenden Gruppe (8) enthaltenen Einheiten, so lässt sich jede
Einheit 1]0' 1/1 . · • 1]V-2 in die Form () (j setzen, wo () eine der
r reducirten Einheiten bedeutet und eine Wurzel der Gleichung
Qr == 1 ist; man kann folglich die positive Grösse
(V-l)(V-2)
(-1) 2 L(1]o, 1]1 ••• '1]V-2) == bL(c, c' ... c(V-2») (74)
setzen, wo beine lJositive ganze rationale Zahl *) bedeutet
(§. 177, 8.). Unter den r reducirten Einheiten () befinden sich
jedenfalls die 2 m Einheiten
+ 1, + (J, +. (j2 ••• + (Jm-l,
weil ihre in l~ezug auf 8 genommenen EX1JOncnten sänlnltlich ver·
schwind~n, und da (- o)r == 1 sein muss, so ist r jedcnfalls theil-
bar durch 21n. Wir wollen nun zeigen, dass r == 2 1n ist, dass
also ausser den genannten keine andere Einheitswurzel Q in .Q,
existirt. Dies ist eigentlich eine unmittelbare Folge der allgcluei-
nen (iesetze, "reIche die algebraische Verwandtschaft der !(örper
beherrschen, auf die wir uns hier jedoch nicht berufen wollen.
Zu demselben Ziele gelangt lllan leicht, wenn man genläss (9) die
ganze Zahl Q == F(O) setzt, woraus (1-1 == F(O-l) folgt, und die
*) Zur Bestimlnullg dieser Zahl nach (7·4-) ist die !{el1utniss eines
Fundamentalsystems S erforderlich, welches aber bis jetzt, selbst in den
einfachsten Fällen, nur durch äusserst beschwerliche Rechnungen zu
erlangen ist.
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Gleichung J/(O)F(O-l) ::::::: 1 nach Ausführung der l\lnltiplication
näher untersucht. Wir ziehen hier aber folgenden 'Veg vor, bei
welchem wir uns auf die Theorie der Ideale stützen. Ist 1) irgend
eine in r aufgehende Primzahl, und 1) q die höchste Potenz von 1),
welche in Ir aufgeht, so befinden sich unter den "Turzeln Q der
Gleichung Qr == 1 auch die primitiven Wurzeln (i der Gleichung
(lpq === 1; bezeichnet man eine bestimmte von ihnen mit (I, so sind
alle in der ~-'orm (18 enthalten, wo s alle durch 1) nicht theilbaren
Zahlen clurchläuft, die nach dem Modull) q incongruent sind, und
,venn teine 'Tariabele bedeutet, so ist (nach §. 139)
tpq - 1 .
tq-l == 11(t-(l8).
Setzt man hierin t == 1, so ergiebt sich, wie Iln Anfange dieses
Paragraphen, dass
p === ~(1 - Q)(p-l)q
ist, wo ~ eine Einheit bedeutet; ist daher ~ ein in 1) aufgehendes
Primideal , so geht p auch in 1 - (l auf, und folglich ist 1) durch
P(P-1)q theilbar. Wenn nun p von m verschieden ist, so ist p, wie
wir oben gesehen haben, durch kein Quadrat eines Primideals
theilbar, und folglich muss (p - 1) q == 1, also 1J == 2, q :::::: 1
sein; mithin ist r durch keine von m verschiedene ungerade Prim-
zahl, und auch nicht durch 4 theilbar; und ebenso ergiebt sich
fUr den F'all l) == m, dass q == 1 ist, also r nicht durch m2 theilbar
sein kann, weil 0 rn die (n~ - 1) to Potenz eines Primideals ist. Da
nun r, wie oben bemerkt, durch 2 m theilbar ist, so folgt hieraus
offenbar, dass
r ::::: 2 'n t (75)
ist, wie behauptet war. I~ehält daher E dieselbe Bedeutung wie
in den heiden vorhergehenden Paragraphen, so ist
L(c, c' ... c(V-2») == 2n~E, (76)
und folglich *)
II"1I'(a) = 2mbE.' (77)
!)urch Zusammensetzung der in (58), (62), (67) und (77) er-
haltenen Resultate ergiebt sich nun leicht der Werth des auf alle
Wurzeln a der Gleichung (50) ausgedehnten Productes
*) Bezeichnet man mit 81 das System der (v - 1) unabhängigen Ein-
heiten "17o, 1]1 • • • 1]v-2, so ist 2 ln b die Anzahl der in Bezug auf 81 redu-
cirten Einheiten.
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nDl(a) = ;n2~;~1 neu, 0) 11' 1/! (u) n" I/J(u),
und hierdurch nilnnlt die Gleichung (52) mit Rücksicht auf (10)
folgende F'orm an
rh==(2te)VEab==(2n)'lE (IJb. (78)
[J 1n ,I - 1 V1J~ V' (D) ,
da ferner [nach §. 178, (34) und (25)]
u(2n)vE (2n)1I E
g = v(n) = V(D) (79)
ist, so erllalten wir das von I{ummer gefundene Endresultat
h===ab, (80)
wo a, b positive ganze rationale Zahlen bedeuten, die durch die
<lieichungen (66) und (74) definirt sind.
§. 180.
Als zweites und letztes Beispiel, auf welches ,viI' unsere all-
gemeine Idealtlleorie anwenden wollen, wählen wir das der qu.,a(lra-
tischen Körper, weil dasselbe mit dem Hauptgegenstande dieses
Werkes, der Theorie der binären quadratischen F'ormen, im
engsten Zusammenhange steht. Wir haben schon früher (§. lüG)
die Grundzahl D == 6 (~) eines solchen Körpers ,Q bestimmt und
gezeigt, dass, wenn
O:::::D+VD [" 12 ,0 == _1, (j (1)
gesetzt wird, 0 das Systeln aller in Q, enthaltenen ganzen Zahlen
ist. Um nun alle Primideale dieses Körpers zu finden, erinnern
wir wieder daran, dass (nach §. 171, 10.) zu jedem solchen Ideal II
eine bestimInte, durch lJ theilbare positive rationale Primzahl 1)
gellört, welche von allen durch p theilbaren positiven rationalen
Zahlen die kleinste ist, woraus unmittelbar folgt, dass die 1) Zahlen
0, 1, 2 ... (p -1) jedenfalls incongruent nacll lJ sind; da ferner
N(~)) ein Divisor von 1)2 == N(l)), also entweder == 1) oder == ))2
ist, so ist p ein Ideal ersten oder z,veitcn Grades ~ 11no es leuchtet
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ein (zufolge §. 173, 4. und 7.), dass im ersten Falle 0 p == p~', also
ein Product von zwei Primidealen ersten Grades, im zweiten :Falle
aber 0p == ~ ein Primideal zweiten Grades ist, also p auch im
Körper S2, den Charakter einer Primzahl behält. Wir wollen nun
beweisen, dass der erste oder zweite Fall eintritt, je nachdem D
quadratischer Rest oder Nichtrest von 4 p ist.
In der That, nehmen wir an, es finde der erste Fall 01) == V~'
Statt, so bilden, weil (0, ~) == N(~) ==- P ist, die Zahlen 0, 1, 2
•• · (1) - 1) ein vollständiges Restsystem nach ~, und folglich giebt
es eine rationale Zahl t, welche der Bedingung
t =0 (mod. ~) (2)
(3)
genügt; setzt man daher, indem Inan (wia in §. 166) die zu einer
Zahl ro conjugirte Zahl mit ro' bezeichnet,
_ 0'-- t - r + VD , _ '.1' _ t _ r - VD
11:- - 2 ,1C-fI - 2 '
wo
'i~2 - IJN(n) == '111l:' == - ,
4
r == D-2t
(4)
(5)
ebenfalls eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ist 7C durch lJ,
luithin (nach §. 169, 5.) N(1t) durch N(~), also durch 1) theilbar,
und hieraus folgt, dass
r2 =D (mod. 4p), (6)
also n quadratischer Rest von 41) ist. Umgekehrt, wenn die vor-
stehende Congruenz durch eine ganze rationale Zahl r befriedigt
wird, so ist r =D (mod. 2), und folglich sind die obigen, aus r
oder t gebildeten Zahlen :TC, 11:' ganze Zahlen, deren Product durch
}) theilbar ist; da aber zufolge (1) keiner der beiden Factoren n,n'
durch p theilbar ist, so kann 0 p kein Primideal sein, und folglich
ist 01) gewiss ein Product von zwei Primidealen ersten Grades,
womit unser Satz vollständig bewiesen ist.
Wir können noch hinzufügen dass wenn wir für den Fall, ,
op == lJ lJ' die vorstehenden Bezeichnungen beibehalten, die Zahl
'll' immer durch lJ' th~ilbar ist. Da nämlich :TC durch lJ, aber nicht
durch p theilbar ist, so kann man 0 11: == .tJ q setzen, wo das Ideal
q nicht durch l1' theilbar ist; da ferner 7C 'll' durch 1), also .lJ qn'
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durch ~ ~', mithin q '](' durch ~' theilbar ist, so muss 1l' durch das
Primideal lJ' theilbar sein, wie behauptet war *). \
Es ist nun noch von Wichtigkeit zu untersuchen, unter
welcher Bedingung die in diesem Falle auftretenden Factoren ,p, ,p'
mit einander identisch sind, also 0p == .p2 wird; da unter dieser
Annahme heide Zahlen 71:, n' durch tJ theilbar sind, so gilt dasselbe
von der Zahl r == 1t + 11:', und da r rational ist, so muss rauch
durch 1J theilbar sein, woraus mit Rücksicht auf (6) folgt, dass 1)
in D aufgeht. Umgekehrt, wenn 1) eine in der Grundzahl D auf-
gehende Primzahl ist, so folgt zunächst, dass D aucll quadratischer
Rest von 4p ist; ist nämlich J) = 2, so ist D (nach §. 166) durch
4 theilbar, und folglich wird die Congruenz (6) durch r == 0 oder
durch r === 2 befriedigt; ist aber p ungerade, so geschieht dasselbe
durch r == 0 oder r == p, je nachdem D =·0 oder =1 (nlod. 4)
ist. Mithin ist 0 pein Product von zwei Primidealen ersten Gra-
des ~1, .lJ'; behält man die obigen Bezeichnungen bei und berück-
sichtigt, dass r jedenfalls durch p theilbar ist, so folgt, dass die
durch .p theilhare Zahl '1t == r - 'lt' auch durch .lJ' theilhar ist;
wäre nun .p' verschieden von .p, so müsste 71: durch ~ lJ', also auch
durch p theilbar sein, was nicht der Fall ist; mithin ist tJ' == ~),
und folglich 01) == .lJ2. Wir können daher das Resultat unserer
bisherigen Untersucllung so aussprechen:
Ist p eine Primzahl im ](örper der rationalen Zahler~, so ~·st
o1) stets 'und nur dann das Quadrat eines Pritnideals V01n ersten
Grade, wenn p in der Grundzahl D aufgeht; ist aber D nicht
theilbar durch p, so ist 0 pein Product von zwei verschiedenen
Primidealen ersten Gffades, oder 0p ist selbst ein Primideal zwel:ten
Grades, je nac1Jdem D quadratischer Rest odc'r Nichtrest 'von
4p ist**).
*) Man findet auch leicht, dass lJ == Lp, n], lJ' = (1), n '] ist, und wir
empfehlen dem Leser, die Gleichung lJ lJ' = 0 p durch wirkliche Ausfüh-
rung der Multiplication zu verificiren , wobei es darauf ankommt, den
viergliedrigen Modul [p2, p 1l, P n', n n'] nach §. 165 auf einen zwei-
gliedrigen zu reduciren (vergl. §. 181).
**) Hierzu bemerken wir F'olgendcs. Sind die Primic1eale eiDes Nor-
malkörpers bekannt, so gilt dasselbe, wie demnächst an einem anderen
Orte gezeigt werden soll, auch für jeden Divisor dieses Körpers. Nun ist,
wie wir schon in der Schlussbemerkung zu §. 166 gesagt haben, unser
quadratischer I{örper nein I)ivisor desjcnigen Nol'lualkörpers, welcher
aus einer primitiven I)tcn Wurzel der ]~inheit clltsprillgt, und da die Ideale
dieses I\:reistheilullgs· !\:i'lrpers lHlCh de11 i11 S. 179 311grgf·1H:\llen Sätzpn
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Die Zahl p === 2 bietet den ersten, zweiten oder dritten Fall
dar, je nachdem D =°(mod.4), _ 1 (mod.8), oder = 5 (mod.8)
ist, und hieraus erklärt sich das eigenthümliche Verhalten der
Zahl 2 in der Theorie der quadratischen Reste (§. 36). Ist 1) un-
gerade, so kommt, weil stets D2 =D (mod. 4) ist, die Bedingung
(6) darauf hinaus, dass D quadratischer Rest von 1) ist, und folg-
lich wird der erste, zweite oder dritte Fall- eintreten, je nachdem
(~) = 0, =+ 1, oder =-1
ist. Um aber alle Fälle zusammenzufassen, wollen wi~ ein anderes
Symbol einführen. und
(D,l)) == 0, == + 1, oder === - 1 (7)
setzen, je nachdem die Primzahl]) den ersten, zweiten oder dritten
Fall darbietet; für jede ungerade PrimzahllJ ist daher
(D, p) = (~).
Wir definiren ferner
und wenn
(D, 1) == 1, (8)
-rn == lJP'P" ...
ein Product 'Von beliebig vielen Primzahlen p, 1)', 1)" ... ist, so
setzen wir entsprechend
(9)
(10)
(11)
(D, 1n) == (D, p) (D, ]J') (D, }/') ... ,
,voraus <1er allgelneine Satz
(D, m'-m") == (D, m') (D, m")
fol~t.
Indem wir die bei der allgemeinen Untersuchung über die
Anzahl h der Idealelassen benutzten Bezeichnungen beibehalten
(§. 178), setzen wir
.Q(s) = ~N(a)-8 == n(I-N(~)-8)-1;
bekannt sind, so folgt daraus auch die Bestimmung der Ideale des quadra-
tischen Körpers .Q, aber in einer anderen als der obigen Form, nämlich
so, dass die Zerlegung 'von 01) in Primideale sich unmittelbar aus der
Zahlclasse crgieht, welcher die Zahl p nach dem Modul D angehört. Aus
der Vergleichullg' heider Formen ergieht sich aberlnals ein Beweis des
I{eciprocitätssatzes. -
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(13)
(14)
fassen wir die Factoren des Productes zusamlnen, welche von den
verschiedenen in einer und derselben rationalen Primzahl p auf-
gehenden Prinlidealen .p herrühren, so ist dieser Beitrag gleich
(1 - p-s)-t, (1 - p-S)-2, (1-1)-2s)-1,
je nachdeIn der erste, zweite oder dritte der obigen E'älle eintritt;
mit Benutzung des eben eingeführten Symbols (7) kann man aber
diese drei "Ausdrücke in der gemeinschaftlichen E'orm des Productes
(1 - p-S)-l (1 - (D, p)p-S)-l
zusalnmenfassen, und hieraus folgt mit Rücksicht auf (10), dass
S2t(s) == f1 (1 - p-S)-l [1 (1- (D, p)p-S)-l
_ ~' -.!- . '2:, CD, m) (12)
- ... m S m S
ist, wo m in jeder der beiden Summen alle positiven ganzen ratio-
nalen Zahlen durchlaufen muss (vergl. §. 178, (48». Multiplicirt
man mit der positiven Grösse s - 1 und lässt dieselbe unendlich
klein werden, so ergiebt sich hieraus
h = lim'2:,CD, m)9 1n S ,
wo 9 die frühere Bedeutung hat; ordnet man die Glieder der Reihe
nach wachsenden m, so folgt aus dem Reciprocitätssatze (vergl.
§. 52), dass die Summe yon je (D) auf einander folgenden Uoeffi-
cienten (D, m) verschwindet; mithin convergirt die Reihe für alle
positiven Werthe s, und da sie zugleich eine stetige l~'unction von
s ist (§. 101), so erhalten wir
7 '\., (D, m)
g,~ == ~---.
m
Den Werth von 9 haben wir früher allgelnein bestinllnt
(§. 178, (34», aber er nimnlt je nach denl Vorzeichen der Cirllnd-
zahl D verschiedene F'ormen an. Ist]J ne,gat7;v, so ist v == 1,
x == 1, und E ist der umgekehrte Werth der l\nzahl r aller in ~~
enthaltenen Einheiten, welche === 6 für D == - 3, == 4 für D == - 4,
und == 2 in allen anderen :Fällen ist; es ,vird daher
21t
g==rV-]J'
mithin
Dirichlet, Zahlentheorie,
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h = rV-=I5"i,(D, m).
2n m
(15)
Ist aber D positiv, so ist v == 2, x == 2; die Anzahl 14 der redu-
cirten Einheiten .+ 1 ist == 2, mithin
1 . 1 (T + UVD)E == 2 log E == 2 log 2 '
WO E die F'undamentaleinheit bedeutet, also T, U die kleinsten
positiven ganzen rationalen Zahlen sind, welche der Pell'schen
Gleichung
genügen; es wird daher
log E
g== Vi)'
und folglich
1~ = VD "i. (V, m) .
log c m
(16)
Vergleicht man die so gewonnenen Resultate (15) und (16)
mit denen des fünften Abschnitts (§§. 97, 99), so wird man sich
bei genauer Berücksichtigung der damals und jetzt angewendeten
Bezeichnungen leicht überzeugen, dass, je nachdem die Grundzahl
D =0 oder =1 (mod. 4) ist, die Anzahl h unserer ldealclassen
vollständig übereinstimmt mit der Classenanzahl der (positiven)
ursprünglichen Formen erster Art für die Deter~ninante i D, oder
lnit derjenigen der (positiven) ursprünglichen Formen zweiter Art
für die Detertninante D. Diese Uebereinstimmung ist eine noth-
wendige Folge des Umstandes, dass in unserem Falle der quadra-
tischen I(örper, wie man leicht finden wird, jede bestimmte Classe
von :Formen der Discriminante D auch nur einer einzigen Ideal-
elasse entspricht (vergl. §. 176, S. 548).
Die Eintheilung der binären quadratischen Formen in Ge-
schlechter (Supplement IV.) lässt sich ebenfalls leicht auf die Ideale
übertragen, und sowohl diese Untersuchung wie der auf die Ab-
zählung der ambigen Classen gestützte Beweis des Reciprocitäts-
satzes (§§. 152-154) gewinnt in der nenen Einkleidung eine weit
einfachere Gestalt, deren Herstellung wir jedoch dem Leser über-
lassen müssen. Dagegen wollen wir im Folgenden noch die
allgemeine Theorie der Modulrt für quadratische Körper hinzu-
fügen, weil dieselbe die Composition der binären quadratischen
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Formen in sich schliesst und für viele andere Untersuchungen,
z. B. für die Theorie der complexen Multiplication der elliptischen
Functionen von grosser Bedeutung ist.
§. 181.
Jeder endliche Modul, dessen Zahlen sämmtlich dem quadrati-
schen Körper ,Q angehören, lässt sich (nach §. 165, S. 490) inlmer
auf eine Basis zurückführen, welche aus höchstens z'wei Zahlen
besteht, und wir wollen im Folgenden unter einen1 ]}.fodul, falls
das Gegentheil nicht ausdrücklich bemerkt wird, immer einen
solchen zweigliedrigen Modul
m = [a, ßJ (1)
verstehen, dessen Basiszahlen a, ß wirklich von einander unab-
hängig sind und folglich zugleich eine Basis des Körpers a bil-
den. Es ist nun zweckmässig, jede solche beliebig gegebene Basis
so umzuformen, dass die eine der beiden Basiszahlen eine posi-
tive rat~·onale Zahl m wird. Um die Möglichkeit dieser Umfor-
mung darzuthun, bemerken wir, dass, weil die Zahl 1 in a ent-
halten ist, es immer zwei bestimmte rationale Zahlen a;, y giebt,
welche der Bedingung x rh +Yß == 1 genügen;' stellt man diesel-
ben als Brüche mit demselben Nenner dar und sondert aus den
Zählern den grössten gemeinschaftlichen Theiler ab, so nimmt
diese Gleichung die Form
m == prh + qß
an, wo 1), q relative Primzahlen bedeuten, und l1l eine positivc,
ganze oder gebrochene rationale Zahl ist; bestilllint Ulan ferner
zwei ganze rationale Zahlen r, s so, dass
1Js-qr == + 1
wird, und setzt hierauf
1n Ct) == r rh +s fj,
so leuchtet ein, dass die Zahlen 1n, ril cu ebenfalls eine irrcductibele
Basis von m bilden und dass folglicll
ttt == [1n, mw] == m [1, cu] (2)
ist. Da cu gewiss irrational ist, so ist [tn] der Inbegriff aller' in 111
enthaltene!l rationalen Zahlen, und m ist als die kleinste lJositive
unter ihnen vollständig bestilnmt..
39*
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Die Zahl ro ist die eine Wurzel einer irreductibelenquadrati-
sehen Gleichung
a 00 2 - b ro +c == 0, (3)
wo a, b, c ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler
bedeuten, und diese sind durch ca vollstä~dig bestimmt, wenn wir
festsetzen, dass a immer positiv sein soll. Bedeutet D wieder die
G-rundzahl des Körpers Sl" und setzen wir, wie im vorigen Para-
graphen,
D+VD() == 2 ,0 == [1, 8],
so ist aro als ganze Zahl von der Fornl
aro = h + k 0 = b +: VD = b +2Vd ,
(4)
(5)
wo h, k ganze rationale Zahlen bedeuten, und
d == D (1, aoo) === b2 -4ac === Dk2 (6)
ist. Da wohne Aenderung von n1 durch - co ersetzt werden
kann, so wollen wir für die Folge immer festsetzen, dass k positiv
sein soll. Man sieht leicht, dass hierdurch, wenn ein gegebener
Modul m vorliegt, die Zahl w so weit und nur so weit bestimmt
ist, dass sie durch Wo = co +z ersetzt werden kann, wo z jede
beliebige ganze rationale Zahl bedeutet; dies llat aber keinen Ein-
fluss auf die Zahlen a, kund d, die mithin vollständig bestimmt
sind, während b in bo == 2 az +b, und c in Co = az2 +bz +c
übergeht; da mithin bo alle Individuen einer bestimmten rationalen
Zahlclasse nach dem Modul 2 a durchläuft, so kann man, wenn
man will, Wo durch die Bedingung vollständig bestimmen, dass
0::;: bo< 2 a sein soll, was aber keinen wesentlichen Nutzen ge-
währt. Dagegen ist es bisweilen vortheilhaft, Wo so zu wählen,
dass Co relative Primzahl zu a wird; um dies zu erreichen, kann
man, wenn r das Product aller gleichzeitig in a und in c auf-
gehenden Primzahlen, und s das Product aller übrigen in a auf-
gehenden Primzahlen bedeutet, zso wählen, dass z =1 (mod. r)
und zugleich z =0 (mod. s) wird, was (nach §. 25) stets mög-
lich ist.
Unter der Ordnung n des Moduls m verstehen wir, wie früher
(§. 176, S. 554), den Inbegrifi" aller Zahlen v, für welche mv durch
m theilbar wird. Aus dieser Definition folgt ofl"enbar , dass, wenn
1] eine beliebige von Null verschiedene Zahl bedeutet, n zugleich
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die Ordnung des Moduls fJ m ist; behalten wir daher die vorher-
gehenden Bezeichnungen bei, so sind die gesuchten Zahlen v alle
diejenigen, für welche [v, v ca] durch [1, ca] theilbar wird, und
hierzu ist erforderlich und hinreichend, dass die beiden Zahlen
v und v ro in [1, ca] enthalten sind. Es muss daher zunächst
v == x +y ro sein, wo x. y ganze rationale Zahlen bedeuten; dann
ist v ro == x 00 + Y00 2, und da xoo in [1, ro] enthalten ist, so muss
dasselbe auch von y ca 2 gelten; zufolge (3) ist aber
2 y(b ro - c)yca == ,
a
mithin müssen die beiden Producte by, cy durch a theilbar sein;
da aber die Zahlen a, b, c keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,
so folgt hieraus, dass y durch a theilbar, also y = a z, v ==
x + zaro sein muss, wo z ebenfalls eine ganze rationale Zahl be-
deutet; und da umgekehrt jede solche Zahl x + zaro die gefor-
derte Eigenschaft besitzt, so erhalten wir das Resultat
n = [1, a roJ === [1, k8] (7)
Jede Ordnung n ist daher ein Modul, welcher nur ganze
Zahlen und unter diesen auch die Zahl 1, mithin alle ganzen
rationalen Zahlen enthält; umgekehrt leuchtet ein, dass ein jeder
solche Modul n (in unserem Falle der quadratischen Körper) auch
gewiss eine Ordnung, nänllich die Ordnung von n selbst ist. Wir
wollen nun im Folgenden die Zahl k den Index und die in (6)
gebildete Zahl d = Dk2 die Discriminante des Moduls tn nennen;
dann haben alle Moduln m von gleicher Ordnung n, also auch n,
denselben Index und dieselbe Discriminante; zugleich leuchtet ein
(nach §. 165, (22)), dass
k === (0, n) (8)
ist. Offenbar ist der ~Iodul m stets und nur dann ein Ideal, wenn
er durch ° theilbar, und n :=: 0, also k === 1, und m eine ganze,
durch a theilbare Zalll ist. Dies führt dazu, den Begriff der }\"'or'ln
auch auf beliebige Moduln m zu übertragen, und zwar wollen wir
darunter den Quotienten
N(m) = (u, m) (9)(m, n)
verstehen, welcher sich in der That, wenn m ein Ideal ist, auf del1
der früheren Definition entsprechenden Wertll (0, m) reducirt
(§. 169). Da die Basiszahlen VOll m mit denen von n durch die
linearen Gleichungen
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· m
m == m . 1 +0 . a co, 'in co == O. 1 +- .a QJ
a
verbunden sind, so ergiebt sich aus der vorstehenden Definition
nach einem allgemeinen Satze, den wir in der Schlussanmerkung
zu §. 165 erwähnt haben, das Resultat
m, 0 2
N(m) :::::: 1n == m . (10)
, 0 - a
, a
Von der ~,ichtigkeit desselben überzeugt man sich aber auch ohne
Zuziehung jenes Satzes leicht, wenn man den grössten gemein-
schaftlichen 'fheiler
b == [m, m co, 1, a co]
der beiden Moduln m, n betrachtet. Um denselben auf eine zwei-
gliedrige Basis zu reduciren, setzen wir
t 1n v
'in===u' a;-w'
wo t, u und v, w zwei Paare von relativen Primzahlen bedeuten;
dann ist offenbar
mithin
(m, 1] = [~, :] = [~]
[mro, aro] = am [:' :J = [awroJ
b == [~ ~J.
u' w '
drückt mall nun die Basiszahlen von mund n linear durch die-
jenigen von b aus, so ergiebt sich (nach §. 165, (2) und (22)), dass
(u, n1) == (b, 111) :::::: t 'V, (ln, n) == (b, n) === u w,
nlithin
N(nt) = ~
uu'
ist, was mit (10) übereinstimmt.
I3ezeichnet man allgemein, wenn a eine beliebige Zahl. des
Körpers .Q ist, mit a' die conjugirte (oder adjungirte) Zahl, in
welche a durch die nicht identische Permutation des Körpers
übergeht, so ist
(j'= D-;VD, aro'=h+k()'= b-~VD = b-;Vd; (11)
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durchläuft i1' alle Zahlen des Moduls m, so bilden die Zahlen 11"
einen mit m conjugirten Modul m [1, ro'], den wir mit m' be-
zeichnen wollen; halten wir aber an der obigen Vorschrift für die
Wahl der Basiszahlen fest, so haben wir
m'===n~[l,-ro'] (12)
zu setzen, und da a (ro + ro') == bund
a (- ro')2 - (- b) (- ro') +c === 0
ist, so geschieht der Uebergang von m zu m' lediglich dadurch,
dass b durch - b ersetzt wird, während m, a, c, k, dunverändert
bleiben. Ebenso ist natürlich IU conjugirt mit tn', und beide
Moduln haben dieselbe Ordnung n === n', denselben Index, dieselbe
Discriminante und dieselbe Norm; sie sind aber nur dann Init ein-
ander identisch, wenn b dur<;h a theilJ:>ar, also b =0 oder =a
(mod. 2 a) ist, und in diesem Falle kann mein a1nbiger Modul ge-
nannt werden (vergl. §. 58).
Jede in dem Modul nt enthaltene Zahl ft ist von der Form
11' = tn(x + yro), (13)
wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt
N(!L) == ~p;' == m2 (x +yro)(x +yro'),
und wenn man die Multiplication ausführt, so ergiebt sich
(14)
jedem Modul m entspricht daher eine binäre quadratische J.1'orm
(a, l b, c) oder vielInehr eine bestimnlte Schaar von unendlich
vielen solchen parallelen J:i-'ormen, in "reIchen b alle Individuen
einer bestimmten Zahlclasse nach dem Modul 2 a durchläuft, und
deren Discriminante lJ2 - 4 (tC zugleich die Discrirninante d des
Moduls ln ist; dem conjugirten ~lodul In' entspricllt die cnt.qegcn-
gesetzte Schaar (a" - ~ b, c).
Nach diesen, auf einen einzelnen Modul tn bezüglichen I)efi-
llitionen wenden wir uns zu der flfultilJlication der Moduln, die
wir ebenso erklären wie diejenige der Ideale (§. 170); unter dem
Producte mmt der beiden Moduln m, ml wird der Inbegriff aller
Producte ~ ~l und aller Summen solcher Producte verstanden,
wo Pi, ~l beliebige Zahlen in m, ml bedeuten. Offenbar ist tn Inl
wieder ein Modul, und aus den evidenten Sätzen tn nl1 === 11llln,
(m ml) m2 == m (mltn2) ergeben sich dieselben Folgerungen für
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ist, so folgt
Producte von beliebig vielen Moduln, wie bei den Idealen. Bedeutet
ferner n die Ordnung von m, so ist
mn == m; (15)
denn aus der Definition von n geht hervor, dass jedes Product
!LV in tn enthalten, mithin mn durch m theilbar ist, und umge-
kehrt ist tn theilbar durch mn, weil die Zahl 1 in n enthalten ist.
Dasselbe würde sich aber auch leicht durch die wirkliche Multi-
plication der Moduln (2) und (7) ergeben. Da ferner n die
Ordnung von n ist, so folgt aus (15) als specieller Fall der Satz
n2 == n, (16)
woraus man weiter schliesst, dass jede Potenz von n identisch
mit n ist.
Von besonderer Wichtigkeit ist die Bildung des Produetes
rnrn' aus zwei conjugirten -Moduln; durch Multiplication von (~)
und (12) erhält man zunächst
mm' - m 2 [1 CiJ Ci)' ro ro']·
- '" ,
addirt man die zweite Basiszahl zur dritten und bedenkt, dass
a (m + Ci)') == b, a mCi)' == c
, m2
mm == - [a, a CiJ, b, c];
a
da nun die Zahlen a, b, c keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,
so können sie durch die Zahl 1 ersetzt werden, und folglich er-
halten wir das Resultat *)
m2 •
11t111' == -[1, am] == 11 N(m). (17)
lt
Wir betrachten jetzt ein Product aus zwei beliebigen Moduln
111, In! und setzen
n11111 == m2 ; (18)
da m2 aus allen Zahlen !L'2 von der Fornl ~!L!L1 besteht, so besteht
der conjugirt~ Modul ln~ aus allen Zahlen !L~ von der Form
)2 !L' ft ~, und folglich ist
m' ln~ == n1~ === (mm})'. (19)
Durch ~Iultiplication dieser heiden Gleichungen erhält man zu-
folge (17)
*) .Es ist wohl VOll Nutzen, hier z'u bemerken, dass bei I{örpern höhe-
ren (}rades ein ähnlicher Satz nicht in voller Allgenleinheit gilt, und das-
selbe ist von mehreren der nachfolgenden Sätze z~ sagen.
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nn1 N(ni)N(m1) == n2 N(m2),
wo n1' lt2 die Ordnungen von m1' m2 bedeuten; da nun das Product
nnl nur ganze Zahlen und offenbar auch die Zahl 1 enthält, so
ist es nach dem Obigen wieder eine Ordnung; die vorstehende
Gleichung liefert daher, wenn man auf die beiderseits auftreten-
den rationalen Zahlen aclltet, zunächst den Satz
N(m) N(m1) === N(n1 2) === N(nttnl),
mithin auch den folgenden
(20)
(21)
die Norm eines Productes ist daher gleicll dem Producte aus den
Normen der Factoren, und ebenso ist die Ordnung eines Productes
gleich dem Producte aus den Ordnungen der Factoren.
Da die Zahl 1 in jeder Ordnung enthalten ist, so ist das
Product n nt ein gemeinschaftlicher Theiler von n und n1 und zwar,
wie wir jetzt zeigen wollen, ihr grösster gemeinschaftlicher Theiler.
Bedeuten k, k1 , k2 die Indices der 1\tloduln m, Ul1 , m2 , so ist n
=== [1, k 0], nl == [1, k1 OJ, und folglich
nn1 == [1, k (j, k1 (), k k1 02] ;
da aber ()2 == D () - D1 ist, "TO D I eine ganze rationale Zahl, so
kann die letzte Basiszahl k k1 ()2, weil sie eine Summe von Viel-
fachen der beiden ersten ist, weggelassen werden, und Inan erhält
n nl == [1, k (), klO],
wie behauptet war. Da nun dasselbe Product zufolge (21) auch
== [1, k2 0] ist, so folgt, dass der Index k2 des Productes der
grösste gemeinschaftliche Theiler der Indices k, k1 der F'actoren
ist. Bedeuten ferner d, d1 , d2 die Discriminanten von m, ln!, ln2,
so 1st d === D k2 , d1 === .D kr, d2 === D k~, und folglich ist die Dis-
criminante desProductes aucll der grösste gemeinschaftliche 1'heiler
von den Discriminanten der Factoren.
Die letzten Sätze ergeben sich auch auf folgende Weise, wobei
wir den Buchstaben ml, ro1, ab bl , Cl und 'In2, ro2, a2, b2, C2 dieselbe
Bedeutung für die Moduln Inl und m2 beilegen, welche 'In, ro, a, b, c
für m haben. Dann ist zufolge (21)
[1, (t2 ro2] = [1, aro] [1, al rol] === [1, aro, UI W l, etal W[~lJ,
und es gelten daher (nach §. 165) vier Gleichungen von der Form
(22)
also
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I = 1 . 1 +0 .c a2 CiJ 2
a 6) == f . 1 +e · a2 (02
al (01 == 11 · 1 + el · a2 (02
aal 61 0)1 == f2 • 1 + e2 • a2 612 ,
WO die acht Coefficienten rechts solche ganze rationale Zahlen
sind, dass die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten
e, e1' e2 , f el - efl' j e2 - ef2' f1 e2 - elf2
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; da aber jeder gemein-
schaftliche Theiler der drei ersten auch in den folgenden aufgeht,
so folgt, dass e, el' e2 lreinen gemeinschaftlichen Theiler haben.
Zufolge (22) ist ferner
(f + ea2612) (f1 + el a2 612) == f2 + e2 a2 GJ 2,
618
eel (a2 612)2 - (e2 - efl - elf) (a2 612) +ffl - f2 === 0;
vergleicht man dies mit 4er Gleichung
(a2 (2)2 - b2 ( a2 (02) + a2 C2 = 0,
so ergiebt sich .
e2 == efl +elf+ee1 b2, f2 ==ffl-eela2c2; (23)
aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt, dass jeder gemein-
schaftliche Theiler von e, el auch in e2 aufgeht; da aber oben ge-
zeigt ist, dass diese drei Zahlen keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben, so sind e, el relative P'rimzahlen. Ersetzt man nun in (22)
die Grössen a 0), al cu 1, a2 0)2 gemäss (5) durch
b +k VD bl +kl VD b2 +k2 VD
2 2 2
so ergiebt sich
also auch
und ausserdem
(24)
(25)
f - b - b2 e f _ bl - b2 el • (26)
- 2 ' 1- 2 '
ebenso erhält man aus der let~ten der Gleichungen (22), oder in-
dem man die vorstehenden Ausdrücke in (23) substituirt,
e. == bel +b1 e + _ bbl + d2 eel - 2 b2 e2 (27)
:2 2' J2 - 4 ·
Aus (24) und (25) folgt abermals, dass' k2 der grösste gemein-
schaftliche Theiler von k, k1, und ebenso d'J derjenige von d, d1 ist.
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(30)
(31)
Sind also die beiden Moduln m, ntl gegeben, so findet man die
Zahlen e, el' k2, d2 aus (24) und (25) durch die Bedingung, dass
e, el relative Primzahlen sein müssen, und hiermit ist auch e2 zu-
folge (27) gefunden. Wir wollen nun dazu übergehen, den Modul m2
vollständig zu bestimmen, indem wir auch die Zahlen m2 , a2' b2, C2
aus den Daten ableiten. Da das Product mm1 in m2 und folglich 4
auch in [m2] enthalten ist, so kann man zunächst
mml
mml == pm2, m2 == -- (28)P
setzen, wo p eine positive ganze rationale Zahl bedeutet; ersetzt
man nun die im Satze (20) auftretenden Normen durch ihre Aus-
drücke gemäss (10), so erhält man
aal
aal = p 2a2. a2 = p2' (29)
mithin ist die Bestimmung von m2 und a2 auf diejenige von p
zurückgeführt. Ersetzt man ferner die Moduln m, ml, m2 durch
ihre Ausdrücke gemäss (2), so nimmt die Gleichung m2 = mml
die Form "
[1, 0)2] == P [1, 0)] [1, 0)1] == p [1, 0)1' 0), ro 0)1]
an; man kann daher (nach §. 165)
P == 1J • 1 + 0 · 0)2
P rol == p' . 1 +q' . ro2
p ro == p" . 1 + q" . 002
P 00 011 == p'" . 1 +q'" . 612
setzen, wo die acht Coefficienten rechter Hand solche ganze ratio-
nale Zahlen sind, dass die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten
pq', l J q", l J q"', p'q"-q'p", p'q"'-q'p''', l J"Q'''-Q''lJ''',
also jedenfalls auch die drei Zahlen q', q", q'" keinen gemein-
schaftlichen Theiler haben *). Substituirt man nun in (31) für
01, 001, 00 011 die aus (22) folgenden Ausdrücke, so erllält man die
Gleichungen
*) Hieraus folgt in Verbindung mit der aus (31) leicht abzuleitenden
Gleichung q'w + q"w{ == q'" == q'w' + q"w1 ein für die Theorie der
. complexen Multiplication der elliptischen Functionen sehr wichtiger Satz
{vergl. des Herausgebers Aufsatz (§. 7) über d1:e Theorie der elUpt1:schen
Modul-Functionen in Borchardt's Journal Bd. 83).
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p (fi + el a2 6)2) === al (p' +q' 6)2)
p (f +e a2 (2) === a (p" +q" GJ2)
P (f2 + e2 a2 GJ2) === a al (p'" .+ q '" GJ2),
welche, weil 6)2 .irrational ist, in die folgenden zerfallen
, " '" (32)P el a2 == al q, P e a2 === a q, P e2 a2 = a al q
PlI === alP', pf === a p", pf2 == a a] p'''. (33)
Substituirt man in (32) für a2 den in (29) angegebenen Ausdruck,
80 erhält man
a el === P q', al e == P q", e2 === P q"', (34)
und da q', q", q''', wie oben bemerkt, keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben, so ist p offenbar als grösster (positiver) gemein-
schaftlicher Theiler der drei bekannten Zahlen a el, al e, e2 voll-
ständig bestimmt, und dasselbe gilt mithin von den drei Zahlen
q', q", q"', sowie von den beiden Zahlen m2, a2, welche sich aus
(28) und (29) ergeben. Multiplicirt Dlan ferner die Gleichungen
(33) mit 2 a, 2 al' 2, und ersetzt aal durch p 2 a2' so erhält man
mit Rücksicht auf (34), wenn man für fl' f, 12 die in (26) und (27)
angegebenen Ausdrücke substituirt, die Gleichungen
abi , b ' al b " b "
- - q 2 = 2 a2P, - - q 2 == 2 a2P ,p P
b b1 +d2 ee1 q'''b2 == 2a2 P"',2p
also die Congruenzen
'b - abI "b - albq 2=-, q 2==-
P _ P (mod. 2 U2), (35)
", b - b b1 +d2 e el
q 2 = 2p
durch "TeIche die Zahl b2 nach dem Modul 2 a2 vollständig bestimmt
ist, weil q', q", q'" keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (vergl.
§. 145); und hieraus ergiebt sich endlich auch C2 durch die
Gleichung
c - b~ - d2 • (36)
2 - 4a2
Hiermit ist die Bestimmung des Productes m2 aus den beiden .
Factoren m, ml vollendet, und wir haben nur .noch die folgende
Bemerkung hinzuzufügen. Da die Existens des Moduls m2 = mml
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(37)
(38)
"Von vornherein gewiss ist, so müssen wir schliessen, dass die in
(26), (27), (29), (35) und (36) in Form von Brüchen auftretenden
Zahlen in Wahrheit ganze Zahlen, dass ferner die drei Congruen-
zen (35) wirklich mit einander vereinbar sind, und dass die so
erhaltenen Zahlen a2' b2 , C2 keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben; dies Alles würde sich auch auf directem Wege leicht be-
weisen lassen, was wir jedoch dem Leser überlassen wollen *).
Wir bezeichnen nun mit x, Y und Xl' YI zwei Systeme von
unabhängigen Variabelen und bilden die bilinearen Functionen
X2 = PXXl +P'XYl +P"YXI +P"'YYI
Y2 = q'XYl +q"YXI +q"'YYI;
setzt man ferner
~lJ == m(x +y ro), !LI == ml (Xl +Yl fi)I), ft2 == m2 (X2 +Y'A fi)2),
so folgt aus (28) und (31), dass!L2 == /1 !LI , also für rationale
Werthe der 'Tariabelen auch N (/12) == N (!L) N (/11) ist; ersetzt man
diese Normen durch ihre A.usdrücke gemäss (14) und berück-
sichtigt (20), so ergiebt sich
a2 x~ +b2X2 Y2 + C2 y~
== (a x 2 +bx y +Cy2) (al xi +b1Xl YI +Cl Yi) ;
man s,agt daher, die Form (a2' ! b2, c2) gehe durch die bilineare
Substitution (37) in das Product der heiden E"ormen (a, ~ b, c)
'und (al' !bI , Cl) über, und nennt die erste Form zusa,mrnengesetzt
aus den beiden letzteren **); offenbar ist (38) in Folge von (37)
eine Identität, .welche für beliebige Werthe der unabhängigen
Variabelen gilt. -
Die vorstehende Darstellung der ~Iultiplication der Moduln
bildet zugleich die Grundlage für die Behandlung der umgekehr-
ten- Aufgabe, alle Moduln Ul zu finden, welche der Bedingung
mm1 == n12 genügen, wo 1111 und U1 2 gegebene Moduln bedeuten.
Wir b~schränken uns aber hier darauf, einige Hauptpuncte dieser
äusserst wichtigen Untersuchung hervorzuheben, und überlassen die
*) Ve~'gl. Arndt: Auflösung einer Aufgabe ht der C01nposition de1i
q1lJadratischen For1nen (Borchardt's Journal, Bd. 56).
**) Vergl. §. 146. Die allgemeinste Art der Composition der binären
quadratischen Formen, wie sie von Gauss dargestellt ist (D. A. artt. 235,
236), würde man erhalten, wenn man für die Moduln die Form (1) statt
(2) zu Grunde legte (vergl. die zweite Auflage dieses Werkes, §. 170).
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weitere Ausführung dem Leser. Aus (21) folgt, dass, wenn die Auf-
gabe lösbar sein soll, die Ordnung nl des Moduls ml durch die Ordnung
112 des Moduls nt2 theilbar sein muss; diese erforderliche Bedingung,
welche im Folgenden stets als erfüllt vorausgesetzt wird und auch
durch tll n2 == 112 oder kl == el k2 ausgedrückt werden k~nn, ist
aber auch hinreichend, und es giebt dann immer ~tnendlich viele
Moduln m, welche die Bedingung mml ' == t1l2 erfüllen. Zunächst
findet nlan durch Multiplication mit m{ leicht den Hauptsatz, dass
es inlmer einen und nur einen solchen Modul tn giebt, dessen
Ordnung == 112 ist; hierdurch wird zugleich die allgemeine Auf-
gabe auf den speciellen Fall zurückgeführt, in welchem ml == III
ist, und man braucht sich nur noch mit der Lösung der Gleichung
mnl == m2 zu beschäftigen. Die Ordnung n des Moduls tn muss
so beschaffen sein, dass 112 == nn1 der grösste gemeinschaftliche
Theiler von n und nl , also k == ek2 wird, wo e relative Primzahl
zu el ist; nachdem man für den Modul m eine solche Ordnung tt,
also auch eine solche Zahl e willkürlich gewählt hat, leuchtet ein,
dass stets mnl == mn2 ist, und es kommt daher nur darauf an,
alle Moduln nt von dieser Ordnung n zu finden,' welche der Bedin-
gung mlt2 == m2 genügen. Um nachzuweisen, dass rnindestens ein
solcher Modul m existirt, wähle man die in m2 === tn2 [1, W2] auf-
tretende Zahl W2 so, dass C2 relative Prilnzahl zu a2 wird, was
nach einer früheren Bemerkung stets möglich ist; setzt man als-
dann die vorher gewählte Zahl e == p q", wo q" den grössten
Divisor von e bedeutet, welcher relative Primzahl zu a2 ist, so
findet man leicht, dass der Modul nt == m2 [p, q" (02] der Bedin-
gung mn2 = m2 genügt, und dass n seine Ordnung ist. Verbindet
man hiermit den schon vorher bewiesenen Satz dass wenn b, C, ,
zwei beliebige Moduln von gleicher Ordnung n sind, es immer einen
und nur einen Modul a von derselben Ordnung' n giebt, welcher
der Bedingung a b = c genügt, so wird die vollständige Lösung
unserer Gleichung m112 == m2 auf den speciellen Fall m2 == n2'
also auf die Aufgabe zurückgeführt, alle Moduln m von der Ord-
nung n zu finden, welche der Bedingung
mn2 == n2 (39)
genügen. Da nun, wenn 0 die frühere Bedeutung hat, immer
o n2 == 0 ist, so genügt ein solcher Modul ln gewiss auch der
Bedingung
mo = 0; (40)
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diese Moduln, zu welchen offenbar n selbst gehört, sind von beson-
derer Wichtigkeit, und wir wollen j eden Modul nt von der Ord-
nung n, welcher diese letzte Bedingung erfüllt, aus einem bald
anzugebenden Grunde eine WU14 zel der Ordnung n nennen; es ist
zweckmässig, zunächst alle diese Wurzeln von n zu bestinlmen,
worauf es keine Schwierigkeit haben wird, diejenigen von ihnen
auszusondern, welche auch die Bedingung (39) erfüllen.
Aus (40) folgt, dass m durch 0 theilbar ist, also aus lauter
ganzen Zahlen besteht, und ausserdem ist N (m) == 1 zufolge (20);
behält man daher für m die in (2), (3), (5) eingeführten Bezeich-
nungen bei, so sind die Basiszahlen 1n und Ci = 1n ro des Moduls
m = [1n, ~] ganze Zahlen, und zufolge (10) ist a = 1n2 ; hieraus
folgt weiter, dass b durch 'In theilbar, Inithin c relative Primzahl
zu m ist; da aber c === a N(ro) == N(~) - ~~' ist, so sind die
Basiszahlen m" ~ ebenfalls' relative Primzahlen; da zufolge (7)
ausserdem n == [1, m a] === [1, k 0] ist, so geht m in dem Index k
auf, und wenn a = t + u 0 gesetzt wird, so ist k == n~ u. Um-
gekehrt, zerlegt man den Index k der Ordnung n in zwei positive
ganze rationale Factoren nz, u, und bestimmt hierauf, falls dies
möglich ist, die ganze rationale Zahl t nach dem Modul m so, dass
die Zahl a == t + u (j relative Primzahl zu 1n ,vird, so beweist nlan
leicht, dass der Modul m == [m, a] wirklich eine Wurzel der
Ordnung n = [1, k8] ist, wenn man berücksichtigt, dass (naeh
§. 174, 8.) auch N (a) relative Primzahl zu mist *). Da nun, sobald
der Divisor m des Index k gewählt ist, der Modul m nur noch von
der rationalen Zahlclasse abhängt, aus welcher t in Bezug auf IJn
gewählt wird, so leuchtet ein, dass die Ordnung n nur eine end-
liche Anzahl von Wurzeln m besitzt; diese Anzahl wollen wir mit
l bezeichnen. Aus der Definition (40) folgt ferner unmittelbar,
dass die Wurzeln der Ordnung n insofern eine Gruppe bilden, als
jedes Product aus zwei solcllen Wurzeln wieder eine Wurzel der-
selben Ordnung n ist, und hieraus ergiebt sich durcll die schon oft
angewendete Schlussweise (vergl. §. 149), dass für jede Wurzel m
der Ordnung n der Satz
ln l == n (41)
*) Zugleich ist m[1, {(] == [1, ft], und damit nt auch der Bedingung (39)
genüge, ist erforderlich und hinreichend, dass die Ordnung [1 ,ft] durch
die Ordnung n2 theilba.r sei.
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gilt. Umgekehrt, sobald unter den Potenzen m, m2, In 3 ••• eines
Moduls m sich eine Ordnung n === mr vorfindet, so ist n zufolge
(21) auch die Ordnung von 111; da ferner die r te Potenz einer jeden
in tn enthaltenen Zahl auch in n enthalten, also eine ganze Zahl
ist, so besteht m (nur.}l §. 160, 2.) aus lauter ganzen Zaillen; mit-
hin ist nlD ein Ideal, und da (mo)r == no r == 0 ist, so folgt auch
111 0 == 0, also ist m eine Wurzel der Ordnung n, womit zugleich
die eingeführte Benennung gereclltfertigt ist.
Um die Anzahll der Wurz~lnm der Ordnung n == [1, kO] zu
bestimmen, ist es zweckmässig, dieselben in einer etwas anderen
~'orm darzustellen, wodurch man zugleich ihre wahre Natur und
ihre gegenseitigen Beziehungen noch deutlicher erkennen wird.
Man beachte zunächst, dass jede Wurzel m == [m, a] ein Theiler
des Ideals 0 k == [k, k 0] ist, und da die Basiszahlen beider Moduln
mit einander durch die linearen Gleichungen k = u . m +0 . et,
k0 = - t . m -f- m . a zusammenhängen, also (Ul, 0 k) == um == k
ist, so besteht tn aus 11(; Zahlclassen in Bezug auf den Modul k
oder 0 k. !vlan bemerke ferner, dass unter den in m enthaltenen
Zahlen sich auch solche finden, die relative Primzahlen zu k sind;
denn weil a == t +u (j schon relative Primzahl zu tn ist, und folg-
lich 'In, t, u keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann man
die ganze rationale Zahl z so. wählen, dass t +rns relative Prim-
zahl zu u wird, und hieraus folgt, dass die Zahl a + 'in z (welche
auch statt a als zweite Basiszahl von m dienen könnte) relative
Prinlzahl zu mund u, also auch zu k :::::: 'in u ist. Wählt man nun
aus m nach Belieben eine Zahl (J, welche relative Primzahl zu k
ist, so sind auch die 7c Zahlen (J, 2 Q, 3 (} ... k (} in tn enthalten,
und da sie incongruent nach k sind, so bilden sie ein vollständiges
Repräsentanten-System des Moduls m in Bezug auf den Modul 0 k;
mall kann daher
m == [k, kO, (J] (42)
setzen, und diese Darstellungsform ist für die weitere Untersuchung
besonders geeignet. Umgekehrt, wenn Q == r + s (J eine beliebige
relative Primzahl zu k ist, so findet man durch Reduction des
vorstehenden Moduls tn auf eine zweigliedrige Basis nz, a, dass
k === 'in tt,· und a . t +u O' relative Prin1zahl zu m ist, woraus nach
dem Obigen folgt, dass meine Wurzel der Ordnung n == [1, k 0]
ist. Jede Wurzel nl der Ordnung n ist also durch eine beliebige
in ihr enthaltene Zahl (J vollständig bestimmt, 'welche relative
Primzahl zum Indexk ist, und man kann daher diese Wurzel m
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zweckmässig durch das Symbol 11 (! bezeichnen; ist (j ebenfalls
relative Primzahl zu k, so gilt dasselbe von ~ (j, und da dieses
Product in dem Producte n(! nO' enthalten ist, so ergiebt sich
n~ n(T == n(l 0' , (43)
worin das Gesetz der Multiplication der Wurzeln von n seinen
einfachsten Ausdruck findet. Sollen ferner die beiden Zahlen Q
und 6 eine und dieselbe Wurzel n(l = tt 0' erzeugen, so ist er-
forderlich und hinreichend, dass <1 = r (J, (J =S <1 (mod. k) sei,
wo r, s ganze rationale ·Zahlen bedeuten; hieraus folgt aber
rs-l (mod. k), also lnuss r relative Primzahl zu k sein; und un1-
gekehrt, wenn (j =r (} (mod. k) ist, wo r eine ganze rationale Zahl
bedeutet, welche relative Primzahl zu k ist, so ist gewiss nu = n~.
~~s giebt mithin in Bezug auf k immer genau\ cp (k) verschiedene
Zahlclassen, welche. aus lauter Zahlen (} bestehen, die relative
Primzahlen zu k sind und alle eine und dieselbe Wurzel n~ der
Ordnung n erzeugen; bezeichnet man daher mit 1/J (k) die Anzahl
aller nach k incongruenten Zahlen (}, welche relative Primzahlen
zu k sind, so ergiebt sich für die Anzahl l aller verschiedenen
Wurzeln n(l der Ordnung n der Ausdruck
l=:~~~. (44)
Hierin ist nun
cp (k) = k n(1 - ~),
wo das Product über alle verschiedenen, in k aufgehenden ratio-
nalen Primzahlen J) auszudehnen ist; andererseits ist (nach
§. 174, 4.)
1/J(k) = k2 fI (1-;(lJ)),
wo das Productzeichen sich auf alle verschiedenen, in k aufgehen-
den Primideale lJ bezieht; ordnet man die Factoren nach den ratio-
nalen Primzahlen p, in denen diese Primideale aufgehen, und legt
dem Symbol (D, p) die im vorigen Paragraphen festgesetzte Be-
deutung bei, so erhält man
1/Jtk) = k2 fI (1- ~) (1- (D~p)
und folglich
(45)
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Nachdem hiermit die Anzahl aller Wurzeln nl der Ordnung tt
bestimmt ist, findet man leicht die Anzahl aller derjenigen unter
ihnen, welche der obigen Bedingung (39) genügen, wo n2 eine
gegebene, in n aufgehende Ordnung bedeutet; multiplicirt man
nämlicll alle l Wurzeln der Ordnung n mit n2 , so werden alle
l'J Wurzeln von lt2 , und zwar jede gleich oft erzeugt; mithin ist die
gesuchte Anzahl == l: l2' und nach der obigen Untersuchung ist
dies zugleich die Anzahl aller verschiedenen Moduln m von der
Ordnung n, welche der ursprünglich v9rgelegten Bedingung mnl1
== m2 genügen.
Die binären Formen (a, ~b, c) === (rn 2, ~rnbo, c), welche
den Wurzeln tn == [n~, aJ der Ordnung n entsprechen, stimmen
offenbar mit denjenigen überein, auf welche wir früher (§§. 150,
151) bei der Bestimmung der Anzahl der Formen-Classen von
beliebiger Ordnung geführt sind. Den Grund dieser Ueberein-
stimmung erkennt man leicht, wenn man die l\loduln, ebenso wie
die Ideale, in Classen eintheilt; nennt man zwei Moduln 0, 0 äqui-
valent, wenn es eine Zahl Yj von positiver Nor1n giebt, für welche
o== ar;, also auch a = 011- 1 ist, so bilden alle mit einem be-
stimmten Modul n1 äquivalenten Moduln eine ~fodul-Classe M; je
zwei dieser Moduln sind. mit einander iiquivalent, und sie haben
alle eine und dieselbe Ordnung lt, also auch dieselbe Discrimi-
nante d; die mit n selbst äquivalenten Moduln bilden die Hattpt-
classe dieser Ordnung. Die ursprünglichen Formen (a, ~ b, c)
von der Discriminante cl, welche allen Moduln tn einer Classe M ent-
sprechen, sind äquivalent, und umgekehrt wird jede solche Formen-
Classe von der Discriminante d durch eine unclnur eine ~Iodul-Classe
von der Ordnung 11 erzeugt. Durchläuft m alle Moduln der Classe
M, und ebenso tn I alle diejenigen der Classe JJ1I , so gehören
alle Producte mtn i einer und derselben Proc1uct- Classe JJ[MI an,
deren Ordnung das Product aus den Ordnungen von M und MI ist.
Als Repräsentanten einer Classe M kann man immer einen ~fodul
tU wählen, welcher aus lauter ganzen Zahlen bestellt, lnithin ist
die Anzahl der Classen für die Ordnung 0 identisch mit der An-
zahl h der Idealelassen ; es ist aber zweckmässig, mit dem Namen
Ideal jeden Modul von der Ordnung 0 zu belegen, also ausseI' den
früher betrachteten ganzen Idealen aucll gebl:ochene Ideale zu-
zulassen, die jedoch keine neuen Idealelassen erzeugen. Bezeichnet
Inan, wie früher, mit 0 die Hauptclasse der Ideale, so entspricht
jeder Moc1ulclasse Meine Ic1ealclasse MO; umgekehrt, wenn A
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eine beliebige Idealclasse, und n eine beliebige Ordnung ist, so
folgt aus unserer obigen Untersuchung über die umgekehrte Auf-
gabe der Multiplication der lVloduln, dass es immer minclBstens
eine Classe M von der Ordnung n giebt, welcher diese Idealelasse A
entspricht, und zwar findet man leicht, dass jede Idealclasse A
durch gleich viele ~loc1ulclassen JJI von der Ordnung n erzeugt
wird. Bezeichnet man daher nlit h' die Anzahl der verschiedenen
Modulclassen M für die Ordnung lt, so ist h' == r h, ,vo r die
Anzahl derjeliigen Classen M bedeutet, welche der Bedingung
MO == 0 genügen und folglich durch Wurzeln der Ordnung lt
repräsentirt werden. Bezeichnet man nun Init A die .A.nzahl aller
derjenigen von diesen l Wurzeln, ,velche der Hauptelasse der Ord-
nung tt angehören, also mit lt äquivalent sind, so findet man eben
so leicht, dass jede solche Classe M durch A verschiedene 'Vurzeln
repräsentirt wird, dass also l== r l, mithin
~ = ~ = k fI (1- (D, p)) (46)
h l l P
ist (vergl. §. 151). Bedeutet aber m === [nz, n] eine solche mit n
äquivalente Wurzel von lt, so ist nt == n 1}, woraus folgt, dass r; in
llt enthalten, also eine ganze Zahl und zwar eine E"linheit ist, weil
sie in elen beiden relativen Primzahlen 1n, a allfgehen 1111188; und
da ulngekehrt einleuchtet, dass jeder :F~inheit '1'/ ein nüt n äquiva-
lenter Modul n 1} entspricht, welcher eine vV urzel von n ist, so ist
l die Anzahl aller derjenigen Einheiten 1}, denen t'crschieclene
~locluln n 1} entsprechen. Da nun alle Einheiten fl, mag ihre An-
zahl endlicll oder unendlich, also die Grundzahl D negativ oder
positiv sein, in der Fornl + eS enthalten sind, ,vo c eine bestimlnto
Einheit, und s eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ergiebt sich
leicht, dass l der kleinste positive l~xponellt ist, ,velcher bc,vil'kt,
dass die Potenz cA eine in der Ordnung n enthaltene Zahl ,vird.
I-liermit ist vernlöge (46) für jede Ordnung n das VcrhiiJtniss der
Classenanzahl h' zu der Anzahl h der Idealelassen gefunden, und
man überzeugt sich leicht, dass die früher (in §§. 07, 99, 100, 151)
gewonnenen Resultate lllit qem jetzigen vollständig überein-
stinlmen *).
*) Dieselbe Aufgabe ist für beliebige }{örpcr vonl IIcl'ausgeucl' in der
auf S. 523 und 55<! citil'ten Sehrift behandelt,
D r u c k f e- h 1 er.
Seite 28, Zeile 13 von unten, ist 343 statt 243 zu lesen.
Seite 134, Zeile 7, fehlt das Zeichen = vor (+k ~D.
. Seite 160, Zeile 8, ist 59 statt 56 zu lesen.
Seite 186, Zeile 15, ist 1/1,/-1 statt 'fJ
V
-
1
·zu lesen.
Seite 228, Zeile 13, ist Zahl statt Zahlen' zu lesen.
Seite 237, Zeile 3, ist b a'Y statt ba'Y zu lesen.
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